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Atendendo as intimeras solicitagbes de professores e alunos, a Editora
McGraw-Hill decidiu relangar a edigéio cldssica do texto Circuitos Elétricos, do
Professor Edminister.

De fato, conforme nos foi colocado por diversos professores, esta “edicdo
classica” adapta-se muito bem aos planos curriculares da disciplina Circuitos
Elétricos na grande maioria das universidades brasileiras. Além disso, o texto
permite que o aluno adquira um real dominio desta disciplina tdo essencial e
condicionante para os cursos de Engenharia Elétrica, Eletronica, Telecomuni-
cacoes e outros.

Na reviséo efetuada, foram eliminados erros de simbologia e notacoes
graficas e alguns parégrafos foram reescritos objetivando uma melhor clareza
do assunto quanto a solugfio apresentada na tradugso original.

Assim sendo, para a disciplina Circuitos Elétricos teremos a disposicéo
dos professores e alunos a Edi¢do Classica revisada e a 22 edicdo, publicada em
1985. Cada qual assumindo sua funcéo e adequacéo aos curriculos vigentes.

Esperamos ter alcangado nosso objetivo: oferecer ao corpo docente e
discente da disciplina dois textos que se adaptam muito bem aos curriculos e &
necessidade incontestavel de um ensino efetivo desta disciplina.

Milton Mira de Assumpcédo Filho
Diretor Geral . ...
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Destina-se este livro a suplementar os textos existentes ou a servir
como livro-texto em curso inicial de andlise de circuitos. Deu-se uma énfase
especial as leis basicas, teoremas e técnicas comuns a diferentes apresentacoes
encontradas em outros textos. '

A matéria estd dividida em capitulos que cobrem 4reas essenciais de
teoria e estudo. Cada capitulo inicia com defini¢es, principios e teoremas,
juntamente com material ilustrativo e descritivo. Seguem-se séries graduadas
de problemas resolvidos e propostos. Os problemas resolvidos servem para
ilustrar e ampliar a teoria, apresentar métodos de andlise, fornecer exemplos
praticos e focalizar os pontos essenciais que possibilitam ao estudante aplicar
com correc¢do e seguranca os principios bdsicos. O grande nimero de problemas
propostos serve para uma revisdo completa da matéria de cada capitulo.

Os tépicos tratados incluem respostas de circuito fundamental, analise
de formas de ondas, sistemas de niimeros complexos, notacéo de fasores, cir-
cuitos em série e paralelo, poténcia e correciio do fator de poténcia, fendmenos
de ressonéncia. Consideravel uso de matrizes e determinantes é feito ao tratar-
se dos métodos de andlise das correntes de malha e das tensédes nos nés. Os
métodos de matriz sfio também empregados no desenvolvimento das transfor-
macoes estrela-tridngulo e nos teoremas sobre estruturas, tais como os da
superposicéo e da reciprocidade. Os circuitos de acoplamento miituo séo cuida-
dosamente explicados. Circuitos'polifasicos de todos os tipos sdo considerados,
dando-se o devido destaque ao circuito equivalente de uma linha, o qual tem
importantes aplicagdes préticas. As séries de Fourier, exponencial e trigonomé-

X1
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trica sdo tratadas simultaneamente, convertendo-se freqiientemente os coefi-
cientes de uma nos coeficientes de outra, para mostrar as relacdes que mantém
entre si. Os transientes de correntes continua e alternada sao tratados através
do emprego cléssico de equagies diferenciais, de forma que este tépico pode
proceder a notagéo de fasores do Capitulo 5, o que é recomendado para aqueles
que, possuindo 0s necessarios recursos matématicos, possam acompanhar esta
seqiiéncia. O método da transformada de Laplace é introduzido e aplicado em
varios dos problemas tratados no Capitulo 16 pelas equagdes diferenciais, o que
permite uma comparagio conveniente entre os dois métodos e ressalta os
pontos fortes do método de Laplace.

Desejo aproveitar a oportunidade para expressar minha gratiddo a
equipe da Schaum Publishing Co., especialmente ao Sr. Nicola Miracapillo, por
suas valiosas sugestdes e ttil colaboragdo. Muitos agradecimentos sio devidos
4 minha esposa, Nina, por sua assisténcia constante e estimulo neste empreen-
dimento.

Joseph A. Edminister
University of Akron

Ao estudante:
1) Algumas respostas que envolvem niumeros fraciondrios poderdo diferir em algumas

casas decimais. Tal fato se deve a precisio com que os célculos foram realizados e aos
recursos da calculadora eletrénica utilizada. (N.R.)

2) Em muitos problemas, ao final dos capitulos, o autor, por uma questéo de simplificacdo,
néo explicita as unidades; nestes casos, devem ser consideradas as unidades padrées do
SI (conforme tabela de unidades dada na pégina 9). (N.R.)
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_ DEFINICOES E
PARAMETROS DE CIRCUITOS

Unidades Mecanicas

A engenharia elétrica emprega o sistema de unidades MKS raciona-
lizado.*

Nesse sistema, as unidades mecénicas fundamentais sdo ¢ metro (m)
de comprimento, o quilograma (kg) de massa, e o segundo (s) de tempo. A
unidade de for¢a derivada, correspondente, o newton (N), é a forca que produz
uma aceleracio de 1 m/s? na massa de 1 kg.

Forga (newtons) = massa (quilogramas) x aceleracéo (m/s2).

Segue-se dai que a unidade MKS de trabalho e de energia é o newton-
metro, chamado joule, e que a unidade de poténcia é o joule/segundo ou watt
(1 newton-metro = 1 joule, 1 joule/segundo = 1 watt).

*  N. R. Uma versio mais moderna do sistema MKS é o sistema SI (Sistema Internacional), ¢

qual é, por lei, adotado no Brasil.
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Lei de Coulomb

.

Aforca F entre d/ue,@ cargas puntiformes q e ¢’ varia diretamente com a

grandeza de cada carga’e inversamente com o quadrado da distancia r que as
separa: :

- 399
F=k 3
onde k£ é uma constante de proporcionalidade (dimensional) que depende das

unidades usadas para cargas, distancia e forca. F ser4 dado em newtons (N) se
q e q’ forem em coulombs, r em metros e

k=9%x10°N - m%/C2.

. 1 _ 1 q¢ _ 1
Se definimos £ = Zn—eo’ teremos F = ‘47560 2 onde € = ank

= 8,85 x 10712 C2/N - m?2.

Quando o meio circundante no é o vécuo, as forcas ocasionadas pelas
cargas induzidas no meio reduzem a forca resultante entre as cargas livres
9
4me r2 ’
Para o ar, € é apenas ligeiramente maior que €, e, para a maioria dos propésitos,
¢ tomado igual a €. Para os demais materiais, obtém-se € de

mergulhadas no meio. A forca resultante serd entio dada por F =

€ =Kg,

onde K é uma constante adimensional, chamada constante dielétrica ou capaci-
dade indutiva especifica do material entre as cargas, € = Ke, é chamada
permitividade ou permissividade do material e €, € a permissividade do vdcuo.
Paraovicuo, K=1ee=¢,

A unidade de carga, o coulomb, pode ser definida como a quantidade de
carga que, colocada a um metro de distincia de uma carga igual e do mesmo
sinal, no vacuo, repele-a com uma forca de 9 x 10° newtons. Os submiiltiplos
mais usados do coulomb séo

1pC = 1 microcoulomb = 108 coulombs
1 pC = 1 picocoulomb = 1012 coulombs

A carga transpertada por um elétron (—e) ou por um préton (+e) é e = 1,602 x 10-19
coulombs.
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Diferenca de Potencial v

A diferenca de potencial v entre dois pontos é medida pelo trabalho
necessdrio a transferéncia da carga unitdria de um ponto para o outro. O volt é
a diferenca de potencial (d.d.p.) entre dois pontos quando é necessario o tra-
balho de 1 joule para a transferéncia de uma carga de 1 coulomb de um ponto
ao outro: 1 volt = 1 joule/coulomb.

Uma carga q que se desloca entre dois pontos de um circuito externo,
entre os quais existe uma diferenga de potencial v, executa um trabalho medido
por qu, ao se deslocar do ponto de potencial mais elevado para o mais baixo.

Um elemento ativo, como, por exemplo, uma bateria ou um gerador,
tem uma forca eletromotriz (f.e.m.) se ele exerce trabalho sobre uma carga que
o atravessa. A carga recebe energia elétrica ao se deslocar do terminal de menor
para o de maior potencial. A f.e.m. é medida pela d.d.p. entre os terminais
quando o gerador nio estd debitando ou drenando corrente.

Corrente i

O material que contém elétrons livres, capazes de se deslocarem de um

dtomo para o seguinte, é um condutor. Aplicando-se nele uma diferenca de
potencial, os elétrons se deslocam.

Quando uma carga q estd sendo transferida de um ponto para outro de
um condutor, existe nele uma corrente elétrica. Se a carga é transferida na
razdo constante de 1 coulomb/s, a corrente constante existente é 1 ampere (ou
1A): 1 ampére = 1 coulomb/s. Em geral, a corrente instantanea i num condutor &:

. N dg (coulomb)
 (amperes) = dt (segundos)

O sentido da corrente positiva é, por convengio, oposto aquele em que
se deslocam os elétrons. Ver Fig. 1-1.
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--Movimento de Elétrons
Sentido da Corrente -

Figura 1-1

Poténcia p

A poténcia elétrica p é o produto da tensdo aplicada v pela corrente
resultante ;.

p (watt) = v (volts) x i (amperes).

Por defini¢do, a corrente positiva tem a dire¢do da seta na fonte de
tensdo; ela sai da fonte pelo terminal +, como mostra a Fig. 1-2. Quando p é
positivo, a fonte transfere energia para o circuito.

Figura 1-2

Se a poténcia p é uma fungéo periédica do tempo ¢, de periodo T, a
poténcia média

Pz%fp&
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Energia o

Como a poténcia é a taxa de transferéncia da energia em funcio do
tempo,

do

I
p="4 e W= tpdt

1

onde W é a energia transferida durante o intervalo de tempo considerado.

Resistor, Indutor, Capacitor

Ao se fornecer energia elétrica a um elemento de circuito, ele respon-
dera por uma das seguintes formas:

— aenergia é consumida — o elemento de circuito é um resistor puro;

— a energia é armazenada num campo magnético — o elemento é um
indutor puro; -

— a energia é armazenada num campo elétrico — o elemento é um
capacitor puro.

Na pratica, um elemento de circuito apresenta mais de uma das carac-
teristicas acima e, talvez, todas as trés, simultaneamente. Uma delas pode
predominar, entretanto. Uma bobina pode ser projetada para apresentar ele-
vada indutancia, mas o fio com que é enrolada possui alguma resisténcia; a
bobina apresenta, entdo, ambas as propriedades.

Resisténcia R

A diferenca de potencial v(f) entre os terminais de um resistor puro é
diretamente proporcional 4 corrente i(¢) que nele circula. A constante de propor-
cionalidade R é chamada resisténcia do resistor e é expressa em volts/ampéeres
ou ochms. '
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W)

- +
- » R§ v(t)

Figura 1-3
v@) = Rit) e i) = ig—)

Nenhuma restri¢io existe para v(t) e i(p); podem ser constantes em
relacdo ao tempo, como ocorre nos circuitos de c.c., ou podem ser fungdes
senoidais, co-senoidais etc.

As letras mintsculas (v, i, p) em geral indicam funcbes do tempo. As
maidsculas (V, I, P) indicam quantidades constantes; os valores maximos ou
“picos” recebem um indice /0 P).

Indutancia L

Quando a corrente em um circuito varia, o fluxo magnético que o
envolve também varia. Essa variacéo de fluxo ocasiona a indugido de uma
fe.m.v no circuito. A f.e.m. induzida v é proporcional & taxa de variacio da
corrente em relacfio ao tempo, desde que a permeabilidade seja constante. A

constante de proporcionalidade é chamada auto-indutincia ou induténcia do
circuito.
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Lg u(®)
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. p di . 1
v(t) = LE donde i) = fjvdt

Com v em volts e di/dt em amperes/s, L é expressa em volt/ampgre ou
henrys. A auto-indutincia de um circuito é de 1 henry (1 H) se a fe.m. nele
induzida é de 1 volt, quando a corrente varia a razdo de 1 ampére/segundo.

Capacitancia C

A diferenca de potencial v entre os terminais de um capacitor é propor-
cional & carga g nele existente. A constante de proporcionalidade C é chamada
capacitdncia do capacitor.

qit) = Cu@®), i = g C@ v(t) = % Jidt

dt dr’
i(t) o
cA~ | v
Figura 1-5

Com g em coulombs e v em volts, C é obtida em coulombs/volt ou
farads. Um capacitor tera a capacitincia de 1 farad (1 F) se adquirir a carga de
1 coulomb para cada volt de diferenca de potencial aplicada entre seus ter-
minais. Sdo submiiltiplos convenientes do farad:

1 uF = 1 microfarad = 1078 F e 1 pF = 1 picofarad = 1012 F

Leis de Kirchhoff

1 A soma das correntes que chegam a um né é igual a soma das correntes
que dele saem. Se as correntes que se dirigem para um né séo conside-
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radas positivas, e negativas as que dele se afastam, a lei estabelece que é
nula a soma algébrica de todas as correntes que concorrem em um mesmo né.

A soma das elevagdes de potencial ao longo de qualquer circuito fechado é
igual & soma das quedas de potencial nesse mesmo circuito. Em outras
palavras, a soma algébrica das diferencas de potencial, ao longo de um
circuito fechado, é nula. Se existir mais de uma fonte e os sentidos nio
forem iguais, sera considerada positiva a tensdo da fonte cujo sentido
coincidir com o admitido para a corrente.

Z correntes entrando =
= X correntes saindo
L +ig =iy +1, +i
by tig—iy —i, -0, =0

Figura 1-6

X elevagies de potencial =
= X quedas de potencial
vy — vp = Ri + L(di/dt)
Uy — Vg — Ri — Ldisdt) = 0

Figura 1-7

R

Element

Resisténci:

Indutancis

Capaciténci

Quantid
Compriments
Massa
Tempo
Forca
Energia

Poténcia

1.1 Nocircu
corrente

A soma
qualque

V=12)

*  N.R. Aunic
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stabelece que é Relacdes Tensao-Corrente nos Elementos Simples
1um mesmo nd. -
cuito fechado & Elemento Tensao nos terminais Corrente
FUSh OO o Resisténcia R v(t) =R i(t) )
10 longo de um it) = 5"
)s sentidos nio
te cujo sentido Anci ]
Y Indutancia L b(t) = P i) = 1 fvdt
dt L
Capacitancia C _1f. L ~dy
u(t) = C Izdt it) = C dat
Unidades nos Sistemas MKS e SI*
Quantidade Unidade Quantidade Unidade
Comprimento metro m |Carga @, q | coulomb C
Massa m |quilograma kg |Potencial V,v | volt v
Tempo t segundo s Corrente Li ampére A
For¢a E f |newton N |Resisténcia R ohm Q
Energia W, o |joule d Induténcia L henry. H
Poténcia P p |watt W  |Capacitancia C farad F

Problemas Resolvidos

1.1 No circuito da Fig. 1-8, a tens&o constante aplicada é V = 45 volts. Determinar a
corrente, a queda de tens@o em cada resistor e a poténcia em cada um.

A soma das elevacdes de tensdo € igual 4 soma das quedas, ao longo de
qualquer circuito fechado; portanto,

V=I2) + I(6)+ I(7),456 =151, I=3 amp

*  N.R. A unidade de freqiiéncia (f) é o hertz, o qual simbolizaremos por Hz.
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2Q

@ 60

Figura 1-8

A queda de tenséo no resistor de 2 ohms é V, = = IR, = 3(2) = 6 volts. Da
mesma maneira, V; = 3(6) = 18 volts e V.= 21 volts.

A poténcia no resistor de 2 ohms é P, =V,I =6(3) = 18 watts ou

P, = R,I? = (2)32 = 18 watts. Do mesmo modo Py =V.I = 54 watts e
P,=V. -1 = 63 watts.

1.2 Uma corrente /; divide-se entre dois ramos* paralelos de resisténcias R, e R,,

respectivamente, como mostra a Fig. 1-9. Deduzir as expressoes das corrent
/; e I,, nos ramos paralelos.

*  N. R. Os conceitos de “ramos” e “nés’ ” de um circuito s4o apresentados & pégina 160, onde o

autor faz um pequeno estudo da topologia de um circuito especifico.

13

donde, i

Trés res:
uma exp

Suponh:
respecti
a corren

ie) = i

Duas foni
a Fig. 1-1
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R

R, 1
% o » |Ip Semelhantemente, L =|5—5
1+ By

donde, I, = [R R, + R,

1.3  Trés resistores Ry, A, e R, estdo em paralelo, como indica a Fig. 1-10. Deduzir
uma expresséo para a resisténcia equivalente R, da estrutura.

i, R
=W
) = 6 volts. Da -
123 2 B
S— == 5
: 18 watts ou i
"= 54 watts e i R
=W
éncias R, e R,, l u(®) I
s das correntes
Figura 1-10

Suponhamos uma tensdo v(¢) entre A e B e chamemos de 1,(®), i,(8) e ig(®),
respectivamente, as correntes em R, R, e R,. Acorrente em R , deverd ser
a corrente total i(t). Entéo: v(t) = R, i,(t) = R, i,(t) = Rgi,(t) =R, i ft)

. . . . ® ¢ ¢ £

i) = i) + i@ + i) ouUR—e :i’lg—l)Jr %;)“L%;
ir_1 1.1

R T R,"R

Re Rl 2 3

Para o caso particular de dois bragos em paralelo:

R.R
E1—=Ri+RiouRe:7Rli{‘
e 1 9 1+ Ay

1.4 Duas fontes de tens&o constante V, e Vzatuam no mesmo circuito, como mostra
’ a Fig. 1-11. Qual a poténcia entregue por cada uma?

agina 160, onde o
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@ v

Figura 1-11

A soma das elevagbes de potencial é igual 4 soma das quedas ao longo de
um circuito fechado; entéo:

20-50=1(1) + I(2), I = —10 amp
Poténcia entregue por V,=V,I=20(-10) =-200 W.
Poténcia entregue por Vg =Vyl =50 (10) = 500 W.

1.5* No circuito da Fig. 1-12(a) a tens3o é Y1) = 150 sen wt. Achar a corrente i (1), a
poténcia instantanea p(t) e a poténcia média P. '

it) = I%v(t) = 1?5598811 ot = 6 senwt A

-p(@) = v(¥) i(t) = (150 sen wt) (6 sen wt) = 900 sen? ot W

_1f 2 _ 900 ("1
= '[0 900 sen” ot d(wt) = - '[0 ) (1 — cos 2w¢) d(wt)

U
=@ a)t—lsen20)t = 450 W
2n 2 b

i

v(t) G) t 25Q §

Figura 1-12(a)

*  N. R. Neste problema o autor introduz o parimetro ® (freqiiéncia angular), o qual é definido

como o = 2xf e cuja unidade no SI é o rad/s (radiano por segundo).

1.6

A corre
represei
produto
Observe
negativ:
a nocéo
fornece

A funcac
Supondo
v(iheda;

Como v(
maximo

Desde qu
valor mé¢
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A corrente i(f) estd relacionada com a tensdo v(t) pela constante R. A
representacéo grifica da poténcia instantinea poderia ser obtida pelo
produto, ponto a ponto, das curvas de v e i, como mostra a Fig. 1-12(b).
Observe-se que em um mesmo instante, v e i sdo ambas positivas ou
negativas; o produto, portanto, serd sempre positivo, 0 que concorda com
a nocdo estabelecida de que, ao circular corrente em um resistor, a fonte
fornece energia elétrica.

150 °

0 T 21:./

das ao longo de

-150 +

acorrente i (#), a

(oot)

1n z 3n 2x .
2 2

Figura 1-12(b)
1.6 A fungdo corrente mostrada na Fig. 1-13 é uma onda quadrada periodica.
Supondo-a circulando num resistor puro de 10 ohms, tracar as curvas da tenséo

v(1) e da poténcia p(1).

Como v(¥) = R i(t), a tensdo varia diretamente com a corrente. O valor
maximo é Ri_ = 5(10) = 50 volts.

Desde que p = v i, a poténcia assinalada é um produto ponto por ponto. O
valor maximo év_ i =50(5) =250 watts.

r), o qual é definido
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1.7

=)
o~

1 2 8 4 5 6X 10° sec

50—|
0 t

250——| I—
¢
O 6 X

1 2 3 4 5 10° sec

Figura 1-13

A funcao corrente representada na Fig. 1-14 é uma onda dente-de-serra que
circula em um resistor puro de 5 ohms. Achar v{1), p(f) e a poténcia média P.

Como v(t) = Ri(t), v, =Ri__ =(5)10)=50V

10
2 x 1073

Entdo: v =Ri=25x10%, p =vi =125 x 10%2,

Quando 0<£<2x103s, i = t =5 x 103

1

x 1073
P=——— _[Z 125 x 1062 dt = 167TW
2 x 103 Y

138

No circt
amperes
tensdes
média ¢
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i
10
[
L - 2 4 6 X 10%
50
0 ] t
2 4 6 X 10°s
D
500
0 4
2 4 6 X 10%s
Figura 1-14

1.8 No circuito da Fig. 1-15 a corrente no resistor de 5 ohms é i(f) = 6 sen ot
ampéres. (a) Determinar a corfente nos resistores de 15 e de 10 ohms e as
tens6es entre ae be entre be ¢. (b) Calcular a tensdo instantanea e a poténcia
média consumida em cada resistor.

te-de-serra que a
1cia média P.
10Q
b
i
5Q 15Q

\

14

Figura 1-15
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1.9

(a) A mesma tenséo v, existe entre os terminais dos resistores de 5 ohms e
15 ohms; entdo: Uy, = Ryi. = (6)6 sen wt) = 30 sen wt e i, =v, /R, . =2sen ot

Entdo: i,, = i,5+i5=8sen o,

e Uyp = Rypiqo =80 sen ot

(b) A poténcia instantdnea p = vi. Portanto:
p5 = (30 sen o¢) (6 sen wt) = 180 sen 2 wt.
Da mesma maneira:

P15 =60sen® wt e p,, =640 sen ? wt.

A poténcia média no resistor de 5 ohms é
_1f" 2 _1f 1 _
ps = jo 180 sen” wt d(wt) = 1: jo 180 {2 (1 — cos 2u)t)] d(wt) = 90W

Semelhantemente: p,. =30 W e p,, =320 W.

Um resistor puro de 2 ohms tem uma tens&o aplicada v(f) dada por:

(@t? (@t (ot

v®) = 50[1 o 4! 6!

+ .. ] volts

Determinar a corrente e a poténcia nesse resistor.

O desenvolvimento de cos x em série é:
L2 s

R TR TR T

Conseqiientemente: v(#) = 50 cos o, i(t) = 25 cos at, p(t) = 1250 cos? wt

e P = 625 watts.

Uma indutancia para L = 0,02 henry tem uma tenséo aplicada v(f) = 150 sen
1000t. Determinar a corrente {(f), a poténcia instantanea p(f) e a poténcia média P.

. 1 1 .
it)= Zjv(t)dt = m

150 (_ cos 1000;:) = 7,5 cos 1000t A

150 sen 1000t dt

~ 0,02 1000

1.1

A potér

150

-150

A correr
cia pur
instanta

A corre

Moc<
(2) 2 <
3)4<
(4) 6 <
(5)8<



res de 5 ohms e
»/ B =2 sen ax

d(ot) = 90W

por:

= 1250 cos? ot

a v(t) = 150 sen
oténcia média P.
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1.1

P = vi = -150(7,5) (; sen ZOOOt] =

= —562,5 sen 2000 ¢ watts [senx cosx = % sen 2x}

Figura 1-16(a)

A poténcia média P é obviamente nula, como se verifica pela Fig. 1-16(b).

Figura 1-16(b)

A corrente cuja forma de onda € mostrada na Fig. 1-17 circula em uma indutan-
cia pura de 3 milihenrys. Determinar e discutir a tensdo V(i) e a poténcia
instantanea p(f). Qual a poténcia média P?

A corrente instanténea i(¢) é dada por (ver a Fig. 1-17):

1) 0<t<2ms i = 5x10%

(2)2<t<4ms i =10

3)4<t<6ms i =10-10%x10% (¢ -4 x 1073) = 50 — 10 x 10%¢
(4) 6 <t<8ms i =-10

(5) 8 <t <10 ms i =-10+5x10% (¢t -8x103) =-50+5x 10%
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As tensbes correspondentes sdo:

_ g di_ 3 d 3.y _
(l)UL—Ldt—SXIO g 8 x10%) = 15V
_rd_ 3 d -
(2)vL—Ldt—3x10 ;10 =0
3 v =L@=3x1041(50—10x103t)=-30Vetc
L dt dt )

Os correspondentes valores da poténcia instantanea sio:

Mp =vi = 156x10%)=75x10% W
2p =vi = 010)=0W
(B)p = vi = -30(50 - 10 x 103¢) = 1500 + 300 x 103 W ete.

E, evidentemente, nula a poténcia média P.

1]

800 J---nomoein
150 - /
0 t
2 4 6 8 10 X 10%
150} l// ........... l/

B 111 .

Figura 1-17

112 Uma tensdo v(f) é aplicada a duas indutancias em série, L, e L,. Determinar a
indutancia equivalente L, que pode substitui-las mantendo a mesma corrente.

Tensio :

donde

1.13 Obter a i
como mo

Suponh:
paralelo
vamente

lT=ll+

Entao,

O invers
ligados e
paralelo.



7 ete.

W ete.

L,. Determinar a
esma corrente.
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Tenséo aplicada = queda em L, + queda em L,

di di di
u(t) = Lea = le—t + Lza
donde L,=L,+L,.
-~ a

t( > v(t)

Figura 1-18

1.13  Obter a indutancia equivalente, L,, de duas indutancias L, e L, em paralelo,

como mostra a Fig. 1-19.

Suponhamos que existe uma tenséo v(¢) nos terminais da combinacéo em
paralelo e admitamos que i, e i, sejam as correntes em L, e L,, respecti-
vamente. Como a corrente total i, é a soma das correntes nos ramos,

. . . 1 1 j 1 J‘
lp=1, +i,0u — lvdt =5 Jvdt + +— Jvdt
T=htly L, J- L i
i 11 1 L,L,
Entéo, =3 +37 ou L =_—-—"—
L, L, L, L, + L,
O inverso da indutdncia equivalente de qualquer nimero de indutores
ligados em paralelo é a soma dos inversos das induténcias individuais em
paralelo.

—000™
A L,

ir

i, L,
| 000 |
: o(®)

Figura 1-19
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1.14  Trés indutancias puras estdo ligadas, como mostra a Fig. 1-20. Qual a indutancia
equivalente ao conjunto?

Induténcia equivalente & combinacéo em paralelo:

bl 0306 o,
p L1+L2 0,3 + 0,6

Indutancia equivalente total pedida: L, = 0,2 + Lp =0,4H.

W W, Tw
03 H
02 H
~—— 000 —— -
0,6 H
L 00—
of—
Figura 1-20

1.15 Em um indutor puro a corrente & it = I,, sen (f). Deduzir e discutir a fungao

energia a(f), supondo que a energia armazenada no campo magnético seja zero
no instante t = 0.

Quando ;
d energia a
v@) = L - (I, senot) = oLl cos wt e g
tor puro :
p@E) = v = mLI?n sen of cos of = % u)LI,zn sen 20 uma ener
1.16 Considerel
1 1 1 Obter a col
w(t) = _[0 5 OLI sen 20t dt = 2 LI [-cos 20t + 1] = o LIZ sen® ot campo eléf
it =
Em of = w2, 3n/2, 51/2 ete., a energia armazenada é maxima e igual a
_ —LI2 Em ot = 0, i, 2, 3r etc., a energia armazenada é nula. Ver Fig. 1-21. p@) =
q®) =
(i)(t) =




Qual a indutancia

discutir a fungao
agnético seja zero

: %Llfn sen? wt

Axima e igual a
la. Ver Fig. 1-21.
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l‘n R 3x 2n
2 2
Figura 1-21

Quando p(¢) é positiva, o fluxo de energia é dirigido para a carga e a
energia armazenada para a fonte aumenta. Quando p(f) é negativa, a
energia retorna do campo magnético do indutor para a fonte. Num indu-
tor puro nfo ha consumo de energia. A poténcia média é zero e nido ha
uma energia transferida resultante.

Consideremos um capacitor puro ao qual é aplicada uma tenséo v(f) = V,, sen ot
Obter a corrente i(f), a poténcia p(f), a carga q(f) e a energia o(f), armazenada no
campo elétrico, admitindo w(t) = 0, quando t= 0.

it) = Cdv/dt = oCV,, cos wt ampeéres

pit) = vi= % oCV2 sen 20t watts

qt) = Cv = CV,_ sen ot coulombs
‘ 1 1

oft) = _[ pdt = =CV2(1 — cos2wt) = = CV2 sen? at
0 4" m 2 “Vm
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117

Quando ot = 7/2, 31/2, 51/2 etc., a energia armazenada é mdxima e igual

1
2
Fig. 1-22.

a

Quando p(t) é positiva, o fluxo de energia se dirige da fonte para o campo
elétrico do capacitor e a energia armazenada o(¢) cresce. Quando p(t) é
negativa, a energia armazenada estd retornando a fonte. A poténcia

CV?n. Quando ot = 0, &, 2%, 3n etc., a energia armazenada é nula. Ver

média P é nula e nfio h4 energia resultante transferida.

Determinar a capacitancia equivalente, C,, da combinagao em paralelo dos dois

ot

|

3
| o

a

2r

Figura 1-22

capacitores C, e C,, como mostra a Fig. 1-23.

Admitimos a tens&o v(¢) aplicada & combinacio em paralelo e que i,ei,y
sejam, respectivamente, as correntes em C, e C,. Supondo iy a corrente

total, temos:
. . . d
ip=1i +1, ou C, ar

d d
= Clzﬁv(t) + 028211(0

v(®) =

1.18

ou C

A capac
em pars

Determir
capacitoi

Supond:

Tensao :
1 O

Ue j it

Entao:

O invers
associad
viduais.




. maxima e igual

nada é nula. Ver

ite para o campo
e. Quando p(¢) é
mte. A poténcia

2n

\/ o

2%

m paralelo dos dois

ralelo~e que i, el,
ndo i, a corrente
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ou Ce=CI+C2

A capacitancia equivalente & de qualquer niimero de capacitores ligados
em paralelo é a soma de suas capacitdncias individuais.

G

14
— N\

L

ir

i
— |/ C,

I\

v(t)

Figura 1-23

1.18 Determinar a capacitincia C, equivalente & combinagdo em série dos dois

capacitores C, e C,, mostrados na Fig. 1-24.
Supondo uma tenséo aplicada ao circuito em série, vem:

Tenséo aplicada = queda em C, + queda C,
1 . 1 . 1 .
C. j (tdt = c, J. t)yde + c, J. i(t) dt

= 1 1 1 C,Cy
Entéo: ==+ ou C = —"—
c, C, ¢ C; +C,

O inverso da capacitancia equivalente de qualquer niimero de capacitores
associados em série é igual & soma dos inversos das capacitincias indi-
viduais.

v(t)

Figura 1-24
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1.19

1.20

Calcular a capacitancia equivalente da combinagao de capacitores mostrada na
Fig. 1-25. @)1<t-

—— 8wF &F |—
K

Figura 1-25

Capacitancia equivalente do ramo em série:

c - 9% _ 36 _
s C+Cy 3+6

2uF

A capacitancia equivalente total é:
C,=4+C, =6yuF =6x 107 farads

No circuito em série da Fig. 1-26 circula a corrente i(f) ali mostrada. Calcular a
tensao nos terminais de cada elemento e discutir cada uma, referindo-a a
mesma escala de tempo. Discutir também a carga g(f) no capacitor.

No resistor: v r = Ri. Aforma de onda de vp é idéntica a da corrente i com
o valor de pico de 2 x 10 = 20 volts.

No indutor: v, =L di/dt

(1)0<t<lms i=10x10%
v, =(2x1073)(10 x 10%) = 20

2)1<t<2ms i=10

v, =(2x1073)(0) = 0 A curva
. 1 (. Observe

No capacitor: v, = Il J. i dt a carga:
ambas d

1

(1)0<t<1ms UC:W

z
j (10 x 10%%)dt = 10 x 1052
0




ores mostrada na

strada. Calcular a
na, referindo-a a
wcitor.

a corrente ¢ com

= 10 x 1052
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@2)1<t<2ms Uo=10 +

1 J‘
500 x 1078 1073

(10) dt =10 + 20 x 103 (£ — 1073)

500uF

10f
0 r $ I i I ¢

1 2 3\4 5 /46 x10°
-10f

Ug
20T""
oft——It+—t+——p—

1 2 3Wx1o“
_Q0f -

vL

T 4% éx10
o 2]
Ue
40f----mmmn s
20}
_____ t
0 } t f I t ! 3
g1 2 3 4 5 6x%X10
20 X 10°%}--eeee-cmeess
10 X 10°t
0 | — | 1 !
1 2 3 4 5 6x10°
Figura 1-26

A curva de g é obtida facilmente com o auxilio da relagio ¢ = C Ue
Observe-se que, quando i é positiva, g e U, aumentam, isto é, aumentam
a carga no capacitor e a tensdo nos seus terminais. Quando i é negativa,

ambas diminuem.
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Problemas Propostos

1.21  Trés resistores R;, A, e R; estdo em série com uma tensdo constante V. A
tensdo em R, é 20 volts, a poténcia em R, é 25 watts e R; é de 2 ohms.
Calcular a tensdo V, sendo a corrente 5 ampeéres.

Resp.: 35 volts.

1.22 Aresisténcia equivalente de dois resistores R; e R, em paralelo é 10/3 ohms. A
corrente que penetra no circuito paralelo divide-se entre os dois na proporgao de
2 para 1. Determinar R, e R,.
Resp.: R, = 5 ohms, R, = 10 ohms.

1.23 (a) Determinar R, para os quatro resistores do circuito mostrado na Fig. 1-27. (b)

Se for aplicada uma tensao V = 100 volts, que resistor consome maior poténcia? el

da Fig. 1-
Resp.: (a) R, = 5,42 ohms; (b) O resistor de 5 ohms, sendo P = 957 watts. GG )
10Q 5Q
Figura 1-27

1.24 Duas fontes de tensdo constante atuam no circuito representado na Fig. 1-28.
Determinar a poténcia P que cada fonte fornece ao circuito.
Resp.: P, = 75 watts, Py = 15 watts.

1.27 Determin:
queda de
Resp.: 4,

Figura 1-28

1.25 Sendo de 14 ampéres a corrente no resistor de 5 ohms da Fig. 1-29, determinar
a tensao constante V.
Resp.: 126 volts.




o constante V. A
R; é de 2 ohms.

lo é 10/3 ohms. A
3 na propor¢ao de

o na Fig. 1-27. (b)
e maior poténcia?

= 957 watts.

tado na Fig. 1-28.

). 1-29, determinar
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2Q

t()v 10Q 5Q

10Q

AW~

Figura 1-29

1.26 Qual o valor da corrente fornecida pela fonte de 50 volts ao circuito de resistores
da Fig. 1-3?
Resp.: 13,7 amperes.

5Q
2Q
§ 12Q § 8Q § 6Q § 3Q
50 V 1
Figura 1-30

1.27 Determinar o valor da resisténcia R da Fig. 1-31, admitindo-se de 25 volts a
queda de potencial na mesma.
Resp.: 4,76 ohms.

thO V50Q R

Figura 1-31
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1.28 Para que valor em ohms deve estar ajustado o resistor variavel mostrado na Fig.
1-32 para que a poténcia no resistor de 5 ohms seja de 20 watts?
Resp.: 16 ohms.

t 20Q

50 V R
132 Qualo\
da Fig. -
Resp.: C
Figura 1-32
1.29 Um resistor de 10 ohms est4 em série com uma associagéo paralela de dois
resistores de 15 e 5 ohms. Sendo 6 ampéres a corrente constante no resistor de
5 ohms, qual a poténcia total nos trés resistores?
Resp.: 880 watts.
1.30 As indutancias L, e L, da Fig. 1-33 estdo na relagéo de 2 para 1. Sendo 0,7 H o
valor da indutancia equivalente ao conjunto das trés, quais os valores de Liel,?
Resp.: L, =0,6 H; L,=0,3H. 1.33 Umaten
tores mo
Resp.: q
1.31 As trés indutincias em paralelo na Fig. 1-34 tém uma indutancia equivalente [,
de 0,0755 H. ) _ 1.34 Os dois -
(@) Qual o valor de L? (b) Havera um valor para L que faga L, igual a 0,5 dos dois
H? (c) Qual é o méximo valor de L, na hipétese de que a indutancia L seja terminais
ajustavel sem limite? final em .
Resp.: (a) L = 0,1 H; (b) nao; (¢) 0,308 H.
Resp.: g,




mostrado na Fig.
ts?

) paralela de dois
inte no resistor de

t1.Sendo0,7Ho
raloresde L, e L,?

icia equivalente L,

wca L igual a 0,5
indutancia L seja

Definicées e parametros de circuitos 29

0,5 H
000
000

Figura 1-34

1.32 Qual o valor de C que torna a capacitancia equivalente dos quatro capacitores
da Fig. 1-35igual a 0,5 uF?

Resp.: 0,4uF.

0,8 pF 0,6 uF
i
N 5

0,2 uF C
14 I
I\ N
Figura 1-35

1.33 Uma tenséo de 100 volts, constante, é aplicada a combinagdo de quatro capaci-
tores mostrada na Fig. 1-36. Determinar a carga q coulombs em cada capacitor.
Resp.: gy 4 40 pC; gy, =10 uC; qy3 = 15 uGC; gy ;, = 35 uC.

|/ I/
N |
0,8 uF 0,3 pF
I/ 74
I\ N
0,2 uF 0,7 pF
Figura 1-36

1.34 Os dois capacitores da Fig. 1-37 sdo carregados por uma ligagao momentanea
dos dois terminais A e B a uma fonte de tensdo constante de 50 volts. Os
terminais A e B séo, entdo, conectados, depois de retirada a fonte. Qual a carga
final em cada capacitor?

Resp.: gy = 444 2C, gy = 888 51C.
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1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

o | s

20 uF 40 pF
Figura 1-37

Mostrar que, quando se aplica a uma resisténcia para R uma tensdo v= V,, sen wt,
a energia é dada por

Va (t — sen 2mt]

m=ﬁ 2m

R . -
A corrente numa indutancia L é i= 1/ [1 - €L ‘]. Mostrar que a energia maxima

armazenada no campo magnético, W, é dada por W, =% L/2 (i=0parat< 0.)

Vv t
Se a corrente em um capagcitor é j = W’" € Rc, mostrar que a energia maxima

armazenada no campo elétrico é W, = 15 CV2 (i=0parat< 0.)

Ao ser fechado o interruptor do circuito RC da Fig. 1-38, uma energia total de
3,6 x 1073 joules ¢ dissipada no resistor de 10 ohms. Qual a carga q inicial
existente no capacitor?

Resp.: q, = 120 uC.

+ ]qo
/[\2 uF 10Q

Figura 1-38

Mostrar que —12—CV2 e %LI2 possuem as mesmas unidades que a energia .

A forma de onda de tens&o mostrada na Fig. 1-39 é aplicada a um capacitor puro
de 60 uF. Discutir {t), p(f) e determinar I ,e P,
Resp.:l,=15A; P,,=75W.

2 4 6 8 X 10%sec

Figura 1-39

15 a

141

1.42

143

1.44

Se aten

v=V,
Resp.: i

Uma coi
capacita
e Q,.

A equag
Determi
Resp.: v

A forma
1-41. Se
maximo
Resp.: 1
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1,5 a

@0 v=V, sen ot,

1.41
1 energia maxima
.(i=0parat< 0.)
1.42
1 energia maxima
0.)
3 energia total de
a carga q inicial
. 143
2 a energia ®.
um capacitor puro
1.44

Se a tensdo nos terminais de um capacitor puro é dada por

(@)  (0d® (of
v:Vm[mt— 31 + 5 " 71 + ...

2 4 6
Resp.: i= oCV, [1 = ((;? + ((2? = (“é? + .. ] no i= wCV,, cos wt
Uma corrente com a forma de onda, mostrada na Fig. 1-40, existe em uma

capacitancia pura C = 25 pF. Discutir a forma de onda da tenséo e determinar V,,
e Q.

i

1

0 =
L 1| 2 Mx 10%sec

U

. M
Resp..'o , ) ¢

l

1 2 3 4 X 10°sec
V, =0,1volt, Q.=2,5uC
Figura 1-40

A equagdo da carga em um capacitor de 2 uF é g = 100[1 + & x 10*q] uC.
Determinar as expressdes da tensao e a corrente.
Resp.: v=50[1 + €7® x 10*f volts, i = -56™° x 10*t amp.

A forma de onda da corrente em uma indutancia pura L é a mostrada na Fig.
1-41. Se a forma de onda da tensao correspondente tem 100 volts para valor
maximo, qual o valor de L? Discutir a forma de onda da tensao.

Resp.: L=05H.
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i

"1 A,

| 1 2 3 4 X 107sec
1
100 r—
0 t 4
1 2 3 4 X 10%sec
Figura 1-41

Nota. Na realidade, a corrente numa indutancia ndo pode ser uma fungao
descontinua como indica a figura nos instantes t = 1 ms e t = 4 ms. Como a
tens&o ¢é igual a primeira derivada da fungdo corrente, multiplicada por L, e essa
derivada tem valor infinito negativo nos pontos de descontinuidade, haver4 picos
negativos infinitos, na forma de onda da tensio, nesses pontos.

1.45 A uma indutincia pura de 0,05 H foi aplicada uma tensdo da forma de onda
mostrada na Fig. 1-42. Discutir a forma de onda da corrente correspondente e
determinar a expressao de i no primeiro intervalo, isto &, 0 < t < 2 ms. 1.47  Aforma

henry é :
v
1001»/]
0 | / 3
2 4 6 _~8 X 10%
ook L L
i
2
oi/\/\ ¢
! 2 4 6 8 X 10%sec
Figura 1-42
1.46 AFig. 1-43 mostra a corrente num circuito série de R = 20 ohms e L = 0,1 henry.
Discutir vy, v; e sua soma.
Resp.: Quando 0 < t< 0,1s:  vg=20062Y v, =-20062°, v, = 0.
148 Emumc
senoidal.
Determir



t
I 4 X 10°sec

-00

ser uma fungao
‘=4 ms. Como a
sada por L, e essa
lade, havera picos
s.

ia forma de onda
correspondente e
<2 ms.

8 X 10%sec

1se L=0,1henry.

ve=0.
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|
e

"Ne N Ne e

3
3

200 — —
+] oo +] oo
| .
v, + U,
Figura 1-43

1.47 Aforma de onda da corrente em um circuito série RL com R =5 ohms e L = 0,004
henry é a da Fig. 1-44. Representar vge v,.

T

t

0 2 4 6 8 X 10%ec
-5
1)
251"
Resp.: | . v ¢
2 4N\ 6 I 8 X 10°%sec
_25 -

v, + o0
o — .
_10F 2 4'——16 8 X 10%ec

—~' oo

Figura 1-44

1.48 Em um circuito série RL com R = 10 ochms e L = 0,5 henry aplica-se uma tensao
senoidal. A corrente resultante é i = 0,822 ¢2% 4+ 0,822 sen (377t — 86,96°).
Determinar as tensdes cotrespondentes vg, v, € vy .

NUCLED DF INFORN
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1.49

1.50

1.51

1.52

Resp.: vp = 8,22¢20 + 8,22sen (377t — 86,96);
v, = —8,22&20 + 155cos (377t — 86,96);
vy = 155sen 3771

A corrente em um circuito série RL com R = 100 ohms e L = 0,05 henry é a
fungao descrita a seguir. Determinar v e v, em cada intervalo.

(1) 0<t<10x103s, j=5[1 — 20001

(2) 10x 1073 < t, j= 5 g2000(t =10 x 107%)

Resp.: (1) vp =500 [1 — 20001, VL_§ 500 g2000t .
(2) Vg =500 g2000(t - 10x 107°) 'y — _5OQ g-2000( - 10 x 1079

A corrente em um circuito série AC é i = 10 €7%%. Nao tendo havido carga inicial
no capacitor, apds o regime transitério, a carga no capacitor € 0,02 coulombs.
Sendo V =100 volts a tensdo aplicada e v, = 100[1 — &%, calcular C e v
Resp.: C =200 pF; vy = 100 3%

A corrente em um circuito série LCcom L = 0,02He C=30uF éi=1,5cos
1000t. Determinar a tens&o total v,
Resp.: v, =200 sen 1000 ¢

A Fig. 1-45 mostra a onda quadrada de tensdo que esta aplicada ao circuito
paralelo AL ali apresentado. Determinar a corrente total.

14

20
0 t ir
5 10 |15 20X 10°sec v ‘ 4Q 10 mH

20}

Resp.:

ir
15
10

4O N
_5t 5 N0 15 20 X 10°sec

Figura 1-45

1.53 A Fig. 1-46 apresenta a forma de onda de tensdo que esta aplicada ao circuito

paralelo mostrado ali. Determinar a corrente total /.




= 0,05 henry é a

t— 10 x 1079

avido carga inicial
€ 0,02 coulombs.
salcular Ce vp

OuF éi=1,5cos

plicada ao circuito

10 mH

aplicada ao circuito
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t _i”m 400 pF:L‘\
A
Wl \l \ 8 X 10

Resp.:

ir + oo +
20f |
o] ]
0 14
-10} K{ ‘ K 8 X 10%
b | i

— oo — oo

Figura 1-46
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Boks  VALORES MEDIO E EFICAZ

Formas de Ondas

As representacbes gréficas de v(t), i(2), p(t) etc. sdo, respectivamente, as
formas de ondas da tenséo, da corrente e da poténcia. A introdugéo & andlise dos
circuitos encara, apenas, as funcées periédicas, isto é, aquelas para as quais
J@) = f(¢t + nT), onde n é um inteiro e T é o periodo, como mostra a Fig. 2-1* Se
a funcéo for periédica, necessdrio se torna, pelo menos, a representacéo de um
periodo para que se possa falar em forma de onda.

As fungdes tensido e corrente, v(¢) e i(t), sio expressdes matematicas
que podem apresentar-se sob diversos aspectos. Por exemplo, as funcées seno e
co-seno podem ser expressas por séries infinitas de poténcias. Deve-se ressaltar
que as equagdes bdsicas que relacionam tens#o e corrente, para os trés ele-
mentos de circuito, aplicam-se independentemente da forma matemadtica.

* N.R. O periodo T é definido como T = lf e sua unidade é o s (segundo).

36

Valor Mé(

Afun

Valor Mé

Da c«
valor médio
corrente cons
eficaz I, (tar
equivalente a
cujo valor efic
dado por

O val



Capitulo 2

)
-

pectivamente, as
€40 a anilise dos
as para as quais
ra a Fig. 2-1*. Se
esentacdo de um

jes matematicas
as funcdes seno e
Jeve-se ressaltar
para os trés ele-
natematica.
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T
/\ T
T
Figura 2-1 Formas de ondas periddicas.
Valor Médio

A funcéo periddica geral y(¢), de periodo T, tem para valor médio

T
1
Ymed =T j() y(@) dt

Valor Médio Quadrdtico Eficaz ou Efetivo

Da corrente i(¢) em um resistor puro R resulta uma poténcia p(t) de
valor médio P. Esta mesma poténcia P poderia ser produzida em R por uma
corrente constante I. Diz-se, entfo, que a corrente i(¢) tem um valor efetivo ou
eficaz I ; (também se usa rms, abrev. de root mean square, em vez de ef),
equivalente a essa corrente constante I. O mesmo se aplica a fungées tensso,
cujo valor eficaz é V. A funcdo geral y(¢), de periodo T, tem um valor eficaz Y,

dado por
T
_ V1 2
= T IO y(t)* dt

O valor eficaz das funcbes a sen wt é /2. Ver Probl. 2.2.

Yef
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Valor Eficaz ou Efetivo de Virios Termos Senoidais e
Co-Senoidais

Afungdo y(t) =a, + (a; cos wt +a,cos 20t +...) + (b, sen ot + b, sen 2wt + . . .)
tem valor eficaz dado por

= 2
Yrms_\/ag+(A§+Ag+---)+(Bl+Bg+...)

- N

(11 a

Se for o valor eficaz de a, cos ¢, entéo A = oL A? = 50

Yrms=\/a§+%(a%+a§+ ...)+%(b§+b§+...)

Fator de Forma

A relagéio entre o valor eficaz e o valor médio é o fator de forma F da
onda. Ele é util na geragfio de tensdio e nos fatores de corregio dos instru-

mentos.
,1 T
Fator de Forma= —- -~ "0
Y
med

T
1
T J'o ¥(t) dt

As ondas com simetria de meia onda, isto é, f (£) =— f(z + %T ), tém um

valor médio nulo, como mostra a Fig. 2-2. Para esses tipos de formas de ondas,
das quais a senoidal é um exemplo, o valor médio Y oq € calculado sobre a

metade positiva do periodo, razio porque, algumas vezes, é chamado de valor
médio de meio ciclo.

Outras
nulo, sem pos:
determinacio ¢
Ihanca do que ¢

-




‘noidais e

by sen 2wt +. . .)

ir de forma F da
ecdo dos instru-

t+ %T ), tém um

formas de ondas,
alculado sobre a
hamado de valor
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Figura 2-2 Simetria de meia onda.

Outras formas de ondas, como mostra a Fig. 2-3, podem ter valor médio
nulo, sem possuirem simetria de meia onda. Nos calculos de Y .4 Para a
determinacéo do fator de forma dessas ondas, toma-se meio periodo, & seme-

lhanca do que é feito com as ondas de simetria de meia onda.

i S N N
TN N
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Problemas Resolvidos
2.1 Emum resistor circulam (a) uma corrente constante / e {b) uma corrente periodi-
ca i(f) de periodo T. Ver Fig. 2-4. Mostrar que a poténcia média P é a mesma, em
cada caso, se /= /.

Para a corrente constante I: P = VI = RJ2

T
Para a corrente periédica i(2): p=vi=Ri’eP = [% f i2 dt] R = ngf
0

i)

[%a<%§

u(t)

Figura 2-4
2.2 Determinar os valores médio e eficaz da fungéo y(f) = Y, sen ot

O periodo é 2. A representacio grafica é obtida com wt como varidvel
independente, conforme mostra a Fig. 2-5.

2n \

Figura 2-5

T 21
1 1 1 2n
Y u= T jo y@)dt = o Io Y, sen wt d(wt) = o Y, [-cos wt] =0

\/

O valor e
vezes o v

Y

ef =

23 Qualapo
corrente Ji

Como p =

P:%f

Segundo
um resist

P = R

=(14,14A1

2.4 Calcular o
da na Fig.

Pelo exan
entio:

1
YZfz?.

2.5 Determinar
cujo primei
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a corrente periédi-
.Péamesma, em

23
2 dt) R = RI%
ol.
2.4
of como variavel
2r
, [-cos o] =0 25

T 27
1 1 Y,
Y, = \/-1—, fo y2dt = \/% _‘-0 (Y, sen ot)? d(ot) = o = 0,707Y

O valor eficaz de uma fungéo senoidal ou co-senoidal pura é 1N2 ou 0,707
vezes o valor maximo.

Qual a poténcia média P em uma resisténcia pura de 10 ohms, onde circula uma
corrente i(f) = 14,14 cos ot amperes?

Como p = vi = Ri® = 2000 cos? ot e o periodo de p é 7, a poténcia média é
1 T
P = - J 2000 cos? ot d(ot) = 1000 watts
0

Segundo Método. A poténcia média, para uma corrente periédica i(¢), em
um resistor puro R, é

1 21
— = J= 2
P=IER = {2n IO (14.14 cos wt)? d(wt) } 10

= (14,14/N2)2 (10) = 1000 watts

Calcular os valores médio e eficaz da forma de onda em dente-de-serra mostra-
da na Fig. 2-6.

Pelo exame verifica-se que Y, = 25. No intervalo 0 < ¢ < 2, y = 25¢,
entdo:

€

1 (7 1 %
2 - = 2 1 9 _ _
£ _[0 yedt = 2 J‘O 625¢“dt = 834, donde Y, = 28,9

50

Figura 2-6

Determinar os valores médio e eficaz da forma de onda mostrada na Fig. 2-7, em
cujo primeiro intervalo y = 10 72001,

iy

L OGICA
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T 05
_ 1 _ 1 ’ 20067 — 10 000005
Y a = T JO ydt = 0,05 J, 10 e20%qt = 0,05(_200) [e ]0

=-1[e 19— % = 1,00

e

1 T 1 0,05
Y% =7 _[0 yidt = —— jo 100 e~ 4% gz = 5,00, donde Y, = 2,24

0,05

2.7
0005 0,0 0,15 sec
Figura 2-7
26 Determinar o fator de forma da onda triangular da Fig. 2-8.
y
._T__.|
5
0,01 / \ 0,01 /0,02 t
H ] T T
/ 5l \/
Figura 2-8
—0,01 < ¢ < 0: y(¢) = 1000¢ + 5; y@?2 = 1052 + 10% + 25 2.8

0 <t <-0,01: y@& = -1000t + 5; y@)? = 10%2 — 10% + 25
1
|

Yef = 2,89

0 01
_[ (1052 + 104 + 25) dt +
-001 0

>

(1082 — 104 + 25) dt} =833

Como a
tomado s

Ymed = E

Fator de

Determine
mostrada

Para 0 <

Calcular o
Gao de onc
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0,05
_ [3—20(»]

N

2, =224

+ 25
t + 25

+25)dt}=8,33

2.7

2.8

Como a forma de onda tem simetria de maior onda, o valor médio é
tomado sobre o meio ciclo positivo:

1
Ymed = 0,01 {JO

,005
(1000t + 5)ds + _[0 (-1000¢ + 5) dt} =25
0

-0,005
Y
Fator de forma = ?Lf = % = 1,16
med ’5

Determinar os valores médio e eficaz da forma de onda senoidal retificada
mostrada na Fig. 2-9.

ParaO0< ot< mn, y =Y, sen wt;paran < ot < 2x,y = 0. O periodo é 2n.

1 T 21
med = G j() Y, sen wt d(wt) + Jn 0d(wt) 1 = 0,318 Y,
1 1 1
Y2 = o J: (Y, sen wt)® d(ot) = ZYan’ A= EYm
y
Y. \
[ o
0 n on an
T
Figura 2-9

Calcular os valores médio e eficaz da onda senoidal que passa por uma retifica-
¢ao de onda completa (Fig. 2-10). O periodo é m.

1 7T
Y = _[0 Y sen ot d(ot) = 0,637 Ym

m

1 n Y?
Ygf = JO (Y, sen ot)? d(ot) = é’z—, Y, =0707Y,
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¥
Yo oo,
wt
0 n on 3n
Figura 2-10
2.9  Calcular os valores médio e eficaz da onda quadrada mostrada na Fig. 2.11. 211 Determin
Para 0 <¢< 0,01,y = 10; para 0,01 < ¢ < 0,03, y = 0. O periodo é 0,03s. 1
. y2 = =
01 ef = 97
1 10(0,01)
Y = JO = ——1—== = 333
med = 903 J, 109 = 003 ’ L
= [2
1 ,01 2n
Y, = f 10%dt = 83,3 = 5,77
f ) >
e 0,03 Yy Outro m
y 2.12 Determin
10 Vef = V
N , ¢ 213 Uma onc
0,01 0,02 0,03 0,04 s (“clipada’
valores i
Figura 2-11
2.10 Calcular os valores médio e eficaz da fungio representada na Fig. 2-12 e
descrita como:
0<t<0,1 y=20(1-¢1%); 0,1<£t<02 y=20e30C-0D
1 0,1 2
Y == f 400(1 — 271000 4 72006 gy fO 400 7100¢-0.1) gy
02 |9 0,1
0,1 0,2 ~
= 2000 {[t + 0,02¢7100 _ 0,005 e-2°°t] + [—0,01 e-1°°<t—01>] } A fungic
0 0,1

190,e Y =13,78. (Os termos em e 0 e e 20 nzo tém significacgdo.)




la na Fig. 2.11.
ariodo é 0,03s.

fa na Fig. 2-12 e

50(¢ — 0,1)

e—lOO(t -0,1) dt}

0,2
e—100¢ - 01)]0 }
,1

significagdo.)

Valores médio e eficaz

21

212

213

45

y
10
0 /K / 4
0?1 0,2 0,3 0,4 8
Figura 2-12

Determinar o valor eficaz da fungdo y = 50 + 30 sen wt.

27

¥4 = o~ | (2500 + 3000 sen ot + 900 sen? w¥) d(wt)
2n 0

= o= [2500@m) + 0 + 900n] = 2950, Y, = 543

Outro método: ¥, = V(50)2 + 2(30%) = V2950 = 54,3

Determinar o valor eficaz da tensao v = 50 + 141,4 sen of + 35,5 sen 3of.

V= \/(50)2 + %(141,4)2 + %(35,5)2 = 114,6 volts

Uma onda senoidal que apresenta retificacdo de onda completa é cortada
(“clipada”) a 0,707 de seu valor méximo, como mostra a Fig. 2-13. Calcular os

valores médio e eficaz da fungio.

y
Y,
0,707Y,,

ot
0
1. %ﬂ n 2n 3n
Figura 2-13
A funcéo tem periodo © e é dada por 0 < ot < /4 y=Y, sen wt

/4 <ot <3n/4  y=0,707Y,

nd<ot< 7 y=Y, sen ot
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1 T4

4
med = E { J-: Ym senmtd((,)t) + ” 0,707 Ym d((ﬂt)

yin
+ j Y,, sen ot d(wt) } =054Y,
34

1 4 4
Y2f == {j (Y sen wt)? d(ot) + J.Z (0,707 Ym)2 d(wt)
G T 0 m L7

T
+ _fgm (¥, sen wt)? d(wt) } =0341Y2, Y, =0584Y,

2.14 Uma onda senoidal que apresenta retificagio de onda completa com um atraso
0 tem para valor médio a metade de seu valor maximo, como mostra a Fig. 2-14.
Achar o angulo 6.

_;f‘
Yed—n ersenmtd((ot)

m

= Tm (—cosT + cos 0)

Portanto, 0,5Y, = (Y, /m)X1 + cos 0), cos 6 = 0,57, 6 = 55,25,

y
Y. r-- (‘\ (\ (
o
0%

T (m+0) 2

Figura 2-14

2.15 Acorrente em um resistor de 2 chms tem a forma de onda dada no Probl. 2.14,
com o valor maximo de 5 ampéres. A poténcia média no resistor é 20 watts.
Determinar o angulo 9.

donde sen 20 -

2.16

217

2.18

2.19

220

2.21

2.22

2.23

Um resis
valor ma
Resp.: (a

Determin
+ 10 sen
Resp.: 1C

Qual a pc
H=2+:
Resp.: 27

Calcular -
Resp.: 57

Calcular *
Resp.: 15

O valor ef
a amplituc
Resp.: 35

Uma cert:
harmonicc
maximo d
eficaz da
Cos.

Resp.: 151

Seuma o
seu valor
Resp.: 12,



)

eta com um atraso
mostra a Fig. 2-14.

25°.

I&

ada no Probl. 2.14,
‘esistor é 20 watts.
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P = RIZ,20 = ()I%,2, I%, = 10. Portanto,

- _1rf 9 _ 25 [t sen2wt]
Ygf— 10 = n Ie(5senwt) d(wt) = . [2 = 7 L___

_ 25 (m sen21t_§+sen29
T n|l2 4 2 4

donde sen 26 = 20 - 10/25 6 = 60,5° (solucdo grafica).

2,16

217

2.18

2.19

2.20

2.21

222

223

Problemas Propostos

Um resistor de 25 ohms tem uma poténcia média de 400 watts. Determinar o
valor maximo da corrente, na hipétese de ela ser (a) senoidal, (b) triangular.
Resp.: (a) 5,66 ampéres; (b) 6,93 ampéres.

Determinar o valor eficaz V,; da fungéo tensdo dada por v(t) = 1000 + 25 sen 3wt
+ 10 sen 5 wt.
Resp.: 101,8 volts.

Qual a poténcia média em um resistor de 25 ohms no qual circula uma corrente
i) =2 + 3 sen ot + 2 sen 2wt + 1 sen 3wt ?
Resp.: 275 watts.

Calcular Y,; para y{f) = 50 + 40 sen ot.
Resp.: 57 4.

Calcular Y, para y(f) = 150 + 50 sen ot + 25 sen 2wt.
Resp.: 155,3.

O valor eficaz de y(f) = 100 + A sen ot é conhecido e igual a 103,1. Determinar
a amplitude A do termo senoidal.
Resp.: 35,5.

Uma certa funcao contém, em termo constante, um fundamental e em terceiro
harménico. O valor maximo do fundamental é 80% do termo constante e o valor
maximo do terceiro harmonico é 50% do termo constante. Sendo 180,3 o valor
eficaz da funcdo, determinar a amplitude do termo constante e os dois harmoni-
COS.

Resp.: 150, 120, 75.

Se uma onda senoidal retificada de meia onda tem para valor eficaz 20, qual é
seu valor médio?
Resp.: 12,7.
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224 Calceular Y, e Y,, para a forma de onda mostrada na Fig. 2-15.
Resp.: Y, .4 =140; Y, =721.

100 o4
0 |t
20 1 T L—dor
2
Figura 2-15
225 Caleular Y, e Y, para a forma de onda mostrada na Fig. 2-16. 2.28 Determin:
Resp.: Y04 =10; Y = 52,9. Probl. 2.2
y
100 -
1
el T FLT ¢
20 =
Figura 2-16

2-26 Determinar Y, para a forma de onda mostrada na Fig. 2-17.

Resp.: Y,; = 6,67. 2.29 Determina

com o Prol

10

3
001 0,02 003 004 0,05s

Figura 2-17

2.27 Determinar Y, para a forma de onda da Fig. 2-18.
Resp.: Y= Y, N3 =0,577Y,,.

2.30 Determinar
periodo T,
eficaz mais
Resp.: (a) (




15.

16.
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T 1 1 .
N Vi e

Figura 2-18
2.28 Determinar o valor eficaz da forma de onda da Fig. 2-19 e comparar com o
Probl. 2.27.
y
Y,
i ¢
0 T 2T
Figura 2-19

2.29 Determinar o valor eficaz da forma de onda triangular da Fig. 2-20 e comparar
com o Probl. 2.27.

1., T 2T
o7

Figura 2-20

2.30 Determinar k na forma de onda mosirada na Fig. 2-21, onde k é uma fragdo do
periodo T, de modo que o valor eficaz seja (a) 2, (b) 5. Variando k, qual é o valor
eficaz mais elevado possivel?

Resp.: (a) 0,12; (b) 0,75; 5,77 para k = 1.
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2.34 A forma ¢
menor ter
10 0<t<0(
0,01 <t<
Resp.: Y,
0 T (T + kT)
Figura 2-21
231 Determmar Vned € Vs Para a forma de onda da Fig. 2.22.
Resp.: V.4 =216, V= 24,75.
2.32 Se a fungéo do Probl. 2.31 for descrita, no primeiro intervalo, por (a) 506290 (b)
50&7%%, determinar V4 e V... 2.35 Determin:
Resp.: (a)Veq = 12, 25 V, = 17 ,67; represent
(b)Vipea = 5,0, V= 11,18. Resp.:V,,
0,04 s
Figura 2-22
236 Com rela
2.33 Determinar Y, ., e Y, para a forma de onda da Fig. 2-23. angulo de
0<t<0,025 y(t) = 400t R .
0,025 < t< 0,050  y(f) = 10g71000(t - 0,025) esp.:
Resp.: Yieq=27, Yy =42
2.37 A onda st

angulo de

(1X 025 0,050 0 075 0,100 s

Figura 2-23




J0r (a) 50672%¢ (b)

[
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2.34 A forma de onda da Fig. 2-24 é semelhante & do Probl. 2.33, porém com um
menor tempo de elevagao (“rise rime”). Achar Y, ;e Y.
0<t<0,01 y(f) = 1000t
0,01 <t< 0,05  y(f) = 10g71000(t-001)
Resp.: Y q=12; Yyu=277.

Yy

100 . ‘
{ 0,010 0,050 0,100
Figura 2-24

2.35 Determinar V4 e V,; da onda de tensdo senoidal retificada de meia onda
representada na Fig. 2-25, sendo de 45° o angulo de atraso.
Resp.:V, 4 = 27,2 volts; V,; = 47,7 volts.

T

Figara 2-25

2.36 Com relag&o & forma de onda do Probl. 2.35, determinar V, ., e V,;, sendo o
angulo de atraso (a) 6 = 90°, (b) 6 = 135".

Resp.: (@) Vijeq=15,95; V;=35,4;
(b) V,.q=466; V,=15,06.

237 A onda senoidal retificada de onda completa, mostrada na Fig. 2-26, tem um
angulo de atraso de 60°. Calcular V, ., e V; em fungdo de V,,,
Resp.: V.4 =0,478 V,; V,=0,633 V.

V; I’\I/\‘/\ wt
l ; "

60° T

Figura 2-26
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2.38 Por meio de um circuito de controle é possivel variar 0 angulo de atraso da forma
de onda de corrente mostrada na Fig. 2-27, de modo que o valor eficaz tenha
valores compreendidos entre os limites de 2,13 e 7,01 ampéres. Determinar os
angulos.

Resp.: 8, = 135°; 6, = 25°.

Figura 2-27

2.39 Determinar o valor eficaz da onda senoidal completa, retificada, da Fig. 2-28,
cortada (“clipada”) na metade de seu valor maximo.
Resp.: V,;=0,668 Y,

2.40 Referindo-se a forma de onda do Probl. 2.39, achar o valor eficaz, se aonda é
cortada (“clipada”) aos 60° ou n/3 radianos.
Resp.: Y, =0,668 Y,

\ VAR
b4 21

Figura 2-28

241 Uma onda senoidal retificada ¢ cortada de modo que seu valor eficaz sejald5Y,,
como mostra a Fig. 2-29. Determinar em que ordenada é cortada a onda.
Resp.: 0,581 Y, ou 0 =35,5".

Figura 2-29

2.42 Calcular
trifasico r
Resp.: V,

2.43 A forma d
€ mostrad
Resp.: V,,




-de atraso da forma
» valor eficaz tenha
sres. Determinar os

cada, da Fig. 2-28,

eficaz, se a onda é

T eficaz seja 05 Y,
tada a onda.

Valores médio e eficq, 53
7 ¥

2.42 Calcular os valores médio e eficaz da forma de onda que resulta de um circyito
trifasico reftificador de meia onda, como indica a Fig. 2-30.
Resp.: Vipeq = 0,827 V,,; Vi = 0,840 V.

v,
N S T T
3T \3" 37: 3°
Figura 2-30

243 Aforma de onda que resulta de um circuito hexafésico retificador de meia onda
é mostrada na Fig. 2-31. Calcular V4 e V.
Resp.: Vipoq = 0,955 V,; V,;= 0,956 V.

Figura 2-31

N
TECNOLOGIC




Capitulo 3

MAKRON CORRENTE E
TENSAO SENOIDAIS

Introducao

Quando se aplicam as leis de Kirchhoff a um circuito, resulta, geral-
mente, uma equacédo integro-diferencial. Os métodos cldssicos de resolugdo de
equagoes diferenciais dardo as solugdes. Quando tais métodos sdo usados na
obtencdo da corrente devida a uma tensio aplicada, a corrente fica dividida em
duas partes. Uma parte transiente, isto é, passageira, transitéria, durando,
geralmente, apenas uma fracdo de segundo e uma parte correspondente ao
regime estacionario, que permanece até que outra causa seja introduzida.

Como em muitos casos o estudante da analise de circuitos ainda nio
possui desembaraco nas técnicas de equagdes diferenciais, procuraremos, neste
capitulo, estabelecer a parte correspondente ao regime estaciondrio da solugéo,
sem fazer mengéio ao regime transitério. Ao leitor que possua conhecimentos sobre
equacoes diferenciais, seria ttil, agora, um estudo de como tais métodos se aplicam
a analise de circuitos. O Capitulo 16 estuda as equagoes diferenciais classicas e d4
alguns exemplos, ilustrando as partes transitéria e estaciondria das solucgoes.

Correntes Senoidais

Quando a corrente é senoidal em elementos puros R, L e C, a tensio
nos terminais de cada um é dada pela Tabela 3-1.

54

Tensoes &
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Resisténcia
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Capacitinci
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Indutancis

Capacitinci
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R, L e C, a tensdo

Tensoes Senoidais

Quando as tensdes nos trés elementos sdo senoid

dadas pela Tabela 3-2.

Tabela 3-1
Tensio no Elemento Puro para Corrente Senoidal

Corrente e tensdo senoidais

ais, as correntes séo

Elemento Tensdo para Tensao para Tensdo para
i geral i=1, sen wt i=1I coswt
Resisténcia R vp=Ri Ve =RI  sen ot Vg =RI cos ot
Indutancia L v, =L (% vp=0Ll  coswt |v, = oLl (- sen wt)
Capacitiancia C 1 (. I
Ye=¢ ) ! Ve = oo oS o) v, oC Sen ot
Tabela 3-2
Corrente no Elemento Puro para tensio Senoidal
Elemento Corrente para Corrente para Corrente para
v geral v=V,_ sen ot v=V, cosot
Resisténcia R v ) | ) V.,
‘R =R ip = R senat ip = Cosot
Indutancia L J' |4
lL-L vdt iLzam(—cosm) tiL=—m%seno)t
Capacitancia C o=C % ic=0CV,_ cos ot ic=wCV,_ (-sen wf)
t

55
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Impedancia
Aimpedéincia de um elemento, de um ramo ou de um circuito completo
é a relacdio entre a tenséo e a corrente:

Funcédo tensio
Funcéo corrente

Impedancia =

Para tensdo e corrente senoidais esta relagio terd uma amplitude
(médulo) e um angulo. No Capitulo 5, a impedancia é tratada muito mais
minuciosamente e o dngulo serd, entdo, considerado. No momento, apenas o
médulo da impedéncia serd considerado. O dngulo entre v e i é discutido, a
seguir, como o angulo de fase.

Angulo de Fase

Se tensdo e corrente forem, ambas, fungdes senoidais do tempo, a
representacdo grafica de ambas, sobre a mesma escala de tempo, mostrara um
deslocamento entre elas, salvo se for o caso de uma resisténcia pura. Esse
deslocamento é o 4ngulo de fase e nunca excede 90° ou m/2 radianos. Por
convencio, o dngulo de fase é sempre “o A&ngulo que a corrente i faz com a tenséo
v”, isto é, i estd avangada de 90°, em relagdo a v, num capacitor puro; i estd
atrasada de 45° em relagéo & v, num circuito RL série em que R é igual a wl; i
estd em fase com v numa resisténcia pura etc. O resumo a seguir esclarece a
impedéncia e o 4ngulo de fase.

Elemento R. A corrente e a tensdo estdo em fase, num resistor puro.
Ver Fig. 3-1.

Figura 3-1

O moé«

Elem
/2 em relacéc

Elem:
em relacio A t

RL en
Ver Fig. 3-4. 0




_circuito completo

i uma amplitude
itada muito mais
omento, apenas o
e i é discutido, a

idais do tempo, a
mpo, mostrard um
téncia pura. Esse
/2 radianos. Por
vi faz com a tensdo
acitor puro; I esta
ie R éigual a wlL;:
seguir esclarece a

num resistor puro.
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O médulo da impedancia é R.

Elemento L. Em um indutor puro, a corrente fica atrasada de 90° ou
/2 em relagfo a tensdo. Ver Fig. 3-2. O médulo da impedéncia é wL.

w2

Figura 3-2

Elemento C. No capacitor puro a corrente fica adiantada de 90° ou /2
em relagéo a tenséo. Ver Fig. 3-3. O médulo da impedéncia é 1/0C.

Figura 3-3

RL em série. Corrente atrasada de arc tg (oL/R) em relacfio a tenso.
Ver Fig. 8-4. O médulo da impedancia é VRZ + (oL)2.
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Figura 3-4

RC em série. Corrente avancada de arc tg (L/oCR) em relacdo a
tensdo em um circuito RC em série. Ver Fig. 3-5. O mé6dulo da impedancia é

VR? + (1/0CR)?.

a2
I'Vfg'l(;c%)

Figura 3-5

Circuitos em Série e em Paralelo

Em um conjunto de elementos de circuito ligados em série, a tensdo
total é igual & soma das tensdes nos terminais de cada elemento. Portanto, na
Fig. 3-6(a), vy = v, + v, + v

|

Numa
solicitada pelo
3-6(b), iy = i,
Kirchhoff, pois

3.1 A corrent
ligacao de
senoidal.

Up=Up+

Qualquer
cia pode
amplitud

vp=Ase
Igualand
RI =A,




~

“R) em relagdo a
) da impedéncia é

xm série, a tenséo
ento. Portanto, na
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sy sy R N A

(@) ®)

Figura 3-6

Numa ligacdo de diversos elementos em paralelo, a corrente total

solicitada pelo circuito é a soma das correntes de cada ramo. Entéo, na Fig.
3-6(b), iy = i; + iy+ i;. Verifica-se ai uma aplicaciio da lei das correntes, de
Kirchhoff, pois as quatro correntes tém um né comum.

31

Problemas Resolvidos

A corrente i = / sen ot passa no circuito série da Fig. 3-7(a), que consta da
ligagao de Rohms e L henrys. Exprimir a tens&o total aplicada, vy, como fungao

senoidal.
.3 'z “;ﬁ
| iy
~

R
(@) ®)

|

:
i

Figura 3-7

Up=Vp+U; =Rl sen ot + oLl cos wt (@))

Qualquer niimero de termos senoidais e co-senoidais da mesma freqiién-
cia pode ser combinado em um tnico termo senoidal ou co-senocidal de
amplitude A e 4ngulo de fase ¢. Podemos, portanto, escrever:

vp=A sen (ot + ¢) = A sen wt cos ¢ + A cos of sen ¢ (2)
Igualando os coeficientes de sen wt e de cos wt em (1) e (2), obtemos:

Rl =A  6,0Ll =Asen¢
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3.2

Da Fig. 3-7(b):

_sen¢ oL R
tgq)_cose R OOS¢ R2+((1)L)2
RI
A=COS¢=VR2+(mL)2I,

vp=Asen (ot + ¢) = VR? + (@L)? I sen (¢ + arc tg aL/R),

0 que indica que a corrente estd atrasada, em relacdo a tensdo, de um
angulo de fase ¢ = arc tg oL/R.

O médulo da impedancia é VRZ + (wL)2.

Se R » oL, tem-se wL/R — 0 e ¢ — 0, isto é, 0 mesmo resultado que se
obtém com resisténcia pura.

Se aL >R, tem-se @L/R — « e ¢ — /2, isto é, 0 mesmo resultado que se
obtém com indutincia pura.

Numa associagéo série de R e L, a corrente estar4 atrasada, em relacéo a
tensdo, de um &angulo compreendido entre 0° e 90°, dependendo dos
valores relativos de B e oL.

A corrente no circuito da Fig. 3-8 é i =2 sen 500 t. Calcular a tensio total aplicada v;.

Figura 3-8

20 mh ~

vp=VR? + (aL)? I sen (oL + arctg wL/R) + 28,28 sen (500¢ + 45°)

onde R = 10 ohms; o¢ = 500 (0,02) = 10 ohms; arc tg aL/R = 45°; I =2.

Como, no caso, R = wl, a corrente estd atrasada de 45° em relagfio & tenso.

3.3

3.4

35

Num cit
de 80" ¢

tgd=c

Num cii
uma ter

Calcul:
tg o=
17,85 -

W=

Emum
a correr
dal simj

it)

Up=Up
Exprin
de fase

UT =A ]
Igualar
RI =

m

Entéao:




AR),

) 4 tensdo, de um

» resultado que se
) resultado que se

sada, em relagdo a
dependendo dos

s&o total aplicada v

7

sen (500¢ + 45°%)
JR =451 =2.

m relacdo a tensio.

I
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33

3.4

35

Num circuito série com R = 20 ohms e L = 0,06 henrys, a corrente esta atrasada
de 80° em relagdo a tensido. Determinar .

tg ¢ = oL/R; tg 80° = 5,68 = » (0,06)/20 .. ® = 1893 rad/s

Num circuito AL seérie, L = 0,02 henrys e a impedancia é 17,85 ohms. Aplicada
uma tensao senoidal, a corrente resultante esta atrasada de 63,4".

Calcular ® e R.

tgd=wL/R,tg63,4°=2=0,020/R,R = 0,01 ©

17,85 = VR? + (aL)? = V(0,010)® + (0,02m)
® =800 rad/s e R = 0,01® = 8 ohms

Em um circuito série constituido de R ohms e C farads, como mostra a Fig. 3-9,
acorrente é i = I, cos wt. Exprimir a tenséo total aplicada como fungéo co-senoi-
dal simples.

it)

R Up

C T~ Ve

Figura 3-9

Up=Up+Vo=RI cos ot + (1/oC) I, sen ot 1

Exprimindo v, como termo co-senoidal simples de amplitude A e 4ngulo
de fase ¢,

vp=A cos (0t + ¢) = A cos ot cos ¢ —A sen of sen ¢ (2)
Igualando os coeficientes de cos ot e de sen ot em (1) e (2):

RI, =Acos ¢, (1/oC),, = -A sen ¢

s _sem¢ 1 | -k
Entdo: tgo¢ = cso ~  oCR cos§ = riR2+(1/wC)2

A = VR?+ (1/0C)? I, '
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3.6

3.7

e vy = Acos (ot + ¢) = VRZ + (1/wC)? I, cos (ot = tgl 1/wCR)

0 que significa que a corrente est4 adiantada sobre a tenséo. (Como sen ¢
é negativo e cos ¢ é positivo, ¢ estd no quarto quadrante.)

O médulo da impedancia 6 VRZ + (1/oC)2 .

Se R »>1/0C tem-se 1/0CR—0 e ¢—0, isto é, 0 mesmo resultado obtido com
a resisténcia pura.

Se 1/oC >R tem-se VoCR—= e ¢—w2, isto é, o mesmo que para a vp = Ri
capacitincia pura.

Numa associagéio série de R e C, a corrente estars adiantada, em relacdo
a tensdo de um angulo compreendido entre 0° e 90°, dependendo dos
valores relativos de R e 1/oC. v

No circuito série da Fig. 3-10, a corrente é j = 2 cos 5000t. Achar v;.

U

Figura 3-10

Up = YR? +(1/ aC)% I, cos (ot —arc tg %} = 22,4 cos (5000¢ — 63,4%)

onde: R = 5 ohms; 1/C = 1/5000 x 20 x 10-) = 10 ohms; p
[
arc tg 1/oCR = arc tg 10/5 = 63,4%1 =2 : en

A corrente est4 adiantada de 63,4°em relagdo a tensdo. O valor absoluto
da impedéncia é 11,18 ohms.

Num circuito série constando de R, L e C a corrente é i = I, sen wt. Determinar 3.8 Comrelaca
a tensao nos terminais de cada elemento (Fig. 3-11). Reporiar-se a Fig. 3-12, simples.

f
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tg™! 1/0CR) 1 Y2 | U | b |
C
1s40. (Como sen ¢ i l L | !
%)
| )
ultado obtido com Figura 3-11

— I — L n
3smo que para a vg = Ri = Ri, sen wt

d
=L I senwt) = oLl ot
ntada, em relagéio UL dt €, ) ' COS

dependendo dos

Vo = % _‘. I senwtdt = —m% I (—cos wt)

char v

v, €1
(i em fase com v,)

zos (5000t - 63,4")

vC
v, ; i
b4 2r n 21

3; : v, ei e € i
i (i atrasada de 90° (i adiantada de 90°
: em relagdo a vy) em relagido a v,)
r. O valor absoluto
Figura 3-12
, sen ot. Determinar 3.8 Com relacao ao Probl. 3.7, exprimir a tens&o total v, como uma fungéo senoidal

ar-se a Fig. 3-12. simples.

)
&
L
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3.9

Seja vp = vy + v + v, = RI senwt + (oL ~ 1/0C) I coswt (1) 3.10

Chamando A a amplitude e ¢ o dngulo de fase de v,
vp= A sen (ot + ¢)
= A sen ot cos ¢ + A cos ¢t sen § 2
Igualando os coeficientes de sen ot e cos ot em (1) e (2), obtemos:
RI =Acos¢, I, (oL ~1/0C)= Aseno
Entao:

oL — 1/0C ~ R _
g = ’ cOS‘D_\IR2+(mL—1/mC)2’A A_cos¢

VR? + (oL - 1/0C)% I,

3.1

I

e vy, =Asen (0t + ¢) =

= VR% + (oL - 1/0C)? I sen[ot + tg~! (oL — 1/0C)/R]

onde VR? + (oL — 1/wC)? é o valor absoluto da impedéancia e
arc tg (wL — 1/mC) R é o dngulo de fase.

Se wL > 1 @C, o 4ngulo de fase ¢ é positivo, a corrente est4 atrasada em
relacdo a tensdo e o circuito tem um efeito total indutivo.

Se oL > V/aC, o dngulo de fase ¢ é negativo, a corrente estd avancada em
relacéo & tenséo e o efeito total do circuito é capacitivo.

Se ok = VoC, o dngulo de fase ¢ é zero, tensio e corrente estio em fase e
a impedéncia tem como valor R. Chama-se a essa condicdo ressondncia
série.

Mostrar que ol e 1/oC sdo dados em ohms quando o estd em rad/s, L em
henrys e C em farads.

oL = rad . henry = L VO“ES = VOI\t = ohm
s 8 ampeére ampere

1 _ s 1 _ s volt  volt - ohm

oC ~ rad farad ampére  ampére

Notar que a medida de um 4ngulo em radianos é um nimero se dimensio.

Em um «
farads, ¢
avango

oL = 5(
tg—l (l)_l

A reats
avangac
médulo

A diferer
V= v,
como fur

lp =1p
Entio,

ip =
A correr

Se R >
resistén
vo é mui
indutive
Se oL >
ramo in

com a di
fortemer



) I coswot (1)

@

obtemos:

cos ¢

- 1/0C)/R]
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3.10 Em um circuito série constituido de R = 15 ohms, L = 0,08 henry e C = 30 micro-

3.1

farads, a freqiiéncia da tens&o aplicada é 500 rad/s. Qual o valor do angulo de
avanco ou de atraso da corrente sobre a tensio?

1 1
=500(0,08) =40 ohms, — = ——————— = 686,
oL = 500(0,08) ohms C = 50030 x 106 66,70hms
ol — 1/0C -26,7
I A~ 1 =250 o ¥
tg~ R tg~ 15 60,65

A reatancia capacitiva 1/oC é maior que a indutiva. A corrente esta
avangada de 60,65° e o circuito tem um efeito resultante capacitivo. O
médulo da impedancia é VRZ + (oL — 1/wC2) = 30,6 ohms.

A diferenga de potencial aplicada a combinagdo A~ L em paralelo da Fig. 3-13 é
v = v, cos wt. Calcular a corrente em cada ramo e exprimir a corrente total i,
como fungao co-senoidal simples.

Vv
iT=iR+iL=%v+%J.vdtz—l?mcosmt+Emsenmt

Entao,

ip = V(I/R)? + (1/wL)® V, cos (ot — tg! R/oL)
A corrente esta atrasada de ¢ = arc tg R/oL.

Se R > oL, temos ¢ — 90° e i =~ (V,_/aL) cos (ot — 90°). Com essa
resisténcia relativamente elevada, o dreno de corrente pelo ramo resisti-
vo é muito baixo. Portanto, i é, praticamente, igual a i 1, isto é, a corrente
indutiva influi fortemente no estabelecimento da corrente total.

Se aL > R, temos ¢ — 0" e i, = (V, /R) cos wt. Neste caso, a reatdncia do
ramo indutivo é elevada e ele drena uma corrente pequena, comparada
com a do ramo resistivo. Neste caso, portanto, a corrente resistiva influi
fortemente na corrente total.

——-
L

| “lzs g

Figura 3-13
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3.12 A tensdo v = V_ sen ot estd aplicada a associagdo de R e C em paralelo,
mostrada na Fig. 3-14. Achar a corrente em cada ramo e exprimir i como fungdo
senoidal simples.
S dv _V
ip=ip+i, = % + Cd—lt’ = -R'ﬂ sen t + oCV, cos ot
Entdo, i, = V(1/R)? + (@C)? V,_ sen (et + arc tg oCR)
A corrente esta avancada de ¢ = arc tg ®CR.
Se R > 1/wC, temos ¢ — 90" e iy~ ic=0CV,  sen (ot +90°), isto é, o ramo
capacitivo tem a maior contribuicdo para a corrente total, controlando-a.
Se 1/oC > R, temos ¢ — 0" e ip= ip =(V,_/R) sen wt, isto é, o ramo
resistivo é o de maior influéncia na corrente total.
i, icl
iy l
g R <
Figura 3-14
3.13 Adiferenca de potencial v = V,, sen wt é aplicada & associacéo paralela de R, L

e C, mostrada na Fig. 3-15. Calcular a corrente em cada ramo e exprimir a
corrente total i como fungdo senoidal simples.

. . . . v 1 dv
ZT=I'R+ZL+lC=E+Z Udt+CE
Vm m
=R sen of — of, 08 ot + oCV,_ cos wt @))

Exprimindo v, como fungéo senoidal de médulo A e angulo de fase ¢,

ip=Asen(wt+¢)=Asenwtcosd + A wtsend 2

3.14

Igualan
V./R=.

Entdo, -

A =Va
ip =@

O sinal «
de oC e

Oramoi
A corren
Essas du
der-se-ia
corrente
ramo cag

Dois eler
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Conclus:
L=0,021
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3.14

Figura 3-15
Igualando os coeficientes de sen ot e de cos wf em D) e@):
V,/R=Acos ¢, (0C—-1VoL)V, =Asen¢

oC - /oL cos ¢ = 1/R
1/R " V(YR)? + (oC - 1/aL)?

Entdo, tg¢ =

A = VA/R? + (C - L/oL? Ve

ir = V/R? + (@C - 1/aL)® V_sen[at + arctg (oC — 1/0L)R]

O sinal do 4ngulo de fase depende, evidentemente, dos valores relativos
de oC e V/oL.

O ramo indutivo drena uma corrente atrasada de 90° em relacéo a tensdo.
A corrente no ramo capacitivo estd avancada de 90° em relacfio & tensio.
Essas duas correntes, combinadas, desde que com igual amplitude, po-
der-se-iam cancelar mutuamente. Se a corrente indutiva for superior, a
corrente total estard atrasada, ao passo que estard adiantada, se a do
ramo capacitivo for superior.

Dois elementos puros de circuito estdao associados em série, possuindo a
corrente /= 13,42 sen (500t - 53,4°) ampéres para a tensao aplicada
v =150 sen (500t + 10°) volts. Determinar os elementos do circuito.

De v e i concluimos que a corrente estd atrasada em relacdo a tensdo, de
53,4° + 10° = 63,4°; o circuito deve, portanto, conter R e L.

tg63,4°=l/R=2; .. oL = 2R
V./I_ = \R? + (aL)?, 150/13,42 = VR + (2R)%2, R = 5ohms

Conclusdo: o circuito contém um resistor R = 5 chms e um indutor
L =0,02 henry.
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3.15

3.16

Um circuito em série constituido de dois elementos puros tem as seguintes
corrente e tensao aplicadas:

v = 200 sen (2000z + 50°)V; i=4cos (2000¢ + 13,2 A
Achar os elementos que constituem o circuito.

Como cos x = sen (x + 90°), podemos escrever i = 4 sen (2000 + 103,2°). A
corrente, portanto, estd adiantada sobre a tenséo de 103,2° — 50° = 53,2° ¢
o circuito deve conter R e C. '

tg 53,2° = 1,33 = VoCR; 1/oC = 1,33 R
V,./I, = \R? + (1/C)?; 200/4 = NR% + (1,33R)%; R = 30 ohms

e C=1/1,33 @R) = 1,25 x 107° farads = 12,5 uF.
No circuito série da Fig. 3-16, a tenséo e a corrente sio:

v = 353,5 cos (3000 — 10°) volts
1 = 12,5 cos (3000¢ — 55°) ampéres
e a induténcia é 0,01 H. Determinar R e C.

A corrente estd atrasada de 55° — 10° = 45°. Portanto, a reatancia indutiva
@l é superior a capacitiva 1/oC.

tg45°=1=(aL-VoCYR, (oL -1l/oC)=R
V,/L, = VR? + (oL - 1/0C)?, 353,5/12,5 = V2R2

R =20 ohms
e, de (oL - 1 oC) = R, encontramos

C = 3,33 x 107° farads = 33,3 pF

3.17 No circuitc
a corrente
lp = ip A
=20sen !
=Asen (

donde 20
e A =20/

ip=20,6.

A corrent:

3.18 Atenséoa
correntes r




tem as seguintes

2000¢ + 103,2°). A
3.2°—50° = 53,2 e

R = 30 ohms

-‘eatincia indutiva
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3.17

3.18

No circuito paralelo da Fig. 3-17, atens&o é v= 100 sen (1000t + 50°). Exprimir
a corrente total como fungio senoidal simples.

ip=igtip=5+7 ) vd

= 20 sen (1000¢ + 50°) — 5 cos (1000t + 50°)
= A sen (1000z + 50°) cos ¢ + A cos (1000t + 50°) sen ¢

donde 20 = A cos ¢ e — 5 = A sen ¢. Entéo, tg ¢ = — 5/20, ¢ = — 14,05°;
e A = 20/(cos ¢) = 20,6. Entéo,

ip = 20,6 sen (1000¢ + 50° — 14,05") = 20,6 sen (1000¢ + 35,95°)

T
vG)' gm %o,oz H

Figura 3-17

A corrente esté atrasada de 14,05° em relacéo a tensdo.

A tensao aplicada no circuito da Fig. 3-18 € v = 50 sen (5000t + 45°). Calcular as
correntes nos ramos e a total.

I

T 1
u<~>t §2OQ %1,6 mH < 20 pF

Figura 3-18
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3.19

. . . . v 1 av
lT=lR+lL+lC:E+Z vdt+Cdt

= 2,5 sen (5000¢ + 45°) — 6,25 cos (5000¢ + 45°) + 5 cos (5000¢ + 45°)
= 2,5 sen (5000¢ + 45°) — 1,25 cos (5000¢ + 45°)
= 2,8 sen (5000¢ + 18,4°), usando os métodos deste capitulo.

A corrente estd atrasada de 45° — 18,4° = 26,6° em relacéo a tensio.

Observe-se que a corrente total tem o valor maximo de 2,8 ampeéres, que
é menor do que qualquer dos valores méximos de corrente, tanto no ramo
indutivo (6,25 ampéres) quanto no capacitivo (5 amperes). A explicacio é
6bvia quando se representam essas trés correntes num mesmo sistema de
eixos.

A corrente na associagao R, L, C série, mostrada na Fig. 3-19, é i = 3 cos (5000t
—60°). Achar a tensdo em cada elemento e a total.

szvR+vL+vC=Ri+L——+—jzdt

v = 6 cos (5000t — 60°) - 24 sen (5000¢ — 60°)
+ 30 sen (5000¢ — 60°) = 6 cos (5000t — 60°)
+ 6 sen (5000t — 60°) = 8,49 cos (5000 — 105°),

pelos métodos deste capitulo.

o~

1,6 mH

j\zouF

Figura 3-19

A corrente esta avancada 105° — 60° = 45° em relacéio 4 tenséo.

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27
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3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

Observe-se que a tensdo médxima aplicada é 8,49 volts. A tensdo nos
elementos indutivo e capacitivo é maior que isso. A representaciio grafica
serd suficiente para demonstrar o que ocorre.

Problemas Propostos

A corrente em uma indutancia pura de L = 0,01 H é i = 5 cos 2000f. Qual é a
tensao?
Resp.: 100 cos (20001 + 90°).

A corrente em uma capacitancia pura de C = 30 uF, e i = 12 sen 2000¢. Qual é a
tensao?
Resp.: 200 sen (20007 - 90°).

A tensdo nos terminais da indutincia, em um circuito série de R = 5 ohms
e L =0,06 henry, é v, = 15 sen 200t. Achar a tens&o total, a corrente, o angulo
de atraso de i em relacao v, e 0 médulo da impedancia.

Resp.: i= 1,25 sen (200t - 90°); v, = 16,25 sen (200t - 22,65°); 67,35";
V,/1, =13 ohms.

Atensdo na resisténcia do circuito do Probl. 3.22 é v = 15 sen 200t. Calcular a
tensao total, a corrente, o angulo de atraso de i em relagdo a vy e 0 médulo da
impedancia.

Resp.: i = 3 sen 2001, vy = 39 sen (200t + 67,35°); 67,35"; V, /I, = 13 ohms.

A tensao total e a corrente resultante em um circuito série de dois elementos
puros sdo: vy = 255 sen (300f + 45°) e i = 8,5 sen (300t + 15°). Determinar os
elementos que constituem o circuito.
Resp.: R = 26 ohms; L = 0,05 henry.

A tensé&o total e a corrente resultante em um circuito série de dois elementos
puros sao: vy = 150 cos (200t — 30°) e i = 4,48 cos (200t — 56,6°). Determinar os
elementos que constituem o circuito.
Resp.: R = 30 ohms, L = 0,075 henry.

Dois elementos puros, R= 12 ohms e C = 31,3 uF, sdo ligados em série com uma
tensdo aplicada v = 100 cos (2000t — 20°). Os dois elementos s&o, entao, ligados
em paralelo com a mesma tens&o. Calcular a corrente total em cada ligagao.
Resp.: Série: i =5 cos (2000t + 33,2°);

Paralela: i = 10,4 cos (2000t + 16,8°).

Um resistor de R = 27,5 ohms e um capacitor de C = 66,7 uF estdo em série. A
tensdo no capacitor é v = 50 cos 1500t. Calcular vy, o angulo de avango da
corrente em relagédo a tensao e o médulo da impedéancia.

Resp.: v; = 146,3 cos (1500t + 70°); 20°; V, /I, = 29,3 ohms.
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3.28 Um resistor R = 5 ohms e um capacitor desconhecido estao em série. A tensso
nos terminais do resistor é vy = 25 sen (2000t + 30°). Se a corrente esta
avancada de 60° em relagdo a tensio aplicada, qual € a capacitancia?

Resp.: 57,7 uF.

3.29 Um circuito série constituido de L = 0,05 H e um capacitor desconhecido tém a
seguinte tensdo aplicada e corrente resultante:
vr= 100 sen 5000¢; i = 2 sen (5000t + 90°). Achar a capacitancia C.

Resp.: C=0,0667 uF.

3.30 Em um circuito série ALC, a corrente esti atrasada de 30° em relagdo i tensdo
aplicada. A tensdo em L tem para valor maximo o dobro do valor maximo da
tensao no capacitor e v, = 10 sen 1000¢. Se o valor de R & 20 ohms, determinar
os valoresde Le C.

Resp.: L=23,1 mH; C = 86,5 uF.

3.31  Um circuito série constituido de R =5 ohms, L = 0,02 henry e C = 80 uF tem uma
tensao senoidal aplicada, de freqiiéncia variavel. Achar os valores de w para os
quais a corrente (a) esteja avangada de 45° em relagéo a tensio: (b) esteja em
fase e (c) atrasada de 45°.

Resp.: (a) 675; (b) 790; (c) 925 rad/s.

3.32 Um circuito paralelo de dois ramos é constituido de apenas um resistor de 50
ohms em um dos ramos e um elemento simples desconhecido no outro. Co-
nhece-se a tens&o aplicada ao circuito e a corrente total:

v(f) = 100 cos (1500t + 45°); i(f) = 12 sen (1500t + 135").
Determine o elemento desconhecido.
Resp.: R =10 ohms.

3.33 Determinar a corrente total em um circuito paralelode L = 0,05H e C= 0,667 uF,
sendo v = 100 sen 5000¢ a tens&o aplicada.
Resp.: ir= 0,067 sen (5000t~ 90°).

3.34 Um resistor R = 10 ohms e um indutor L = 0,005 henry estdo em paralelo. A
corrente no ramo indutivo é J; = 5 sen (2000t — 45°). Achar a corrente total e o
angulo entre i e a tens3o aplicada.

Resp.: iy = 7,07 sen (2000t + 0°); 45° (i; atrasada em relagdo a V).

3.35 Um circuito paralelo constituido de um ramo de A =5 ohms e um tnico elemento
desconhecido no outro ramo tem para tens&o aplicada e para corrente total:
v=10 cos (50t + 60°) e i = 5,38 cos (50t — 8,23°)

Achar o elemento desconhecido.
Resp.: L = 0,04 henry.
3.36 Dois elementos puros, A= 10 ohms e C = 100 uF, em uma ligagéo paralela, tém

para tensao aplicada v = 150 cos (5000¢— 30°). Achar a corrente total.
Resp.: ir= 76,5 cos (5000t + 48,7°).

i
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3.37

3.38

3.39

3.40

3.41

Um capacitor puro de C = 35 uF esta em paralelo com outro elemento simples do
circuito. Se a tensao aplicada e a corrente resultante forem, respectivamente,
v = 150 sen 3000t e i = 16,5 sen (3000f + 72,4°), achar o elemento desco-
nhecido.

Resp.: R =30 ohms.

A tensao aplicada em um circuito paralelo LC é v = 50 cos (3000t + 45°) e a
corrente total iy = 2 cos (3000¢ - 45°). Sabe-se, também, que a corrente do ramo
L é cinco vezes maior que a do ramo capacitivo. Achar L e C.

Resp.: L =6,67mH e C= 3,33 uF.

A tensao aplicada a trés ramos em paralelo, em cada um dos quais existe um
elemento puro, & v = 200 sen 1000t. Os ramos contém, respectivamente, R = 300
ohms, L = 0,5 H e C =10 pF. Acha a corrente total, o angulo entre ir e atensao
aplicada e o0 médulo da impedancia.

Resp.: iy = 1,74 sen (1000t + 67,4°); 67,4° (i, avangada); V,//,, = 115 ohms.

No circuito da Fig. 3-20, a tensao aplicada e a corrente total sdo v = 100 sen 500t
e ir=2,5 sen 500t Achar L.
Resp.: L = 0,08 H.

—-
I
20Q
v L
100 pF /[\
Figura 3-20
ir %
02 H
v 5Q
16.67 pF /]\
Figura 3-21

A tenséo aplicada ao circuito da Fig. 3-21 é v = 50 sen (2000t — 90°). Achar a
corrente total.
Resp.: ir= 11,2 sen (2000t - 116,6°).

NUCLES
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3.42 No circuito da Fig. 3-22, a tens&o aplicada é v = 100 sen 5000t. Achar as
correntes iy, i, e iy
Resp.: iy = 7,07 sen (5000t - 45°); i, = 7,07 sen (50001 + 45°); iy = 10 sen 5000t.

—

123 111

4—_—

v
0,002 H
20 uF/l\
Figura 3-22
—-—
Iy
v
1,73 mH /l\ 50 uF
Figura 3-23

3.43 A tenséo aplicada no circuito em paralelo da Fig. 3-23 é v = 100 cos (50001 +
45“) (a) Achar a corrente total. (b) Que dois elementos, em uma associacio em
série, poderiam ocasionar a mesma corrente e, conseqiientemente, ser equiva-
lentes ao circuito em paralelo, na mesma freqiéncia?

Resp.: (a) iy = 18,5 cos (5000t + 68,4°); (b) circuito em série de R = 4,96
ohms e C=93 uF.
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n 5000f. Achar as

; iz =10 sen 5000¢.

= 100 cos (5000¢ +
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1 : l Capitulo 4

MAKRON

Books NUMEROS COMPLEXOS

Numeros Reais

O conjunto dos niumeros reais consta dos niimeros racionais e dos
irracionais. O conjunto de todos os niimeros reais pode ser representado, numa
correspondéncia um a um, pelo conjunto de todos os pontos de uma linha reta,
chamada linha (eixo) dos niimeros reais, de modo que cada ponto represente um
Unico nimero real e que cada numero real seja representado por um tinico
ponto de linha, como mostra a Fig. 4-1. As operagdes de adigdo, subtracio,
multiplicacdo e divisio podem ser efetuadas com quaisquer nimeros desse
conjunto. Raizes reais de nimeros positivos podem ser representadas na linha
dos niimeros reais, mas a raiz quadrada de um nimero negativo nio existe no
conjunto dos niimeros reais.

Figura 4-1 Linha dos ndmeros reais.
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Numeros Imagindarios

A raiz quadrada de um nimero real negativo é chamada um nimero

imagindrio puro. Ex: \-1,V—2, V=5, V-16.

Se fizermos j = V-1, vem V-2 = j¥2, V=4 =j2, V-5 = jV5 etc. Segue-se,
também, que 2= — 1,2 = j=(-1)j= -, j*= (@2 =1,/5=j, ..

Todos os niimeros imagindrios puros podem ser representados por
pontos de uma linha reta chamada linha (eixo) dos niimeros imagindrios, como
mostra a Fig. 4-2.

A escolha da palavra imagindrio foi inadequada, pois os nimeros
imagindrios existem, da mesma maneira que os reais. O termo significa, sim-
plesmente, que tais ntimeros néio podem ser representados no eixo dos niimeros
reais; estdo situados em uma segunda linha, o eixo dos niimeros imaginarios.

45 44 43 42 41 0 1 j2 j3 j4 j5

Figura 4-2 Linha dos nimeros imaginérios.

Numeros Complexos

Um nimero complexo Z é um niimero da forma x + jy, onde x e y séo
reais e j = V-1. Em um niimero complexo x + jy, o primeiro termo, x, é chamado
parte real e o segundo, y, parte imaginéria. Quando x = 0, o nimero complexo
reduz-se a um imagindrio puro e corresponde a um ponto do eixo j. Do mesmo
modo, se y = 0, 0 nlimero complexo é um nimero real e corresponde a um ponto
do eixo real. Os nimeros complexos, portanto, compreendem todos os niimeros
reais e todos os nimeros imagindrios puros.

Dois niimeros complexos, a + jb e ¢ + jd, serdo iguais, e somente o serio,
sea=ceb=d.

Se, como na Fig. 4-3, o eixo dos niimeros reais for perpendicular ao dos
numeros imagindrios (ou eixo dos j) no ponto de cruzamento 0, cada ponto do

plano complexo re
mente. A Fig. 4-31

Z, =6
Z,=2-;3
Z,; =j4
Z,=-3+;2
Z,=-4-j4
Z,=3+j3
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plano complexo resultante representa um tinico nimero complexo e reciproca-
mente. A Fig. 4-3 mostra a representagdo de seis niimeros complexos (Z,, ... Zy).

Z,=6
Z,= 2 -Jj3
Z, =j4
Z,=-3+j2
Z,=—-4 - Jj4
Z,=3+;3
A
15
Z, o4
z, 173 ---9Z,
*----- 12
i 171 i L
: T E A ELE NP s
; i T
f : T2
! 3-8 Z,
- L4
| % T
: '
! Figura 4-3

f Outras Formas de Nitmeros Complexos

Na Fig. 4-4,x =r cos 8,y = r sen 0 e 0o nimero complexo Z é
Z=x+jy=r(cos 0 + jsen 9)

onde r = Vx* + y? é chamado médulo ou valor absoluto de Z e o angulo 6 = arc
tg y/x é chamado argumento de Z.

A férmula de Euler, ¢ = (cos 6 + j sen 0), possibilita outra forma para
0s numeros complexos, chamada forma exponencial (ver Probl. 4.1):
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Jy k2

Figura 4-4 Representagio polar de um ntmero complexo Z.

Z=rcos0+jrsen8=re®

A forma polar ou de Steinmetz para um niimero complexo Z ¢é bastante
usada em analise de circuitos e escreve-se

rfo
onde 6 aparece, geralmente, em graus.

Esses quatro meios de se representar um nidmero complexo estfio
resumidos a seguir. O emprego de um ou de outro depende da operagéo a ser
efetuada.

Forma retangular Z=x+jy

Forma polar ou de Steinmetz Z=rfo

Forma exponencial Z=reb

Forma trigonométrica Z =r(cos 0 + j sen 0)

Conjugado de um Nimero Complexo

O conjugado Z" de um niimero complexo Z = x + jy é o niimero complexo
Z" = x — jy. Por exemplo, 3 —j2 e 3 + j2, -5 + j4 e —5 — j4 séo dois pares de
nameros complexos conjugados.

Na forma polar, o conjugadode Z =r /0 é Z" = r /-0. O conjugado de
Z =r(cos 8 +jsen8)éZ" = r(cos 0—jsen 0), pois cos (- 6) =cos 0 e
sen (—0) = — sen 6. Por exemplo, o conjugadode Z=7/30°"6 Z" =7 /—30°

O conjugado Z" de um niimero complexo Z é sempre a imagem de Z em
relagéo ao eixo real, como mostra a Fig. 4-5.

]

Podemo
complexo Z e ser

Z=x+jy
Z*=x—jy
Z=re®
Z =rel®
Z=rfo
Z'=r/-8

Z =r(cos ¢
Z" = r(cos
z;=3+j4

2, = b5/ 14

Soma e Dif:

Para so
traem-se separa
vista prético, a s
das, conveniente

Exemplo




lexo Z.

plexo Z é bastante

ro complexo estdo
da operacdo a ser

n 0)

o nimero complexo
L sdo dois pares de

-0. O conjugado de
os(—68)=cosOe

Z =7/-30

: a imagem de Z em
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Podemos, entdo, resumir as quatro formas de se escrever o niimero
complexo Z e seu conjugado.
Z=x+jy
* .
Z =x-—jy

Z = r(cos 0 + j sen 0)
Z" = r(cos 6 —j sen 0)
z,=3+j4,2]=3-j4

2y =5/143,1", 2} = 5/-143,1"

T4 0z

ot
ot
o
ot

L4 @z}

Figura 4-5 Ntumeros complexos e seus conjugados.

Soma e Diferenca de Numeros Complexos

Para somar ou subtrair dois niimeros complexos somam-se ou sub-
traem-se separadamente as partes reais e as partes imaginarias. Do ponto de
vista pratico, a soma e a subtracéo de nimeros complexos s6 podem ser efetua-
das, convenientemente, quando ambos estdo na forma retangular.

Exemplo 1 Dados Z,=5-j2eZ, =-3— ;8. Entdo,
Z,+2,=(5-3)+j(-2-8)=2—-j10
Z,-7,=(-3-5)+j(-8+2)=-8—j6
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Multiplicacdo de Numeros Complexos

O produto de dois niimeros complexos, estando ambos na forma expo-
nencial, deduz-se diretamente das leis dos expoentes:

Zl ZZ = (rl ejel)(rz e392) = rl rz ei(el + 92)
O produto na forma polar ou de Steinmetz segue-se da forma exponencial:
Z,7Z,=(r1 @1)(1"@2) =r; "2./_91+_92

O produto pode ser obtido na forma retangular, tratando-se os dois
numeros complexos como se fossem bindmios.

Z\Z, = (xq+]jyy (xg +Jyg) = %%y +j2 1Yy + J¥ 1%y + 7155
= (xy%g —5159) + @175 + 3155
Exemplo 2 Se Z, = 563 e Z, = 237, entéo Z,Z, = (5¢™3) (2¢576) =
10e5™6,
Exemplo 3 Se Z, = 2/30° e Z, = 5/ 45", entdio Z,Z, = (2/30°) (5/— 45" =
=10/- 15",
Exemplo4SeZ, =2 +j3 e Z,=-1-j3,entdo Z,Z, = (2 +j3)(-1—j3) =
=7-j9.

Divisdao de Numeros Complexos

O quociente de dois ntimeros complexos na forma exponencial deduz-se
diretamente da lei dos expoentes

0
2 r.e® r

1 g —
SO o = e/ — 0)
22 rze]2 r2

Na forma polar ou de Steinmetz, com referéncia a forma exponencial:

A divisdo

denominador pelc

Exemplo

Exemplo

Exemplo

-6 —j
5

Raizes de N

Qualquer

n=0,+1,+£2 ..D
Entio,

Z=re® =,
Z = I'/i:
Portanto, :

atribuindo-se an o




0s na forma expo-

forma exponencial:

-atando-se os dois

9t J Zy 1Yo
= (5¢i™3) (2 376) =

(2/30°) (5/-45°" =

@2 +j3)-1-j3) =

ponencial deduz-se

rma exponencial:

. |
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L Y
2y Ty/8, 1y

A divisdo na forma retangular se faz multiplicando-se numerador e
denominador pelo conjugado do denominador:

/91_92

zZ %t [xz —jy2] Xy YY) 0% — yxy)

Zy Xy Yy |%p — Wy x5 + 55
) ) z /3 .
Exemplo 5 Dados Z, = 46 e Z, = 267, vem;i = %:% = 9e/1/8.

Z, 8/30r
Exemplo6Dados z, =8 /-30ez,=2 —60,vem4=*=4 30°.
p 1 =8/30ez,=2/60 2" 2 60 /30",

Z . .
A _ S1_4-y5(1-j2)_
Exemplo 7 DadosZ, =4 JﬁeZ2—1+12,VemZ2 T 1452 (1 —j2| -

-6 -jlI3
= =2

Raizes de Numeros Complexos

Qualquer nimero complexo Z = re®® pode ser escrito Z = réf® *+ 2™ gnde

n=0,%+1,+2 ... Da mesma maneira, Z = /0 pode ser escrito Z = r/(@ + n 360°).
Entdo,

Z = rel® = rol® +2m) o ’(/_ _ '{jr_ o0 +2m)/k

Z=r/0=r(0+n360) ¢ VZ = \r [0 +n360)/k

Portanto, as & raizes distintas do niimero complexo podem ser obtidas
atribuindo-se an os valores 0, 1,2, 3, ... 2 — 1.
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3 3
Exemplo 8 Se Z = 8/ 60°, tem-se \/— =8 /(60° + n360°)/3 =
2/(20° + n120°). Fazendo-se n igual a 0,1 e 2, obtém-se as trés raizes cibicas,
que sdo: 2/20°, 2/140° e 2/260°.

Exemplo 9 Achar as cinco raizes quintas da unidade.
) 5 5 . .
Como 1 = 1€?™_ vem: V1= V1 eizmss - 1 gizmnss,

Atribuindo-se a n os valores 0, 1, 2, 3 e 4, obtém-se as cinco raizes

1/0° ou 1;1/72°;1/144% 1 216° e 1 /288"

Logaritmo de um Numero Complexo

O logaritmo neperiano de um niimero complexo pode ser determinado
com facilidade, a partir de sua forma exponencial.

O resultado nédo é unico. Usa-se, mais freqiientemente, o valor prin-
cipal, quando n = 0.

Exemplo 10 Se Z = 36/, tem-se In Z ¢™6 = In 3 + jn/6 = 1,099 +j0,523.

Forma Polar para Forma Retangular

Exemplo 11 Exprimir 50/53,1° na forma retangular ou binémica x + .
Faga um esbogo exagerando o fato de que o 4ngulo é superior a 45°.
x =50 cos 53,1° = 50 x 0,600 = 30.

As partes real e imaginéria séio ambas positivas.

o

50 /63,1° = 30 + j40.

Exempl
Faca o esbc
x = 100 cos

As partes r

100/-120°

- W Do

Forma Reta

Exempl

1. Fagca um e
parte imag

2. 6 = arc tgi—i
sen 36,9° =
= 0,800 sen

3. 4+j3=5/8



60° + n360°)/3 =

8s raizes cubicas,

se as cinco raizes

2 ser determinado

:nte, o valor prin-

6 = 1,099 + j0,523.

>u bindmica x + Jy.

perior a 45°.

B~ WD
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j  50]53,1°
J
100 |-120°

Exemplo 12 Exprimir 100 /- 120° em forma retangular x + jy.
Faca o esbogo correspondente. O 4ngulo de referéncia é de 60°.
x = 100 cos 60° = 100 x 0,500 = 50.

As partes real e imagindria sdo ambas negativas.

100/-120° = — 50 — j 86,6.

Forma Retangular para Forma Polar

Exemplo 13 Exprimir 4 + j3 em forma polar, r/6.

Faca um esbogo exagerando o fato de que a parte real é maior do que a
parte imagindria, quer dizer, o &ngulo é menor do que 45°.

0 = arc tg% =arc tg 0,75 = 36,9° (< 45°)

sen 36,9° = 0,600, donde r = =5 oucos 36,9° =

_3
0,600
=5,

= 0,800 sendo, pois, r =

4+j3=5/369".

0,800
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Exemplo 14 Exprimir — 10 + j20 em forma polar /0 .
1. Faca o esbogo correspondente. O angulo de referéncia 0, é menor do que
45°,
20 . 5
2. 0,=arctg 10 = are tg 2 = 63,4°. Portanto, = 180° —
—-63,4° =116,6". sen 63,4° = 0,895, donde r = 20 =224
b b - b b b 0’895 b
ou entéo 63,4° = 0,449, donde r = —20— = 99,4
u El = ¥ b - O, 449 - >
3. —-10+20=224/116,6".
Problemas
4.1 Demonstrar a férmula de Euler.

Admitindo que uma fungdo f{x) pode ser representada por uma série de
poténcias de x, essa série deve ser da forma da série de Maclaurin,

2 3
f@) = RO) + 2(0) + 5 PO + 5,70 +

x® -1

& F(n1)
+ w = 1) f 0) + ...

4.2

4.3

4.4

45

em que a fur

Os desenvol
Maclaurin s

cosf= 1 —

=1+ ;0

Reagrupand

ei9=(1—-f

=cos 0+ se

Esbogar o plai
ter cada nime
os dois esbog¢
(@z2-/2 (t
me (g)-4

Exprimir cada
(a) 156™; (b)

Resp.: (a) 15/«
() 18/00°

Efetuar a oper
(a)z=3—-j4..

(b)z=10/-4
(c) z = 20/53,1
(d) z = 2,5¢7
Resp.: (a) 25;
Determinar as
(@5 + B (b
Resp.: (a) 3,0:
2/230°; (d) 3e

(f) 2[0", 2/18¢




6, €¢ menor do que

24

1 por uma série de
» Maclaurin,
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4.2

43

44

4.5

em que a fungéo e todas as suas derivadas existem para x = 0.

Os desenvolvimentos de cos 8, sen 6 e e/® em poténcias de 6 pela série de
Maclaurin sdo

92 ot 6 e o ¢
cos0= 1 — Z—5+...sen9 0 — +§_ﬂ+
. 2 3 4 5 6 7
eJ°=1+je—9— S U

o TSt s e I

Reagrupando os termos de e, temos

; 02 o4 06 . 03 o o
0 _ . v v,y v
e _[1_2!+4!_6' ...J+][9——3!+5! 7!+...

=cos 0 +jsen0

Esbogar o plano complexo e localizar os seguintes nimeros complexos. Conver-
ter cada ndmero para a forma polar e repetir o esbogo. Uma comparagio entre
os dois esbogos mostrara se a conversao foi feita corretamente.

(@2-2 (0)3+8 (c)-5+/3 (d)-4—j4 (e)5+0

M6 (@-4 (-5

Exprimir cada um dos nimeros complexos na forma polar
(a) 156™*; (b) 56™3; (c) ~4&%™®; (d) —26772; (g) 10e778; (f) —18¢™32

Resp.: (a) 15/45"; (b) 5/-120"; (c) 4/-30"; (d) 2/00"; () 10/ —210° ou 10/150";
() 18/0°

Efetuar a operagao indicada.
(a) z=3 — j4. Achar zz . (e)z=2 + 8. Achar z— Z'.

(b) z=10 [-40". AcharzZ. () z=10~j4. Achar z + Z .

(c) z=20/53,1". Achar z + Z. (g) z=95/25". Acharz— .

(d) z=2561. Achar zz.  (h)z=1r[8 . Achar z/z'.

Resp.: (a) 25; (b) 100; (c) 24; (d) 6,25; (e) j16; (1) 20; (g) /80,2; (h) 1/26 .
Determinar as raizes indicadas de cada nimero complexo

(@5 + 5 (b)N150/-60"; (c) V6,93 - A (@ V276i%%; © V1 ; (4
Resp.: (a) 3,07/29", 3,07/209"; (b) 12,25/ 30", 12,25/150"; (c) 2/—10°, 2/110",
2/230°; (d) 3e ™2, 3e 178, 3ei11"/%; () 1/0°, 1/90°, 1/180°, 1/270°;

(f2[0°, 2/180°, isto &, + 2.
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4.6  Calcular o logaritmo neperiano do complexo. (e) 0,048 - jo
(a) 20/45°; (b) 6/=60"; (c) 0,5/120°; (d) 0,3/180"; (&) (0,3/180°) (20/45') Resp.: 0,160,
Resp.: (a) 3 + jn/4; (b) 1,79 — jn/3; (c) - 0,693 + 2w/3; (d) —1,2 + jr; (e) 6/225° . (90,0171 +

4.7 Converter os complexos da forma polar para a retangular. Resp.: 0,05/7
(a)12,3/30° R4
Resp.: 10,63 + j6,15. (9)— 69,4 j

Resp.: 80/21(
(b) 53/160° -
Resp.:— 49,8 + j18,1. -2+

Resp.:28,3/1
(c) 25/-45°
Resp.-17.7 - 17.7. 4.9 Converter os

. (a) 10/3°

(d) 86/~115 Reso.- 1 .
Resp.: 36,3 — j 7. esp.:10 + 0
(e) 0,05/—20° (b) 25/88°
Resp.: 0,047 —j 0,0171. Resp.: 0,871 4
() 0,003/80° (c)50 [-93°
Resp.: 0,00052 + j0,00295. Resp.:— 2,62
(9) 0,013/260° (d) 45 [179°
Resp.:—0,00226 — j0,0128. Resp.:— 45 +
(h) 0,156/ -190° (e) 0,02 fo4°
Resp.: —0,1535 + j0,0271. Resp.:— 0,001

4.8  Converter os complexos da forma retangular para a polar. (f) 0,70/266"
(a)— 12 + j16 Resp.:— 0,048
Resp.:20/126,8°. (9) 0,80 !_5,
(b)2-j4 Resp.: 0,8 — 0,
Resp.: 4,47/ -63,4". (h) 200 f181 5
(c) — 59— j25 Resp.: - 200 —
Resp.: 64/203". 4.10 Converter os c

(d) 700 + j200
Resp.: 727/16".

(a) 540 + j40
Resp.: 540/4,2!



)) (20/45)
2 + jn; (6) 6/225" .

- ]

4.9

4.10

(e) 0,048 — j0,153
Resp.: 0,160/ -72,55".
(f)0,0171 + j0,047
Resp.:0,05/70°.

(g) — 69,4 — j40
Resp.:80/210".
(h)-2+p2
Resp.:28,3/135".

Numeros complexos
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Converter os complexos da forma polar para a retangular.

(a)10/3°
Resp.: 10 + j0,523.

(b) 25/88°
Resp.: 0,871 + j25.

(¢c)50 [-93

Resp.:— 2,62 — j50.

(d) 45 179°

Resp.:—- 45 + j0,785.

(e) 0,02 /04"

Resp.: - 0,00139 + j0,02.

(f) 0,70/266°

Resp.:—0,0488 — 0,70.

(g) 0,80/ -5"

Resp.: 0,8 — j0,0696.

(h) 200/181°

Resp.:— 200 — j3,49.

Converter os complexos da forma retangular para a polar.

(a) 540 + j40
Resp.:540/4,25".
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(b)—10 - 250
Resp.: 250/ -92,29°.
(c)8-j0,5
Resp.: 8/-3,58".
(d) 25 + 717
Resp.: 717/88".
(e) 0,8 — j0,0696
Resp.: 0,8/ -5".
(910 + j0,523
Resp.: 10/3".

(g) — 200 — 3,49
Resp.:200/181°.
(h) 0,02 - j0,001

Resp.: 0,02/ -2,87".

Determinar a soma ou diferenga indicada.

(a) (10/53,1°) + (4 + j2)
Resp.: 10 + j10.

(b) (10/90°) + (8 — j2)

Resp.: 8 + j8.

(€) (=4 —-6) + (2 +j4)
Resp.:—2 - j2.

(d) (2,83/45") ~ (2~ j8)
Resp.: j10.

(e) (-5 + j5) — (7,07/135%)
Resp.: 0.
(H(2-10)—(1-/10)
Resp.: 1.

(9) (10 + j1) + 6 — (13,45/— 42°)
Resp.: 6 + j10.

412

4.13

(h) — (5/53,1

Resp.:—4 +

Calcular o pr
converté-los

(aB-2)(
Resp.: -5 —

(b) (2 + jo) (
Resp.:6 - j6
€)=1-/1)
Resp.: 3 -}

(d) (2) (4-3)
Resp.: 6 + j¢

(e) (2) (j5)
Resp.:—10.

H 1) (o)
Resp.: 6.

@) 2+p) (@2
Resp.: 8.

(h) (x+ jy) (x
Resp.:xX° + y

Nos problem:
denominador
forma polar e

(@ (5 + j5)/(1
Resp.: j5.

(b) (4 - j8)/(2
Resp.:—1—

(c) (5 - j10)/(:
Resp.:—1—j

(d) (8 + 12)/(,
Resp.: 6 - j4.

(e) (3 +3)/(2
Resp.:1,5.
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412

4.13

(h) - (5/53,1°) - (1 - jo)
Resp.:— 4 + 2.

Calcular o produto dos seguintes numeros complexos. Como exercicio adicional,
converté-los para a forma polar e efetuar novamente o produto, verificando-o.

(@) (3-2) (1-ja)
Resp.: -5 - j14.

(b) (2 + jo) (3-j3)
Resp.: 6 — j6.

€ =1=j1) (1 +)1)
Resp.: j3 - j2.

(d) (2) (4 -3)
Resp.: 6 + j8.

(e) (2) (j5)
Resp.:—10.

(M) (8)
Resp.: 6.

9)(2+2)(2-j2)
Resp.: 8.

(h) (x+ jy) (x—=jy)
Resp.: ¥ + y2.

Nos problemas que se seguem, achar o quociente, multiplicando numerador e
denominador pelo conjugado do denominador. Converter os naimeros para a
forma polar e determinar o quociente, a partir dessa forma.

(@) (5 + By(1-j1)
Resp.: j5.

(b) (4 -8)/(2 + 2)
Resp.:—1-j3.

(c) (5-j10)/(3 + j4)
Resp.:—1 - j2.

() (8 + j12)/(j2)
Resp.: 6 — j4.

(e) (3 +3)/(2 + j2)
Resp.: 1,5.

SENAI/ DR 1 4
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4.14

4.15
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() (=5-j10)/(2 + j4)
Resp.:~-2,5.

(9) 10/(6 + j8)
Resp.: 0,6 — j0,8.

(h) j5/(2 - f2)
Resp.:—1,25 + j1,25.

Achar cada produto indicado.

(a) (2,5 + j10) (~ 0,85 + j4,3)
Resp.: 45[177,1".

(b) (3,8 - j1,5) (6 - f2,3)
Resp.: 26,2/ -42,6".

(c) (72 —j72) (1,3 + j4,8)
Resp.: 506/29,8".

(d) (3/20°) (2/~ 45°)

Resp.: 6/ —25".

(e) (2 + jB) (18/21°)
Resp.:113,5/92,5°.

() 1/80° (25/-45°)(0,2/-15")
Resp.: 5/20".

(9) (12 - j16) (0,23 + j0,75)
Resp.: 15,66/19,7".

(h) (j1,63) (2,6 + j1)

Resp.: 4,53/111,1".

Exprimir cada relagdo como um tnico nimero complexo.

(a) (23,5 + /8,55)/(4,53 — j2,11)

Resp.:5[45°.

(b) (21,2 - j21,2)/(3,54 — 3,54)

Resp.: 6/0".

4.16

(©) (7,07 + j7
Resp.:2/[125
(d) (— ja5)/(6

Resp.: 5/ 4!
(e) (6,88/12°
Resp.: 3,08/
() (5 + jB)/5/:
Resp.: 1,414
(9) 1/(6 + /8)

Resp.: 0,1/~
(h) (=10 + 2
Resp.: 1014
Calcular, em

(a)z;, =10 +

Resp.:7,18/:
(b) z, = 5/45°
Resp.: 5,5/1¢
(c)z,=6-j
Resp.: 5,52@
(d)z,=20, z
Resp.: 17,9/
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(c) (7,07 + j7,07)/(4,92 + j0,868)
Resp.:2/125".
(d) (- j45)/(6,36 — j6,36)

Resp.: 5/ —45".

(e) (6,88/127)/(2 + j1)
Resp.: 3,08/ -14,6".

(f (5 + j5)/5/80°
Resp.:1,414/-35".
(9) 1/(6 + j8)

Resp.: 0,1/-53,1".

(h) (=10 + j20)/(2 - 1)
Resp.:10{143,2".

Calcular, em cada caso, z,2,/(z, + z,).

(@) z, =10 + /5, z, = 20/30"
Resp.: 7,18/27.8".

(b) z, =5/45", z, = 10/ -70°
Resp.:5,5/15,2".
(c)z,=6-j2,z2,=1+j8
Resp.:5,52[23,81".

(d) z, = 20, z, = j40

Resp.: 17,9/26,6".
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Capitulo 5

MAKRON  IMPEDANCIA COMPLEXA E
NOTACAO DE FASORES

Introducao

A anilise de circuito em estado estaciondrio senoidal é importante
porque as tensdes fornecidas pelos geradores de corrente alternada sdo, muito
aproximadamente, funcGes senoidais puras e porque qualquer onda periédica
pode ser substituida por um termo constante e uma série de termos senoidais e
co-senoidais. Chama-se a isso Método de Fourier de Andlise de Formas de
Onda. Este método sera estudado no Capitulo 15.

No Capitulo 3, foram analisados diversos circuitos simples, em que a
tensdo e a corrente eram fungbes senoidais. Entretanto, o trabalho se tornou
complicado, mesmo quando os circuitos eram relativamente simples. Empre-
gando fasores para representar tensoes e correntes, e uma impeddncia complexa
para responder pelos elementos de circuito, ficara grandemente simplificada a
andlise em estado estacionario. E isto que veremos neste capitulo.

Impedancia Complexa

) Consideremos um circuito RL em série com uma tensdo aplicada v(®) = V.
e, como mostra a Fig. 5-1. Pela férmula de Euler, essa fungdo inclui um termo

92
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co-senoidal e um termo senoidal; V,cos ot +jV, sen wt. Alei de Kirchhoff para
as tensoes, no circuito fechado é:

di(t)
A

Ri(t) + L el Vm elot
i
R
Vmej“"C |
L
Figura 5-1

Esta equacdo diferencial linear de primeira ordem tem uma solugdo
particular da forma i(?) = Kel®™. Substituindo, temos

RKe™ + joLKe/® = V,_ejot

oo () = — ™ ot 5 S -
onde K = R ¥ joL e i(t) BT joL ¢, A relagio entre a tensdo e a cor

rente mostra que a impedéncia é um nimero complexo com uma parte real R e
uma parte imagindria wL:

_v_(t)__.v"l\e]mr_R_,_'mL
i(t) Vo e J
R + joL

Consideremos, agora, um circuito RC em série, com a mesma
tensdo V, & aplicada, como mostra a Fig. 5-2. Entio,

Ri)) + ¢ [ iwyde = v, e
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Figura 5-2

Fazendo i() = Ke/®* e substituindo em (1), obtemos

- 1 . .
o ol _ ot
BK o + 5 K & =V, &

donde K = Vi = Vi e i(t) = ;— 22— oot
" R + 1/joC ~ R - j(1/aC) " R - j(1/e0)
Vv, ot
Entdo, Z = v = R - j(1/0C)
R — j(1/0C)

Novamente, a impedéncia é um niimero complexo com uma parte real
R e uma parte imaginaria — (1/0C).

Isso sugere que os elementos de circuito podem ser expressos em
termos de sua impedéancia complexa Z, a qual pode ser colocada no diagrama
elétrico, como mostra a Fig. 5-3.

R R
Zz Z
JoL J(1/eC) /l\

Figura 5-3

Como a impedéancia é um nimero complexo, pode ser situada no plano
complexo. Entretanto, como a resisténcia nunca pode ser negativa, somente séo
utilizados o primeiro e o quarto quadrantes. Sua representacéo grafica chama-
se diagrama da impedéncia. Ver Fig. 5-4.
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indutiva X, 1, fica loc
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Exemplo 1
tensdo aplic
(ver Fig. 5-5’
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Na forma pol

Exemplo 2 ]
tenséo aplicar
Fig. 5-6).

A reaténcia ¢

Z = 20 — j2A
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Figura 5-4 Diagrama da impedancia.

A resisténcia R est4 situada no semi-eixo real positivo. Uma reatancia
indutiva X; fica localizada no semi-eixo j positivo e uma reatincia capacitiva X
se locallza no semi-eixo j negativo. Em geral, a impedéncia complexa Z locahza-
se ou no primeiro ou no quarto quadrante, dependendo dos elementos que a
constituem. Na forma polar, Z terd um dngulo compreendido entre + 90° e — 90°.

Exemplo 1 Um circuito RL série com R = 5 ohms e L = 2 mH tem uma
tensdo aplicada v = 150 sen 5000¢. Achar a impedéancia complexa Z
(ver Fig. 5-5).

Areatancia indutiva X; = aL = 5000 (2X 10®) = 10 ohms. Ento, Z=5+;10.

Na forma polar, Z = 11,16 /63,4°.

11,16[63,4°
O] I

j10 3,44

Figura 5-5

Exemplo 2 Em um circuito RC em série, onde R = 20 ohms e C = 5uF, a

tensdo aplicada é v = 150 cos 10000¢. Achar a impedancia complexa Z (ver

Fig. 5-6).

A reaténcia capacitiva X, = - 1 = 20 ohms; entdo
s ¢~ wC ~ 10000 (5 x 1079 ’ ’

Z = 20 — j20. Na forma polar, Z = 28,3 /-45°".
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' 20
20 45°
()} z

720 720 VA

Figura 5-6

Em todos os circuitos, com excegéio do resistivo puro, a impedancia é
funcdo de , pois X; e X, sdo fungdes de . Conseqiientemente, uma impe-
dancia complexa s6 é vélida para a freqgiiéncia em que foi calculada.

Notacao de Fasores

Consideremos a fungdo f{t) = re/®. Trata-se de um ndimero complexo
que inclui a varidvel ¢. Seu valor absoluto, entretanto, estd fixado em r. Se
tragcarmos sua representacio grifica, por exemplo, nos instantes ¢ = 0, /4w e
/20, como mostra a Fig. 5-7, evidencia-se a natureza da funcio.

J J

r

t=0 t = 4o
wt =0 ot = /4

Figura 5-7 A funcio r/*,

Se o for constante, o segmento de reta girara no sentido anti-horario
com velocidade angular constante. As projecdes desse segmento rotativo sobre
os eixos real e imagindrio representam as partes co-senocidal e senoidal de &/,
dadas pela férmula de Euler.

Vimos, no Capitulo 3, que num circuito série RL submetido & tensio
v =V, sen wt circula uma corrente atrasada graus em relagdo & tensdo, onde

0 = arc tg (aL/R),
do circuito e da fre
radianos. Na Fig.
5-9(a) estdo repres
dos, que giram no
angulo de fase en
mesma velocidade
estd atrasada de 0

P

Func¢io co-se

As projecde
conforme a férmula
func¢éo seno.

Seja uma fi
angulo de desvio in:
¢t = 0. Admitamos, al
Z=2®(—m2<0<7

A corrente

(Vm al(et + ¢
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0 = arc tg (0L /R), i = T,, sen (ot — 6). O angulo de fase é fungéo das constantes
do circuito e da freqiiéncia da tensédo aplicada, mas néo pode exceder 90° ou /4
radianos. Na Fig. 5-9(b) v e i estdo representadas em fungio de wt. Na Fig.
5-9(a) estdo representados, no plano complexo, dois segmentos de reta, orienta-
dos, que giram no sentido anti-horario, com velocidade angular constante . O
angulo de fase entre eles permanece constante, ji que ambos giram com a
mesma velocidade. Verifica-se, também, pelo sentido da rotagio, que a corrente
estd atrasada de 0 graus, em relacio a tensio.

YE

2

Func¢io seno

. 2n
Fun¢io co-seno

Figura 5-8

As projecdes sobre o eixo j sfo, exatamente, as funcdes representadas,
conforme a férmula de Euler, pois a parte imagindria da func¢éio exponencial é a
funcéo seno.

Seja uma funcéo tensdo de forma geral v =V, ¢/®*+ @, onde o é um
angulo de desvio inicial que possibilita a tensdo estar a um angulo a, quando
t 0. Admitamos, além disso, essa tensdo aplicada a um circuito de 1mpedanc1a

=zel® (- /2 <0 <W2).

A corrente sera dada por

(Vm 6J(oot + a))/(z e,e) - (Vm/z) ei(cot +0a - 0) _ [m el(mt + o —0) ,
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e

Vm et + o)

. A (Wt + o0 — 0) _
isto é,1, ¢ = P

J V., sen ot

I, sen (wt-6)
Ve T , 2n ot
J |
5 %

1—6—5

(a) (®)

Figura 5-9

Esta igualdade esta no dominio do tempo, pois o tempo aparece explici-
tamente nas expressdes da tensédo e da corrente. Faremos, agora, duas modi-
ficacbes, para estabelecer os fasores. Primeira: multiplicamos a igualdade por
¢7° para eliminar a fungéo tempo. Segunda: multiplicamos ambos os membros
por 12 para ficarmos com os valores eficazes da corrente e da tensio:

- i (ot + o)
e Jot @ oot a0y _ e—Jot (Vme’ J
m

V2 V2 z e®
Im ej(a - 0) __ K”i . eia (2)
V2 N2 g
Vie
1 -0 = 3
o " )
VvV
I= 7z (4

A equacéo (2) é uma transformada e aparece, agora, no dominio da
freqiiéncia. O tempo nio aparece nela ou nas seguintes. Deve-se conservar na
lembranga, entretanto, a variacio da equacéo (1) com o tempo. I e V em (3), sem
indices, indicam os valores eficazes da corrente e da tensdo. A equacgéo (4),
portanto, relaciona I, V e Z como quantidades complexas e, como tais, devem
ser tratadas, levando-se em conta seus valores absolutos e seus argumentos.

Temos, assim, ur
forma complexa c
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fasor tensdo e o f
1~2 vezes os da
absoluto da corre:
esta no dominio c

(a) Domir

5.1 Mostrar a va
cada uma di
segundo. Suj

Nas express
tes na faixa
5-11(a). AFi

Qualquer ci:
fun¢édo da fi
déancia, trag
freqiiéncia e




10 aparece explici-
\gora, duas modi-
s a igualdade por
mbos 0s membros
la tenséo:

@)

3

“@

a, no dominio da
e-se conservar na
»IeVem(3), sem
i0. A equacgdo (4),
como tais, devem
seus argumentos.

L

Impeddncia complexa e notagdo de fasores 99

Temos, assim, uma equivalente da lei de Ohm para fasores, também chamada
forma complexa da lei de Ohm.

Na Fig. 5-10(e) as fungdes tensdo e corrente sdo mostradas no plano
complexo, expressas na forma exponencial. Trata-se de uma representacéo no
dominio do tempo, pois ¢ aparece explicitamente. Na Fig. 5-10(5) aparecem o
fasor tensdo e o fasor corrente. Os segmentos representativos, nesse caso, séo
1/N2 vezes os da Fig. 5-10(a) e 0 tempo nio aparece. Mas o angulo 6 e o valor
absoluto da corrente séo funcdes da freqiiéncia, por isso diz-se que a Fig. 5-10(b)
estd no dominio da freqiiéncia.

Jot+a)
V.e

Vie
Jot+a+s)
Le Ilo-8
(a¢) Dominio do tempo (b) Dominio da freqiiéncia

Figura 5-10

Problemas Resolvidos

5.1 Mostrar a variacao de X; e X, com a freqiiéncia, representando graficamente
cada uma delas em funcdo de o, numa faixa de 400 a 4000 radianos por
segundo. Supor L =40 mH e C = 25 pF.

Nas expressdes de X; = oL e X, = 1/oC, dando-se a @ valores convenien-
tes na faixa considerada, obtemos os valores de X; e X, tabulados na Fig.
5-11(a). A Fig. 5-11(b) mostra as representacdes graficas de X, e X,..

Qualquer circuito que contenha L ou C tera uma impedéncia que é uma
fun¢do da freqiiéncia. Conseqiientemente, qualquer diagrama de impe-
dancia, tracado para uma determinada freqiiéncia, s6 serd vélido nessa
freqiiéncia especifica.
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X, (ohms)
160
: 140
(0] X X 120 X
rad/sec ohms ohms 128‘ p
400 16 100 60-
800 32 50 ‘210
1000 40 40 01 _#800 1600 2400 3200 4000
1600 64 25 20-
2000 80 20 ég:
3200 128 125 80
4000 160 10 100
120
(a) X, (ohms) ®)
Figura 5-11

5.2 Dados v= 150 sen (5000t + 457) e i = 3 sen (5000t — 15°), construir os diagramas
de fasores e da impedancia e determinar as constantes do circuito.

Os fasores tém valores absolutos iguais a 1/V2 vezes os valores méximos.
Portanto,

_ 150

> 45" = 106 /45", T = %2 [-15° = 2,12 /-15°

z-Y_ 10645 _ o600 = 25 + j433
I 9212/15

v

Jj43,3 V4
50,
45°

\L_l 5o 60°
1 25
Diagrama de impedincia

Diagrama de fasores

Figura 5-12

5.3

A corrente .
RL em sér
constantes

Dados v = ¢
diagramas d

311
V— \[2— /

[SFRN LY

A corrente
circuito RC.
As constant

Um circuito e
[6_ohms. De
Impedéancia
Da Fig. 5-14
X; =40 sen

Logo, X, =




00 4000

istruir os diagramas
ircuito.

valores maximos.

déincia
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5.3

A corrente estd atrasada 60° em relagdo 4 tenséo, o que indica um circuito
RL em série. Entao: oL = 43,3 ohms e L = 43,3/5000 = 86,6 mH. As
constantes do circuito sdo R = 25 ohms e L = 86,6 mH.

Dados v = 311 sen (2500t + 170°) e i = 15,5 sen (2500 — 145°), construir os
diagramas de fasores e da impedancia e determinar as constantes do circuito.

311 . . _ 155 ke v qane
V_\[Z— [170° = 220 /170°, 1 = "3 [-145° = 11 145

vV 220 /170° )
Z =+ =" 2 90/-45 = 14,14 — j14,14
I 11/145° J

o 14,14
v 170
-45°
£145° 20
I
—j14,14 z

Diagrama de fasores Diagrama de impedancia

Figura 5-13

A corrente esta adiantada 45° em relacdo & tensdo, o que indica um
circuito RC. Entéo, X, = VaoC = 14,14 ohms e C = 1/(14,14 x 2500) = 28,3uF.
As constantes do circuito sdo R = 14,14 ohms e C = 28,3 uF.

Um circuito em série de R =20 ohms e L = 0,02 H tem uma impedancia de 40 L
& ohms. Determinar o éngulo ¢ e a freqliéncia fem hertz.

Impedéncia do circuito = 20 +jX; = 40 /o

Da Fig. 5-14, ¢ = arc cos 20/40 = 60°; entdo,

X; =40 sen 60° = 34,6 ohms

Logo, X, = ol = 9nfl, of = —L - 346 _ goprr
080, 4y = 0L = T onl T 21(0,02)
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5.5

5.6

JX, Z
40
0

20
Figura 5-14

Em um circuito em série de R = 10 ohms e C = 50 uF, a tenséo aplicada e a
freqiiéncia séo tais que a corrente esta adiantada de 30°. Qual a mudanga de
freqiiéncia necessaria para que a corrente fique avancada de 70°?

Da Fig. 5-15, arc tg (- 30°) = —X(/10 =~ 0,576 ou X, = 5,76 ohms. Ent3o,
Xo;=12nfCe

1 1
h = 3R CXyy ™ 250 x 109 F) (576 ohms)

= 5563 Hz

10

-30°

JX, Z

Figura 5-15

Na nova freqiiéncia f, a corrente deve estar adiantada 70°. Ento,
tg (- 70°) = - X0o/10 = — 2,74 ou Xeoo = 27,4 ohms e fo/f, = X/ X oo
1,/553 =5,76/27,4  f, = 116 Hz.

Como X, varia inversamente com , o circuito RC tem maior angulo de
fase quanto mais baixa a freqiiéncia.

Sendo f = 500 Hz, determinar o elemento puro que, em série com A + 25 ohms,
produza um atraso de 20° da corrente, em relagao a tensao. Repetir para um
avanco de 20°.

5.7

76,28

5.8

Um angulo «
em série col
angulo de av

Para atrasc
L =X, /2nf =

Para avanco

Pretende-se 1
frequiéncias d
frequiéncias.

Na freqiiénc
mesma man
X; =62,8 oh:

Uma tensao v
=10 chms e (
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ie com R + 25 ohms,
a0. Repetir para um
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JX,

X

Z,
20° 25
—20°
Z,
Figura 5-16

Um 4ngulo de atraso de 20° exige que uma reaténcia indutiva X ;, esteja
em série com R. A reatdncia capacitiva X, que proporciona o mesmo
angulo de avango possui 0 mesmo valor 6hmico que X .

Para atraso da corrente: tg 20° = X;/25 ou X; = 9,1 ohms. Entéo:
L =X, /2nf =9,1/2r - 500 = 2,9 mH.

Para avango da corrente: C = 1 2nfX, = 1/2r - 500 - 9,1 = 35 uF.

5.7 Pretende-se utilizar um circuito em série de R = 25 ohms e L = 0,01H nas
freqliéncias de 100,500 e 1000Hz. Achar a impedancia Z em cada uma dessas

freqiéncias.

Na freqiiéncia f = 100 Hz X; = 2nfL = 2r - 100 - 0,01 = 6,28 ohms. Da
mesma maneira, para f = 500 Hz, X; = 31,4 ohms e para f = 1000 Hz,
X, = 62,8 ohms. Os valores correspondentes de Z estio na Fig. 5-17.

j62,8

31,4 7
40
j6,28 - — 7z ]
25, 12 102 51,4
25 25
Figura 5-17

67,7

68,3° !

25

5.8 Uma tensdo v = 500 cos (2500t — 20°) esta aplicada a um circuito em série de R
= 10 ohms e C = 40 pF. Achar a corrente /.
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X =VoC = 1/2 500 (40 X 106) = 10 ohms

e a impedéncia complexa

Z = 10 - j10 = 10V2 /-45°

—20°

DN
;?UJ

-
<

Figara 5-18

Conveﬁ:endo-se a tenséo para a notacdo de fasores, V = (5002 ~20°.
Entao,

V _ (500/+2) [-20° .
I== = 25 /25
z (10V2) /—45°

I = 252 cos (2500t + 25°)

O diagrama de fasores da Fig. 5-18 mostra que a corrente I est4 avancada
de 45° em relagéo 4 tensdo e esse é o angulo da impedéancia.

5.9  Um circuito em série de R=8 ohms e L = 0,02H tem uma tens3o aplicada de v =
283 sen (300f + 90°). Achar a corrente .

X, = oL = 300(0,02) = 6 ohms, Z = 8 +76 =10/36,9°

V = (28312)/90° = 200/90°. Ento,

I-= 3303209 =20/53,1° e i = 20V2 sen (300t + 53,1%)

Figura 5-19

5.10 Num circuito .
em relacao 2
plexa, Z, do ¢

Da Fig. 5-2(
28,4/2n(0,03

A impedanci

5.11  Um capacitor .
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XC = 1/2thC =

Como o 4ngu

512 Atensdov, ="
ohmse L =0,
30°) é aplicada
diagramas de f

(a) Com a ten
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5.10

5.1

5.12

Num circuito em série de R =5 ohms e L = 0,03H a corrente esta atrasada de 80°
em relagdo a tensdo. Determinar a freqiiéncia da fonte ¢ a impedancia com-
plexa, Z, do circuito.

Da Fig. 5-20, X; = 5 tg 80° = 28,4 ohms. Como X, =2nfL, f = X, /2nL =
28,4/21(0,03) = 151Hz.

Aimpedancia complexa é Z = 5 + j28,4 = 28,8/80°.

Figura 5-20

Um capacitor de 25 pF esta em série com um resistor R na freqliéncia de 60 Hz.
A corrente resultante estd avangada de 45° em relagdo a tensio. Determinar o
valor de R.

X, =1/2nfC = 1/2r - 60(25 x 10®) = 106 ohms.
Como o dngulo de fase é 45°, R = X, = 106 ohms.

106

~45°

106 y/

Figura 5-21

A tensdo v, = 70,7 sen (200f + 30°) é aplicada a um circuito em série de R = 8
ohms e L = 0,06 H. Posteriormente, uma segunda tensao, v, = 70,7 sen (300¢ +
30°) é aplicada no lugar da primeira. Achar i para cada fonte e construir os dois
diagramas de fasores.

(a) Com a tensdo v,,
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Xp, = @L = 200(0,06) = 12 e Z, = R +jX; = 8 + j12 = 14,4/56,3°
Como V, = (70,7N2)/30° = 50/30",

\% . :
L=2to B0BY o iaea e i, = 34T\2 (sen 200t — 26,3 |

Z, 1445563
(b) Com a tenséo v,, !
X} = oL = 300(0,06) = 18 e Z, = 8 +j18 = 19,7/66°
Como V,, = 50/30°,

Vo 50430
I =57 =—""""—=254/36" e i, = 2,54V2 sen (300t — 36°)

Y'Zy, 197 /66 2
v, v,
30° 30°
\%o \L:36°
I I, ;
Diagrama de fasor, o = 200 Diagrama de fasor, o = 300
Figura 5-22
5.13 Determinar a soma das correntes i, = 14,14 sen (ot + 13,2') e i, = 8,95 sen (of +

121,6°), empregando fasores. Ver Fig. 5-23.

I = (14,14/V2) /13,2" = 10 13,2° = 9,73 + j2,28
L, = (8,95/¥2) /121,6° = 6,33 /121,6° = 3,32 + j5,39

I + L, = 641 + j 7,67 = 10 50°

Entdo, i, + i, =102 sen (ot + 50°).

5.14 Calcular a difi
120°). Ver Fig.

I, = (50 /

I, = (354

Entao, i, —i,

5.15 Calcular a som
e ;=326 ser
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1/56,3°

en 200 — 26,3%)

1(300¢ — 36°)

V. SL - L
o
/ 2 o 75

30°

Figura 5-24

5.14 Calcular a diferenca i, — i, sendo i; = 50 cos (ot + 75°) € i, = 35,4 cos (of +
120°). Ver Fig. 5-24.

or, ® = 300

I = 50N2)f15° =354f15°= 9,16 + j34,2
e i, = 8,95 sen (ot + | L = (35,4/2) 120° = 25 /120° = -125 + j21,7

I - L, = 21,7 + j12,5 = 25 /30"

28
39 Entéo, i, —i, =25 V2 cos (oot + 30°)
- 5.15 Calcular a soma das trés correntes i; = 32,6 sen (wt— 145°), i, = 32,6 sen (ot—257)
,67 = 10 50° e iy = 32,6 sen (ot + 95°).
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I, = (32,6N2) /-145° = 23/-145° = — 18,8 —j13,19
L, = (32,6N2) /25° =23/-25° = 20,8—;9,72

I, = (32,6n2) /95° =23/95°
I1 + I2 + 13 = 0 (zero)

-2 +j2291

Dentro dos limites de precisdo da calculadora, a soma é nula. O diagrama
de fasores da Fig. 5-25 mostra que as trés correntes estio defasadas de

120° entre si, 0 que, por serem as amplitudes iguais, anula obviamente a
soma.

5.16 Determinar a soma das duas tensdes v, = 126,5 sen (of+ 63,4 ) e v, = 44,7 cos

(ot — 161,5°). Exprimir a soma como fungéo senoidal e, posteriormente, como
fungao co-senoidal.

95°

Figura 5-25

Convertendo v, em fungéio senoidal,
vy = 44,7 sen (0t — 161,5° + 90°) = 44,7 sen (ot — 71,5%).

Entio,
V, = (126,5/\2) 63.4° = 89,5 63,4° = 40 + j80
V, = (44,7V2) [-11,5° = 31,6 -715°

V1 +V2

10 - j30

50 + j50 = 50V2 j45°

5.17

e
v, +v,=10
Como sen x

Exprimir cad.
cada uma nun
v3=1273 co

Para podere
tensodes dev
todas como
dais:

V,=1273s
V, = (21212
V, =(141,4/
V, =(127,34
V, =(85/2)

V. = (141,41

Tracar os diag
5.18 a 5.22. D
tos em série d¢
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e
v, + Uy = 100 sen (ot + 45°).
Como sen x = cos (x—90%), v, + Uy = 100 cos (wt — 45°).

5.17 Exprimir cada uma das tensdes a seguir em notacéo de fasores e representar
cada uma num diagrama de fasores: v, = 212 sen (wf+45°), v, = 141,4sen (0t—907),
v3 =127,3 cos (ot + 30°), v, = 85 cos (ot - 45°) e v = 141,4 sen (ot + 180°).

Para poderem ser expressas como fasores em um mesmo diagrama, as
tensbes devem, antes, ser expressas todas como fungdes senoidais ou
todas como fungdes co-senoidais. Passemos V5 e V, para fungbes senoi-
dais:

V3 = 127,3 sen (0t + 120°); V, =85 sen (wf + 45°).

-nula. O diagrama
stdo defasadas de
aula obviamente a

3.4°) e v, = 44,7 cos
teri te, como o o
steriormente V, = (2122) /45° = 150/ 45

V, = (141,412 /-90" = 100 /-90°

V, =(127,342) /120° = 90 / 120°

V, =(85N2) [45° = 60/ 45°

V, = (141,472) /180" = 100 / 180°

Vv,
sta @Qov‘ <
um
v,
Figura 5-26

Problemas Propostos

50V2 M5° ; Tragar os diagramas de fasores e da impedancia em cada um dos problemas
5.18 a 5.22. Determinar, também, as constantes dos circuitos, admitindo circui-
tos em série de dois elementos.

"
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5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

5.26

5.27

5.28

v =283 cos (800t + 150°), i = 11,3 cos (800t + 140°)
Resp.:R=24,6 Q; [ =5,43 mH

v =50 sen (2000f— 25°), i = 8 sen (2000t + 5°).
Resp.: R=5,41Q; C= 160 uF

v =10 cos (5000t~ 160°), i = 1,333 cos (5000f— 73,82").
Resp.: R=0,5Q; C= 26,7 uF

v =80 sen (1000¢ + 45°), i = 8 cos (1000f— 90°).
Resp.: R=7,07 Q; L = 7,07 mH

V=424 cos (2000t + 30°), i = 28,3 cos (2000t + 83,2°).
Resp.: R=9Q; C=41,6uF

Um circuito em série tem A = 8 ohms e C 30 pF. Em que freqiiéncia a corrente
fica avancada de 30° em relacdo a tenséo?
Resp.: f= 1155 Hz.

Um circuito AL em série tem L = 21,2 mH. Na freqiiéncia de 60 Hz a corrente
esta atrasada de 53,1° em relagdo a tensdo. Achar R.
Resp.: R = 6 ohms.

Em um circuito em série de dois elementos, a tensio é V = 240/0° e a
corrente 1 = 50/—60". Determinar o fasor corrente que resultaria da mesma
tensao aplicada, caso a resisténcia fosse reduzida para (a) 60%, (b) 30% de
seu valor inicial.

Resp.: (a) 54,7/-70,85", (b) 57,1/-80,15".

A tensdo e a corrente em um circuito série de dois elementos sao, respectiva-
mente, V = 150/-120" e I = 7,5/-90". Que percentagem de variacédo da
resisténcia acarretara uma corrente de 12 ampéres e qual o angulo associado
a essa corrente?

Resp.: 56,8% de redugio; /~66,8".

Um circuito em série AC, onde R = 10 ohms, tem para &ngulo da impedéancia
—45°, na freqiiéncia f, = 500 Hz. Achar a freqiiéncia em que o valor absoluto da
impedancia é (a) duas vezes o que tem em f;. (b) metade do que tem em f,.
Resp.: (a) 189 Hz; (b) Impossivel, pois o limite inferior de Z & 10 + jo.

Um circuito AL em série em que A = 10 ohms tem 30° para angulo da impedan-
cia, na freqiiéncia f, = 100 Hz. Qual a freqiiéncia em que o valor absoluto da
impedancia é o dobro do que tem em f,?

Resp.: 360 Hz.

530

5.31

5.32

5.33

5.34

! 5.29 Num circuito

atrasada de
Determinar ¢
resultaria de
Resp.: (a) 0,

Um circuito ¢
(1000¢ + 20°
vez. Achar a
Resp.:i; =8

Em um circu
rad/s, sdo: V
angulo de 30
Resp.: 385 r:

Com relagéo
um fasor cor
cia, qualom
Resp.: 23,6%

Determinar a
mostradas n¢
dois terminai:
Resp.:86,6 s

Determinar a :
indicadas na
de v,.

Resp.: 97 sen



reqiiéncia a corrente

de 60 Hz a corrente

>éV =240/0"¢ a
‘esultaria da mesma
{a) 60%, (b) 30% de

ntos sdo, respectiva-
jem de variacdo da
1 0 angulo associado

ngulo da impedancia
e o valor absoluto da
o que tem em f,.
1610 +j0.

1 angulo da impedan-
3 o0 valor absoluto da
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5.29

530

5.31

5.32

5.33

5.34

Num circuito em série de dois elementos em que R = 5 ohms a corrente esta
atrasada de 75° em relacdo a tens@o aplicada, na freqiiéncia de 60 Hz. (a)
Determinar o segundo elemento do circuito. (b) Achar o angulo de fase que
resultaria de um terceiro harménico f= 180 Hz.

Resp.: (a) 0,0496 H; (b) 6 = 84,88".

Um circuito série consta de R = 5 ohms e C = 50 uF. As tensdes v, = 170 cos
(1000t + 20°) e v, = 170 cos (2000¢ + 20°) sdo aplicadas nele, uma de cada
vez. Achar a corrente proveniente de cada fonte.

Resp.: i, = 8,25 cos (1000t + 95,95%); i, = 15,2 cos (2000t + 83,4°).

Em um circuito série de dois elementos, a tensdo e a corrente, para » = 2000
rad/s, sdo: V = 150 /-45° e 1 = 4,74 [-116,6°. Uma segunda fonte acarreta um
angulo de 30° entre tenséo e corrente. Determinar o para essa segunda fonte.
Resp.: 385 rad/s.

Com relagdo ao Probl. 5.31, que variagao na freqiiéncia da fonte acarretaria
um fasor corrente de 6 ampéres? Supondo uma variagao ilimitada da freqiién-
cia, qual o maximo valor possivel para a corrente?

Resp.: 23,6% de redugdo em f; 15,0 ampeéres.

Determinar a soma das tensées v, = 50 sen (ot + 90°) e v, = 50 sen (ot + 30°),
mostradas na Fig. 5-27. Que tensao seria lida em um voltimetro colocado nos
dois terminais externos?

Resp.: 86,6 sen (ot + 60°); 61,2 volts.

O

Figura 5-27

Determinar a soma das tensées v, = 35 sen (ot + 45°) e v, = 100 sen (wt— 30°),
indicadas na Fig. 5-28. Supor o sentido positivo da soma coincidindo com o
de v,.

Resp.: 97 sen (of + 129,6°).
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Ol
Xl

Figura 5-28

5.35 Repetir o Probl. 5.34 para v, em sentido oposto.
Resp.: 114 sen (ot — 12,75°)

5.36 Determinar a leitura do voltimetro sobre o total das impedancias mostradas na
Fig. 5-29, sendo v, = 70,7 sen (ot + 30°), v, = 28,3 sen (ot + 120°) e v, = 14,14
cos (ot + 30°) as tensdes nos terminais de cada uma.

Resp.: 58,3 volts.

Figura 5-29

5.37 Na Fig. 5-30, sendo v, = 31,6 cos (ot + 73,4") e v = 20 cos (wt— 35°), achar v,.
Resp.: v; = 42,4 cos (ot —80°).

v, v,

e T ey B

2

o

Figura 5-30

5.38 Com relagéo ao Probl. 5.37, achar as leituras de um volitimetro aplicado a cada
uma das impedancias e ao conjunto. Como explicar esses resultados?
Resp.: V, = 30; V, = 22,4; V= 14,14 volts.

5.39

5.40

541

Determinar

iy =14,14 se

Resp.: 11,9

Determinar |
75%) e iy =1«
Resp.:i;=0

Na Fig. 5-33
sentido ali
Resp.:l;=2
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5.39 Determinar a indicagao do amperimetro na Fig. 5-31, sendo as duas correntes
iy = 14,14 sen (ot~ 20°) e i, = 7,07 sen (ot + 60°).
Resp.: 11,9 ampéres.

—il

~@-

Figura 5-31

—_—1,

5.40 Determinar iy na Fig. 5-32, sendo i; = 14,14 sen (ot + 45°), i, = 14,14 sen (ot —
75%) e iy = 14,14 sen (wt— 195°).

ncias mostradas na Resp.: ir=0.

+120") e v, = 14,14

= .
P —— —1,
i3 —

Figura 5-32

5.41 Na Fig. 5-33, sendo I, = 25 [70° e I, = 25 /-170°, achar o fasor corrente I, com
sentido ali mostrado.

Resp.: 1, = 25 [-50°".

I — \

1 <_13
. IL— /

(ot —35°), achar v,. :

Figura 5-33

atro aplicado a cada
esultados?
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’ Capitulo 6

MAKRON CIRCUITOS EM SERIE
E EM PARALELO

Introducao

Em geral, um circuito contém elementos em série e em paralelo. Neste
capitulo, entretanto, os circuitos em série e em paralelo serdo considerados
separadamente, para que se mostrem os diferentes métodos de anilise. Os

problemas deste capitulo e de outros incluirdo circuitos com combinac¢des em
série e em paralelo.

Circuito em Série

A Fig. 6-1 mostra um circuito em série constituido de uma fonte de
tensdo e trés impedancias. A fonte é suposta constante e é uma elevacdo de
potencial. O fasor corrente I estabelece uma tensio nos terminais de cada
impedancia porque passa; sio as quedas de potencial. Alei de Kirchhoff para as
tensdes estabelece que a soma das elevagdes de potencial é igual & soma das
quedas de potencial, ao longo de qualquer circuito fechado. Com ela, pode ser

solucionado o problema do circuito em série.
VoVt Vs Vy=Z 0+ Z I+ 20 = (Z, + Z, + Z)I = |
= Zeql donde I = VIZ, e Zeq =Z2,+Z,+Z,

114

v(
Elevagéo de ¥

A queda d
corrente I pela in
v,=12,,V, =1Z,
essas tensdes e ap«

A impedar
em série, é igual 3
Essas impedancias
cada impedancia e

Exempilo 1.
a soma das q

A A

=4-j3=5[

1= Y
eq 5
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2m paralelo. Neste
ierdo considerados
los de anilise. Os
1n combinacges em

o de uma fonte de
é uma elevacdo de
terminais de cada
2 Kirchhoff para as
“igual & soma das
Com ela, pode ser

Z)I =

r

3

Circuitos em série e em paralelo 115

—
TN z|| v
[ —
Ol [
I__
z, f v,
T
Elevacdo de Potencial Queda de Potencial

Figura 6-1 Circuito em série.

A queda de tensdo em uma impedéncia é dada pelo produto do fasor
corrente I pela impedancia complexa Z. Portanto, no circuito da Fig. 6-1,
V,=1Z,,V, =1Z, e V; = IZ,. A seta estabelece um sentido de referéncia para
essas tensbes e aponta para o terminal por onde entra o fasor corrente 1.

A impedancia equivalente Z o PATA qualquer ndmero de impedéancias
em série, € igual & soma das impedancias individuais, Z_ = Z,+Z,+Zy+ ..
Essas impedéncias sdo nimeros complexos e a soma indicada é efetuada com
cada impedéncia expressa na forma retangular.

Exemplo 1. No circuito em série da Fig. 6-2, achar I'e Z__. Mostrar que
a soma das quedas de tenséo é igual & tenséo aplicada (fasor).

Zo =7, +Zy+Z,=4+j3-j6
—4-j3=5/-369"

AN LY
e 5/-36,9
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Entdo, V, = IZ, = 20/36,9° (4) = 80/36,9", V,, = 60/126,9", V, = 120/-53,1°
eV, +V, + V= (64 +j48) + (36 + j48) + (72— j96) = 100 + jO = V

como estd demonstrado graficamente no diagrama dos fasores da Fig.

6-3(c).
J
j3|]
4
-6 L
] 36,9° v
4- 302, ' V = 100{0°
(a) Diagrama da (b) Diagrama dos (c) Diagrama dos
impedancia fasores Vel fasores de tenséo
Figura 6-3

Aimpedéncia equivalente é capacitiva, acarretando uma corrente I avan-
cada de 36,9°, 4ngulo da impedéncia, em relagdo a4 V, como mostra a Fig.
6-3(b). Observe -se que V,, queda de tenséo no resistor puro, estd em fase
com a corrente. A corrente I estd atrasada de 90° em relacdo a V, e
avang¢ada de 90° em relacfio & V,.

Se fosse colocado um voltimetro nos terminais da cada uma das impedan-
ciasZ,, Z, e Z,, suas leituras seriam, respectivamente, 80, 60 e 120 volts.

Poderia parecer que a tensio total era 260 volts; entretanto, o medidor
indicaria 100 volts, ao ser colocado nos terminais do conjunto das trés.
Convém lembrar que, na andlise senoidal estaciondria, todas as tensées e
correntes sdo fasores e, como tais, devem ser somadas vetorialmente.

Circuito em Paralelo

Na Fig. 6-4(a) uma tnica fonte de tenséo estd aplicada a trés impedéan-
cias ligadas em paralelo. O circuito foi representado novamente na Fig. 6-4(b)
para salientar o fato de que a fonte e as trés impedancias tém dois terminais
comuns (nés). Em um desses nés aplica-se a lei de Kirchhoff para as correntes,

ou seja, a soma d
que dele saem.

O potenci
cada uma das im
portanto, ser calct

L=1+1
Entio,

Portanto,
cias em paralelo é

VZ, = Vi

Exemplo 2.
em paralelo

I =1, +L,-

_ 5000
T 10




Y, V, = 120/-53,1°
100 +,j0 =V

los fasores da Fig.

V = 100]0°
1 Diagrama dos
fasores de tensdo

na corrente I avan-
como mostra a Fig.
* puro, esta em fase
em relacdo a V, e

.uma das impedan-
;, 80, 60 e 120 volts.

retanto, o medidor
- conjunto das trés.
1, todas as tensoes e
vetorialmente.

1da a trés impedan-
1ente na Fig. 6-4(b)
tém dois terminais
f para as correntes,
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ou seja, a soma das correntes que chegam a um né é igual & soma das correntes
que dele saem.

] =] vOta]] 4] 4

-

(@) )

Figura 6-4 Circuito em paralelo.

O potencial constante da fonte aparece diretamente nos terminais de
cada uma das impedéncias em paralelo. As correntes de cada braco podem,
portanto, ser calculadas independentemente.

L=+ L+ L,=V/Z +V/Zy+V/Z; =V/Z, + 1/Z, + VZ,) = V/Zeq
Entao, L.= V/Zeq e 1/Zeq =(1/Z, + VZ, + 1/Z,)

Portanto, a impedéncia equivalente a qualquer ntimero de impedan-
cias em paralelo é

1/Zeq =VZ, + VZy+ VZg + ...

Exemplo 2. Achar a corrente total e a impedéncia equivalente do circuito
em paralelo da Fig.6-5, tracando o diagrama de fasores.

n Tt s %
T

j4 —j6

Figura 6-5
I =L, +L,+ 1

50/0°  50/0° 50 J0°
= + +
10 5/53,1° 10/-36,9°
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=15 - j5 = 15,8/-18,45°
Logo, Z,, = V/I = (50/0")/(15,8/-18,45") = 3,16/18,45° = 3 + j1
I, = 50/0° /10 = 5/0°, I, = 10/-53,1°, I, = 5/36,9°

v N i
~38.45° G)t 5010° z.,
I it

(a) Diagrama dos fasores  (b) Soma dos fasores (¢) Circuito equivalente
Vel das correntes

Figura 6-6

Circuito Paralelo de Dois Ramos

O caso particular de duas impedéincias em paralelo ocorre freqiien-
temente na pratica e, por isso, sera melhor examinando. Na Fig. 6-7(a) a tenséo
V estd aplicada as impedéancias Z, e Z, em paralelo. A impedéncia equivalente
é obtida de VZ, = VZ, + 1/Z, ou Z,= Z,2,/Z, +Z,).

(a) — (&) —_—

L I L L
v ‘ Z, , Z,

“ Z.+Z,

Figura 6-7 Circuito em paralelo de dois ramos.

Z2Z
Substituindo V = L;Z,, =1, [Z—fz—z] emV=1Z,eV=L2Z,
1

e calculando as du:

Admitancia

O inverso
ComoZ=V/NY=
admitancia é muitc

Vi

Portanto, a admita
paralelo é igual a sc

Na forma
indutiva, X; = oL, ¢

Da mesma
chama susceptancic
quanto o negativo s:

* N.R. A condutanci




5°=3+j1

9

’-\

Lo Z,
il

rcuito equivalente

slo ocorre freqiien-
Fig. 6-7(a) a tenséo
déncia equivalente

Z.Z
Z = 1742
" ZAZ,
0S.
e V=017,
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e calculando as duas correntes nos ramos

ZZ Zl
h=lbiz gz 7

Admitancia

O inverso do complexo impedancia é o complexo admitdancia Y = 1/Z.
Como Z = V/I, Y = I/V. Y é expressa em siemens (S) ou mhos. O conceito de
admitincia é muito conveniente em circuitos paralelos, como mostra a Fig. 6-8.

Figura 6-8
I.=1, +I2+I3=Y1V+Y2V+Y3V
=Y, +Y, +Y3)V=Vqu
e Veq=Y1+Y2+Y3

Portanto, a admiténcia equivalente de qualquer niimero de admitincias em
paralelo é igual 4 soma das admitancias individuais.

Na forma retangular, Z = R * jX. O sinal positivo indica reatancia
indutiva, X; = oL, e o sinal negativo significa reatancia capacitiva, X, = l/oC.

Da mesma forma Y = G * jB, onde G se chama conduténcia e B se
chama susceptdncia. O sinal positivo indica susceptincia capacitiva, B en-
quanto o negativo significa susceptancia indutiva, B I

* N.R. Acondutincia e a susceptancia sdo também expressas em siemens ou mhos.
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Consideremos um fasor tensdo V, geral, e a corrente resultante 1. A
corrente I pode estar adiantada, atrasada ou em fase com V; porém, em
nenhuma hipétese o dngulo entre elas pode exceder 90°. Consegiientemente,
trés casos podem ocorrer.

12 Caso. Os fasores tensio e corrente estdo em fase (Fig. 6-9).

v
I
9
|

V=V/s, I=I fp

Impedincia Admitancia
Z=V/o/Tfp = Z/0=R Y =I6/Vh = Y0 = G

A impedancia do cir-
cuito é uma resistén-
cia pura de R ohms.

A admitadncia do cir-
cuito é uma condutin-
cia pura de G mbhos.

Figura 6-9a

2? Caso. O fasor corrente estd atrasado de um &ngulo de 6 em relacdo a

tensdo. (fig.6-10).

\'
o
/N I
|
V=V I=1I48
Impedancia Admistancia
Z=V/f | I/¢e Y=1I/00/V/
=Z/® =R +jX, =Y/8 =G -JjB,
V/ JXe Y JB,

A impedéancia do circuito
consta de uma resisténcia e
uma reatancia indutiva em

série.

A admiténcia do circuito
consta de uma conduténcia e
uma susceptancia indutiva em
paralelo.

Figura 6-10

3? Caso. O fas
tensdo. (Fig.6-11

Conversio

A conver:
forma polar, ja qu
trabalhar com as
seguir.

Y-=

Y=VZ=1/
donde a con¢

Outro método




ite resultante 1. A
>m V; porém, em

‘onseqiientemente,

9).

aitancia

V= Y0 = G
G

tancia do cir-
uma condutin-
1 de G mhos.

de 6 em relacdo a

ia
b

- JB,
B,

t do circuito
mnduténcia e
indutiva em
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32 Caso. O fasor corrente estd avangado de um #ngulo de 6 em relacdo a

tensdo. (Fig.6-11).

Impedancia

Z =V/ /| I/¢+6
=Z/6 =R - jX,

y/ :L JXc
—

A impedincia do circuito

consta de uma resisténcia

e uma reatincia capacitiva
em série.

V= V/6,I=1I/6+8

Figura 6-11

ConversaoZ —Y

Admitincia

Y = 1[040 / Vo
=Y/0 =G + jB,

Y G +/B;

A admitincia do circuito
consta de uma condutin-
cia e uma susceptincia ca-
pacitada em paralelo.

A conversdo de Z em Y e vice-versa torna-se simples com o emprego da
forma polar, ja que Y = 1/Z. Entretanto, vez por outra, havera necessidade de se
trabalhar com as relagdes entre as componentes na forma retangular, como a

seguir.
Y=17Z Z=1Y
0y 1 R -jXx N G -jB
G + jB Rt X R2+X2R+JX_G+jB_G2+B2
R -X G -B
. = — B: = X:——
¢ rRixt® R? + X2 &+ ° G? + B?

Exemplo 3. Dado Z = 3 + j4, achar a admitancia equivalente Y.

Y = VZ = 1/5/53,1° = 0,2/-53,1° = 0,12 — j0,16

donde a condutincia G = 0,12 mhos e a susceptancia indutiva B = 0,16 mhos.

Outro método

"G =R/AR? + X?) = 3/(9 + 16) = 0,12
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B =-X/(R? + X?) =—4/25 = - 0,16
logo Y =0,12 — j0,16.
Problemas Resolvidos
6.1  As duas impedancias Z, e Z, da Fig. 6-12 estdo em série com uma fonte de

tensdo V = 100/0°. Achar a tensao nos terminais de cada impedancia e tragar
o diagrama dos fasores de tensac.

TN 7, =100

100/0° G) '

Z,| 14,4763.4°

Figura 6-12

v

Zeq=Z1+Zz=10+(2 +j4) =12 +j4=1265/18,45°e I = Zl
eq

100 jo°
= 7,9 /- 18,45°. Entio,
12,65 /18,45°
V,=1Z, =7,9/-18,45°(10) = 79/-18,45° = 74,9 — j25

V, =1Z, =(7,9/-18,45°) (4,47/63,4° = 35,3/45° = 25 + j25

Verifica-se que V, + V,, = (74,9 — j25) + (25 + j25) = 99,9 + jO =~ 100/0° = V,
como mostra graficamente o diagrama da Fig. 6-13.

v,
5 vo100/07--.

-18,45°

6.2

6.3

Calcular a i

No circuito

20/60° = 10
10 +417,3 =

Na freqliénci
Fig. 6-15. Ac
dos fasores ¢

X, =aL=4(
eZ=R+jQ
X, -X.)R,

A impedanc:

\'

I=_=_
z 4

V= 53,6/6¢




)

com uma fonte de
1pedancia e tragar

+j0 = 100/0° =V,
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6.2 Calcular a impedancia Z, do circuito em série da Fig. 6-14.

1=2,5/-15°
——-
Z,
50/45°
Figura 6-14
No circuito dado, Z__ = v = /.3 =
“ 1 g95/l15°

20/60° = 10 + j17,3. Como Zeq =Z,+Z,
10+173=(5+78) +ZyeZ, =5 +j9,3
6.3 Na freqiiéncia @ = 400 rad/s a corrente esta avancada de 63,4°, no circuito da

Fig. 6-15. Achar R e a tensdo em cada elemento de circuito. Tracar o diagrama
dos fasores de tensao.

— W

i R

. 25 mH
()
50 uFT

Figura 6-15
X; = @L = 400(25 x 1073) = 10 ohms, X, = 1/oC = 1/400(50 x 1075) = 50 ohms
eZ=R +jX; —-X,) =-R —j40. Também, Z = Z/~63,4°. Como tg (-63,4°) =
X, —XoVR, R = —40(tg - 63,4°) = 20 ohms.

Aimpedancia Z = 20 — j40 = 44,7/ -63,4° e a corrente

A% 120 0° _
I=. =——5— =268 /63,4". Entdo,
Z  447/-634

V. =53,6/634",V, =26,8/153,4°e V= 134/-26,6°
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O diagrama de fasores de Fig. 6-16 mostra queVp+V, +V,=V.
[ V=120/0"
Figura 6-16
6.4 Determinaram-se as constantes R e L de uma bobina colocando-a em série com

um resistor padrao de 10 ohms e lendo as tensdes nos terminais de R, da
bobina e do circuito em série completo. Quais os valores de R e L para as
seguintes leituras de tensao em 60 Hz: V, = 20; Viob = 22,4 volts e V; = 36 volts?

Atensio Vy, e acorrente I estdio em fase. Seja Vi = 200°; entsio: 1= Vi/R=
=2/0".

Na Fig. 6-17, do inicio de V. tracamos um arco de raio 36 e da extremi-
dade de Vj,_ tragamos um arco de raio 22,4. A intersecéo dos dois arcos é
a extremidade dos fasores VeV, ,, satisfazendo, portanto a igualdade
Vp=Vp +V, .

S

Determinamos o 4ngulo do fasor V. aplicando a lei dos co-senos.

(36)% + (20)2 — (22 4)2
2(36)(20)

cos 0. = = 0,831, o = 33,7

Entéo, V.= 36/33,7° = 30 + j20 e Vb = V7 — Ve, =10 + 20 = 22,.4/63.4°.
A impedancia da bobina é

Zyp = Vio/I=(10 +j20)/2 = 5 + j10, donde R = 5 ohms.

Para f = 60 Hz, X; =2nfL = 2n(60)L = 10 e L = 26,5 mH.

]

6.5

Calcular as ¢
6-18. Tragar ¢
Z2,2,/(Z, + Zy)

Z,=3-j4=
v
L=z -5

_V._5
L=y -
v



1do-a em série com
arminais de R, da
de R e L para as
its e V=36 volts?

entdo: 1=V, /R =

) 36 e da extremi-
10 dos dois arcos é
tanto a igualdade

C0-3enos.

+j20 = 22,4/63.4".
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Vo=2000"

Figura 6-17

6.5 Calcular as correntes nos ramos e a corrente total no circuito paralelo da Fig.
6-18. Tragar o diagrama de fasores. Achar Z,, a partir de V/I, e comparar com
Z.Z2,/(Z, + Z,).

|
soo(f <o

Figura 6-18

Z,=3-jd=5/53,1 eZ, = 10. Entio,

\'4 50 jo° . )
TR S =1053,1 =6 +j8
1" Z, s5/531° J

_ vV _500 _
L=z, -1 =58 =5

L=+ I,=11+;8 = 13,6/36"

N Z.Z [ °
7 = ! - M - 3,67 {_360, 7 = 172 - 5/ 5?,1 (10)
I,  13,6/36° e " Z, +2Z, (3-j4)+10
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= M = 3,67 /-36° (resultados idénticos)
13,6 ~17,1°
O diagrama de fasores est4 representado na Fig.6-19.
A\
Figura 6-19
6.6  Determinar a corrente em cada elemento do circuito em série-paralelo da Fig.

6-20.
10
100&’@)' 710
Figura 6-20
_ _ _5G10) _ o .
Zoy =10 = 10 = 14+ j2 = 1414 /814" e
L, - Y _ 10000 _ 7,07 /-8,14°. Ento,

T Z, 1414814
I,,=L,=1707/-814
L, =L, =7,07/814

T = Ip (7

L -1, (g

Os valores
respectivame
nhecidas R ¢

6.7

Aplicando a
tensédo aplic
Existindo u
aplicada. Ex
se a Fig. 6-2

5

Cos O =

Do diagram

Entéo, a ad
j0,228.

1

E = 0,195




1ticos)

jrie-paralelo da Fig.
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6.7

Ij10 =1, (5 " 10] 7,07 /-8,14° ( ) = 3,16 /71,54
j1 J10 _ o
I, =L, (5 " 10] = 7,07 /8,14 [ 10) 6,32 /18,46

Os valores eficazes das correntes I;, I, e |, do circuito da Fig. 6-21 sao,
respectivamente, 18, 15 e 30 ampéres. Determinar as impedancias desco-
nhecidas R e X,.

= 1L 12 ‘

R X, 40 §

Figura 6-21

Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes, I, + I, = 1. Em fase com a
tensdio aplicada V esté L, Seja L, = 15/0°; entéo, V = 15/0° (4) = 60/0°.
Existindo uma reaténcia indutiva, I, esta atrasada em relagéo 4 tenséo
aplicada. Empregando-se a mesma construg¢éo usada no Probl. 6.4, traca-
se a Fig. 6-22. Entio,

(15 + (18)% — (30)2
2(15)(18)

cos o = -0,656 e o = 130,5°

. . - A\ 60 /O° .
Do diagrama, I, = 18/49,5°. Entdo, Z, = — = = 3,33 /49,5°.
& ! 'L 18/495
Entéo, a admiténcia complexa Y, = UR + 1jX; = 1/3,33/49,5° = 0,195 —
J0,228.
1 1

R = F% 5 13 ohms e X 0,228

= 4,39 ohms
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L=150" v
Figura 6-22
6.8 O valor eficaz da corrente no circuito em série da Fig. 6-23 é 5 ampéres. Quais

s&@o as leituras em um voltimetro ligado, primeiro nos terminais do circuito e,
depois, nos terminais de cada elemento?

000
2 Jj4 -6

Figura 6-23

Zeq =2+ j4 —j6 = 2,83/ —45°. Portanto,
V,=(2,83)5) = 14,14 V Vj4 =(4)5) =20V
V2 =2)5) =10V V—jG =(6)5)=30V

O diagrama dos fasores, Fig. 6-24, mostra a soma dos fasores tensfo nos
terminais de cada elemento.

Referéncia
Intensidade

Figura 6-24

6.9

6.10

A leitura do
Fig. 6-25 6 «

I, =45/3 =
L, = 15/0°.
el, =63,6/
Entio,

I=1+1,
= 19,65 —j1
Aleitura d

No circuito ¢
paralelo do ¢

_ (20
» 20 +

Como

V=1Z e}
111,5 volts
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6.9 Aleitura do voltimetro nos terminais do resistor de 3 ohms do circuito paralelo da
Fig. 6-25 é 45 volts. Qual é a indicagao do amperimetro ?

I, = 45/8 = 15 amp. Supondo um éngulo de 0°,

I, = 15/0". Logo, V = 15/0° (3 — j3) = 63,6/45"

e, = 63,6/~45°/(5 +j2) = 11,8/-66,8" = 4,65 — j10,85
Entéo,

I =1, +1L,(4,65-j10,85) + 15

5 5 ampéres. Quais ) .
linais do circuito e, = 19,65 - j10,85 = 22,4/-29°

A leitura do amperimetro é 22,4 ampéres.

TR
J2 /{\7'3

Figura 6-25

6.10 No circuito em série-paralelo da Fig. 6-26 o valor eficaz da tenséo, no trecho
paralelo do circuito, é 50 volts. Calcular o valor correspondente de V.

. 20 + j60)y6 3 .

‘asores tensdo nos i Zp = 2(0 i jéIO 16 5,52 /88,45° = 0,149 + j5,52
Como
V=IZ eV = IZp,Vp/Zp = V/Zeq. Logo, V = Vp(Zeq/Zp) = 50(12,3/5,52) =
111,5 volts




130 Circuitos Elétricos
Y1 =0,25
Z,=1Y,
Figura 6-26
6.11 Calcular a impedancia equivalente e a corrente total do circuito em paralelo da
Fig. 6-27.
Outro método
" ° L=I+1
150@(?' Js 1B 107N =1 +
78,66
; donde I, :
Figura 6-27
Y, =1/5 = —j0,2
1= J 6.13 Dado o dia
Y, = 1/10/60° = 0,05 — 0,0866 G
Y, =115 = 0,067 ‘ Impedéan
Y, =110 = ;0,1 7 = ‘_If -
Y, =0,117-0,1866 = 0,22/-58°
Entdo, I, = Vqu = (150/45°)(0,22/-58°) = 33/-13° ¢ Zeq = 1/qu = = 2
= 1/(0,22/-58°) = 4,55/58° , \270
1
6.12 Determinar a impedancia Z, do circuito em paralelo da Fig. 6-28.
30°

I; 315 s | =
Admiténcia do circuito: Y = % = 2= =0,63 /-36° = 0,51 —;0,37. :
“ V500"

Como qu =Y, +Y,+ Y, =Y, +(0,1) + (0,16 —j0,12) = 0,51 — 0,37,

[VVR



uito em paralelo da

/

e Z 1/Y

eq eq

3-28.
=0,51 —j0,37.

0,51 — 0,37,
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Y, = 0,25 ;0,25 = 0,25 V2 /45°. Logo,

Z,=UY, =22 /45'=2+j2

=315 /24" 4
O [|a Zw
J3
Figura 6-28
Outro método
_ _ 50 /60° 50 /60° .
L=L+L+L=1+ 10 +536,9° = 31,5 24",
donde I, = 17,7/15°. Logo,
z1=X= 2050 =202 45" = 2 + j2.
L 11,745

6.13

Dado o diagrama de fasores da Fig. 6-29, determinar a impedancia e a admitan-

cia equivalentes que a ele correspondem.

Impeddncia equivalente Admiténcia equivalente
z - ¥V _120/15° z -V _ 3[15
I 3l15 I 12080°
= 40/45° = 0,025/-45°
= 28,3 +j28,3 =0,0177 - j0,0177
A
120
80° 28,3 o 5
<8 z Jj283 Y 00177 S 00177
3

Figura 6-29
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6.14 Dado o circuito em série-paralelo da Fig. 6-30, determinar Zge Yo

6.15

Figura 6-30

Calcula-se, primeiro, a admitancia equivalente dos trés ramos em parale-
lo, que, em seguida, é convertida em impedancia.

1 1

1
Y =5+ +—
Pea 5 j2  5/531°
= 0,32 -j0,34 = 0,467 /- 46,7°

Z,,=1Y,,, =2]14/46,7 = 1,47 +j1,56
Logo, Zeq (2 +75) + (1,47 + j1,56) = 3,47 + j6,56 = 7,42/62,1°

qu = 1/(7,42/62,1°) = 0,135/-62,1° = 0,063 — j0,119

Converter o circuito em série-paralelo do Probl. 6.14 em dois circuitos equivalen-
tes que contenham, respectivamente, Z,e Yy

Achar as correntes, supondo-se aplicada uma tensio V = 120/0° a cada
circuito.

—J:BL >
0,119

Figura 6-31

6.16

6.17

(@) Z =742
-V __12
Z 749

As correntes
correntes equ

Como as adz

Yp:YsouE'

Igualando as

R :
Rp (Rs)2 :

donde Rp =h

Determinar a i




o€ Y.,

ramos em parale-

D= 7,42/62,1°

-j0,119

circuitos equivalen-

V = 120/0° a cada
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(@)Z =17,42/62,1° (b)Y =0,135/62,1°

1=%= 12007 16,2 /- 62,1

I = VY = (120/0") (0,135 /62,1
7,42 /62,1 (205 ¢ )

=16,2 /~62,1°

6.16 As correntes de uma bobina s&o, em série, chamadas de R, e L_. Determinar as
correntes equivalentes em paralelo, A, e L, em termos de R e L,.

Como as admitancias dos dois circuitos da Fig. 6-32 devem ser iguais,
1 1 1 R, - joL,

Yo=Y Rt el =R, +jal, - @) + @L,?

P P4
[ 4
R,
§RP LP g
L
[
Figura 6-32

Igualando as partes reais e as partes imagindrias:

1 R 1 —JjoL

s

R, ®Ry+ L) © joL, = ®)® + (aL)?

- 2 — 2 /2
donde Rp =R +(aL)/R, e Lp =L + RZ/0°L,.
6.17 Determinar a impedancia equivalente do circuito em série-paralelo da Fig. 6-33.

B, + joL)Ry . (BB, + joLR) (R, + Ry) — joL]

Z = R R T
* 'Ry + Ry + joL 1 R, + Ry? + (aL)?

, RoRyR, + By + o?L7R, + joLRyEB, + Ry) — joL(ByRy)
) (R, + Ry? + (aL)?
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g . RyR? + R,R, + o?L?) . oLR2
! (R, + R)? + (aL)? (B, + Ry)? + (oL)?
S Req + ijeq

Figura 6-33

6.18 O primeiro ramo do circuito em paralelo da Fig. 6-34 contém dois resistores B
iguais, em série, e no segundo existe um resistor R, em série com uma indutan-
Cia variavel L. Mostrar como varia, em funcao de L, a tensdo entre Ae B.

R L, R,
v I I, l A B
R L
Figura 6-34
No primeiro ramo da corrente I, = V/2R a diferenca de potencial do
resistor de baixo é I R = %V.

No segundo ramo, a corrente I; = VIR, + jwL) e a d.d.p. na indutancia é

\'

I joL = ®, + joLy VD)

6.19

Como as pol:
Vip=LR-

Racionalizar

o[

A expresséo
forma polar,

2

=4
Il

arc tg

Ka e |

= arctg —
g 1-
Portanto, o v

impedéncia c

Na Fig. 6-36, di
a diferenga de |



Circuitos em série e em paralelo 135
% Como as polaridades séo as da Fig. 6-35,
+(@l)? v I,R-I,(joL) lV _V__ joL
ap = LR 1000 =5V = @ ey 09D
Racionalizando e separando os termos real e imaginario, temos:
27 2 oLR
VAB=V1_ 2(0L 2|~ J| 52 12
2  R? + (al) Ry + (o)
A expressdo entre colchetes é um ndmero complexo que, convertido 2
forma polar, tem valor absoluto r e angulo ¢.
\/ 1 oL Y oLR, ¥
= —_ - + | S
r 27 R+ (L] " |R?+ @L?| " 2
[~ oLR,/[R? + (wL)?] - 20LR,
'm dois resistores B | ¢ = arctg 7 =arctg 5 ———5 =
ie com uma indutan- ] = _ m2L2/[R% + (@L)?] R} — (oL)
yentre Ae B. ‘ 2
T 2(oL/R,)
= A TR Y

Portanto, o valor absoluto de V ap € constante, ie., V,p = %V; e como

tg 2¢ = (2 tg x)(1 - tg2 x) e WL/R = tg 0, ¢ = — 26, onde 8 é o angulo da
impedéncia complexa do segundo ramo.

:a de potencial do

Figura 6-35

p. na induténcia é

6.19 Na Fig. 6-36, duas malhas ativas sdo ligadas por um resistor de 10 ohms. Achar
a diferenga de potencial entre A e B.
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Da Fig. 6-36 temos

I - 10 /30° -

A7 3_j4

10 jo°
I = -
B~ 3 +j4

10/30° .
= 2/83,1
5/-53,1°

CULE = 2/-53,1°

" 5/53,1°

Figura 6-36
Para determinar V A € necessdrio que se conhegam as tensdes nos termi-

nais de cada um dos elementos da Fig. 6-37. Considerando as polaridades
corretas, temos

Vax=~L(4) = -2/83,1° (- j4) = — 8/-6,9" = — 7,94 + j0.96

Vyy 0 (ndo passa corrente no resistor de 10 ohms)

Vyp = Vp(j4) = - 2/-53,1°(j4) = 8/36,9°= 6,4 +j4,8

Logo, V=V, +Vy + V. =—1541+,576 =595/105°

l §Zi _Iyl 10 lkI;‘J"i'
B - ty X - A

Figura 6-37

6.20 A corrente total do circuito em paralelo da Fig. 6-38 é I = 18/45°. Determinar
a diferenca de potencial entre os pontos Ae B.

6.21

Da Fig. 6-38,

I =L |-—
il

y
7,

As tensdes ns
93,2/120°e V

A Fig. 6-39
polaridades i

I

I

V5 =(93,2/1

Determinar a i
ponte da Fig. 6-

A combinacgo
paralelo de Z,

ZZ
+

Zeq =z

1



tensdes nos termi-
1do as polaridades

+j0,96

= 5,95/105°

1 8{45". Determinar

6.21
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—

Tz,
10 Jj2
A B
20 Jj6é
Figura 6-38

Da Fig. 6-38, temos

Zy j8
= —_—— — = — o
I, = IT(ZA Y 7, ) = 18 /45 (30 " ng = 4,66 /120

Z
Iy = [z*Tz—]‘w&(ams) 17,6 80°

As tensoes na resisténcia de 20 ochms e na reaténcia j6 séo V. 90 = 14(20) =

93,2/120° e Vje =I,4(j6) = 105/120°, respectivamente.

A Fig. 6-39 mostra que as duas tensdes podem ser somadas com as

polaridades indicadas. Entéo,

V5 = (93,2/120°) - (105/120°) = 11,8/-60°

A B
+ +a) .
20 Jé

Figura 6-39

Determinar a impedancia equivalente entre os terminais A e B o circuito em

ponte da Fig. 6-40.

A combinagédo de Z, e Z, em paralelo estd em série com a combinagéo

paralelo de Z, e Z,. Ento,
2,7, Z,Z,

Zey T Z,+Z, 7, + 12,
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_ 500 (2000 /-30%)
500 + 2000 /-30°

596 /4,05°

250 /30° (1000)
250 /30° + 1000

Z,=500

Z,=2000/-30° 2,=1000

Figura 6-40

Problemas Propostos

6.22 Calcular a tens@o em cada impedancia do circuito em série da Fig. 6-41.
Mostrar num diagrama de fasores que a soma V, + V, + V, éigual a tensao
“aplicada V = 100/0".
Resp.:31,4/20,8°; 25,1/50,8°; 62,9/~29,2".

Figura 6-41

6.23 Determinar a tens&o V, aplicada ao circuito em série da Fig. 6-42, sabendo que
é de 27/-10" volts a queda de tensdo em Z,.
Resp.: 126,5/-24.6°.

6.24

6.25

6.26

6.27

Trés impedar
de tensao de
de tensdo emr
Resp.: 1 =15

Uma fonte de
de R fixo e .
corrente é | :
atrasada de «
eficaz da corr
Resp.: 6,25 a

A queda de te
15°. Determir
Resp.. R=4

Um circuito
reatancia inc
impedancia 2
resuitante?
Resp.:Z =1



série da Fig. 6-41.
V; é igual a tensdo

. 6-42, sabendo que
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6.24

6.25

6.26

6.27

Z Z, Z,

3/45°

1

104710

Figura 6-42

Trés impedancias Z, =5 + j, Z, = —j8 e Z, = 4 s&o ligadas em série a uma fonte
de tenséo desconhecida V. Determinar 1 e V, sendo 63,2/18,45° volts a queda
de tensdo em Z,.

Resp.:1=15,8/18,45"; V = 150/0°.

Uma fonte de tensao V = 25/180° é ligada a um circuito em série, constituido
de R fixo e X, variavel. Colocada a reatancia em um valor arbitrario, a
corrente é I = 11,15/153,4". Entéo, X, é ajustada de modo a tornar a corrente
atrasada de 60" em relagdo a tensdo. Nessa segunda hipétese, qual é o valor
eficaz da corrente?

Resp.: 6,25 ampéres.

A queda de tensdo na reatancia /2 do circuito em série da Fig. 6-43 & Vp= 13,04/
15°. Determinar Z.
Resp.: R =4 ohms; X = 15 ochms.

WWW
9
Ve ‘ Jj2
O
120/-120
Z
Figura 6-43

Um circuito em série é constituido de uma resisténcia A = 1 ohm, uma
reatdncia indutiva jX; = j4 ohms e uma terceira impedancia Z. Qual é a
impedancia Z, sendo V = 50/45° a tensio aplicada e | = 11 ,2/108,4" a corrente
resultante?

Resp.:Z=1-8.



140 Circuitos Elétricos

6.28 Um circuito em série de trés elementos contém uma impedancia L = 0,02 H. A
tens@o aplicada e a corrente resultante estdo mostradas no diagrama da Fig.
6-44. Quais sdo os outros dois elementos do circuito, sendo ® = 500 rad/s?
Resp.: R=10Q; L = 0,04 H.

I \%
(B 250 volts

Figura 6-44

6.29 Calcular Z e | correspondentes ao diagrama de fasores da Fig. 6-45.
Resp.:Z=2-j0,5; Y = 0,47 + j0,1175.

25(‘ 9,05,
I

v
85 41,2

Figura 6-45

6.30 Para determinar a resisténcia R e a indutancia L de uma bobina fazemos a
ligacao série da bobina com um resistor r = 25 ohms e uma fonte de 120 voits,
60 Hz. Em seguida, medimos as tensdes no resistor, V, = 70,8 volts e nos
terminais da bobina V,, = 86 volts. Calcule Re L.
Resp.: R=5 ohms, L =79,6 mH.

6.31 Uma combinagéo série de R e C est4 ligada em série com uma resisténcia de 15
ohms. Aplicando-se ao conjunto uma fonte de 120 volts, 60 Hz, as tensdes
eficazes nos terminais do conjunto RC e do resistor puro sdo, respectivamente,
87,3 e 63,6 volts. Determinar Re C.

Resp.: R=5 ohms; C = 132,5 pF.

6.32 Determinar Z,, e Y,, do circuito em paralelo de dois ramos mostrado na Fig.
6-46. Calcular a corrente para cada circuito equivalente.

Resp.:Z,, = 18,6/7,15"; Yoq = 0,0538/=7,15"; 1, = 10,75/-7,15".

6.33 Determinar a
da Fig. 6-47.
Resp.: 1625

6.34 Determinar i-
comparar cor
Resp.:l;= 1"

6.35 A Fig. 6-49r
paralelo de d
Resp.:Z,=2




incia L = 0,02 H. A
) diagrama da Fig.
o = 500 rad/s?

g. 6-45.

bobina fazemos a
fonte de 120 voits,
= 70,8 volts e nos

na resisténcia de 15
60 Hz, as tensbes
0, respectivamente,

s mostrado na Fig.

715"

Circuitos em série e em paralelo 141

10 15
200&(“‘)‘
720 —lez’]\\
Figura 6-46

6.33 Determinar as correntes dos ramos e a corrente total do circuito em paralelo
da Fig. 6-47. Construir o diagrama de fasores, mostrando I, I, e 1.

Resp.: 16/25°; 12/0°; 27,4/14,3".

Tl

2401g§(£{>t1szgg{ 204gz[]

L

Figura 6-47

6.34 Determinar 1 no circuito emparalelo da Fig. 6-48. Achar Z,, darelagéo Vii; e
comparar com Z,, = Z,Z,/(Z, + Z,).

1
Resp.:1;=17,9/42,4"; Zy= 5,59/-12,4".

L 4 5
woora ()|
/l\ —j4 78,66
Figura 6-48

6.35 A Fig. 6-49 mostra o diagrama de fasores correspondente a um circuito em
paralelo de dois ramos. Determinar as impedancias dos ramos Z, e Z,,.
Resp.:Z,=2,5+20;Z, = 15/-90".

SENA!/
NUCLEO
TECNOLD
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4,95
82,87

100 N
6,67

Figura 6-49

6.36 A tensdo aplicada e as correntes em um circuito paralelo de dois ramos sio as
indicadas no diagrama de fasores da Fig. 6-50. Achar as impedancias dos
ramos, Z, e Z,.

Resp.: Z, = 11,55 - j20; Z, = 27,6 + ji1,75.

6.5

30°

-30°
5
BN
\4
L 150
Figura 6-50

6.37 Dados I, = 2/-30" e I, = 4,47/33,4°, achar Z, na Fig. 6-51.

Resp.: Z, = —j5.
I, lIl 12‘

o=

Figura 6-51

6.38 Determinar Y,
gando admita

Resp.: Yoq = (
150/ 4¢

6.39 CalcularZ, e
Resp.: Z,, =z

6.40 Dados V =50,
Resp.: Z = 5[-

6.41 Determinar Z,
Resp.:Z = 5[4
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6.38 Determinar Y, e Z,, do circuito de 4 ramos em paralelo da Fig. 6-52, empre-
gando admitancia. Calcular 1 do circuito equivalente.

Resp.: Y, = 0,22/-58"; Z, = 4,55/58"; I = 33/-13".

5
150/ 45" 1 J5 15 ~T~-10
78,66

Figura 6-52
+ dois ramos sdo as , l . el Fi
s impedancias dos 6.39 Calcular Z,, e Y, do circuito paralelo mostrado na Fig. 6-53.
Resp.: Z,, = 2,87/27"; Yoq= 0,348/-27".
10 5
5 l
MWW
2 J8
Figura 6-53
6.40 Dados V = 50[30" e l;=27,9/57,8", determinar Z, na Fig. 6-54.
Resp.:Z = 5/-30".
—_— IT
3
A% Z 5
T~ —j4
5 Figura 6-54
6.41 Determinar Z, na Fig. 6-55, conhecidos V = 100/90° e I; = 50,2/102,5".
Resp.:Z =5/45".
— ]
2
\% 1 Z 10
T2
‘ Figura 6-55
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6.42 Um conjunto série R e C estd em paralelo com um resistor de 20 ohms. Aplicada
ao circuito uma fonte de 60 Hz, a corrente total é 7,02 ampéres, a corrente no
resistor de 20 ohms é 6 ampéres e no ramo RC é 2,3 ampéres. Determinar R e
C

Resp.: R =15 ohms; C = 53,1 pF.

6.43 Dada a Fig. 6-56, determinar R e X, sendo 29,9 ampéres a corrente eficaz total,
8 amperes a corrente em R e 22,3 ampéres a corrente do conjunto RL em
paralelo.

Resp.: R = 5,8 ohms; X, = 14,5 ohms.

I

I
R= JjX, 15

Figura 6-56

6.44 Determinar a tensao V 4z no circuito da Fig. 6-57.
Resp.: 28,52/183,68".

Figura 6-57

6.45 Um voltimetro colocado nos terminais do resistor de 3 ohms da Fig. 6-58 indica
45 volts. Qual é a leitura do amperimetro?
Resp.: 19,4 ampéres.

‘\ Figura 6-58

6.46 Determinar a
marca 45 volt:
Resp.: 18 amy

6.47 Calcularaten.
Resp.: 25,2 vc

6.48 O valor eficaz
valores corres
qualquer Ve ¢
Resp.: 54,3 vc

6.49 Determinar o\
sendo de 50 v«
Resp.: 54,6 vo




e 20 ohms. Aplicada
)éres, a corrente no
res. Determinar Re

corrente eficaz total,
do conjunto RL em

5 da Fig. 6-58 indica
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6.46 Determinar a leitura do amperimetro da Fig. 6-59 sabendo que o voltimetro
marca 45 volts nos terminais do resistor de 5 ohms.
Resp.: 18 ampéres.

Figura 6-59

6.47 Calcular a tenséo eficaz entre os pontos A e B do circuito do Probl. 6.46.
Resp.: 25,2 volts.

6.48 O valor eficaz da tenséo entre os pontos A e B da Fig. 6-60 é 25 volts. Achar os
valores correspondentes de V e l;. Sugestfdo: Supor um valor conveniente para
qualquer V e determinar V’ .5 correspondente. Depois: V/25 = VIV’

Resp.: 54,3 volts; 14,2 ampéres.

I
T 5 6
OF 3
73 4
Figura 6-60

6.49 Determinar o valor eficaz da fonte de tensédo, no circuito paralelo da Fig. 6-61,
sendo de 50 volts a diferenga de potencial entre Ae B.
Resp.: 54,6 volts.
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6.50 Reportando-se a Fig. 6-62, verificar que, para quaisquer valores de R e X, 0

Figura 6-61

valor eficaz de V ,; é constante e igual a 50 volts.

10:
100 ©° C“> t A B
b X,
Figura 6-62

MAKRON PC
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l Capitulo 7

wxroN - POTENCIA E CORRECAO DO
FATOR DE POTENCIA

Introducéao

Em diversos equipamentos elétricos, o maior interesse reside na po-
téncia. Por exemplo, temos interesse na poténcia gerada por um alternador, na

poténcia a entrada de um motor elétrico ou na poténcia de saida de um
transmissor de radio ou de televisio.

Se a tensdo, na Fig. 7-1, for funcio do tempo, a corrente resultante
serd, também, funcio do tempo e sua amplitude dependera dos elementos da
estrutura passiva. O produto da tenséo pela corrente, em qualquer instante, se
chama poténcia instantédnea e é dado por:

p=ui

i(t)

v(t) t Circuito
Passivo

Figura 7-1

147
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A poténcia p pode tomar valores positivos e negativos, dependendo do
instante que se considere. Uma p positiva indica uma transferéncia de energia
da fonte para a estrutura, ao passo que o valor negativo de p corresponde a uma
transferéncia de energia da estrutura para a fonte.

Poténcia em Regime Estaciondario Senoidal -
Poténcia Média (P)

Consideremos o caso ideal em que a estrutura passiva consta apenas
de um elemento indutivo e apliquemos a ela uma tenssio senoidal da forma
v =V sen wt. A corrente resultante tera a forma i = I sen (ot — n/2). A poténcia
em qualquer instante sera:

p=uv =V I (senot)[sen (ot — n/2)]

Como sen (ot — /2) = — cos @t e 2 sen x cos x = sen 2x, temos:
S 9
p=- 5Vm sen 20¢

O resultado acima est4 ilustrado na Fig. 7-2. Quando v e i s&o positi-
vas, a poténcia p é positiva e a energia é fornecida da fonte para a induténcia.
Quando v e i sdo de sinais opostos, a poténcia é negativa e a energia retorna da
indutédncia para a fonte. A poténcia tem uma fregiiéncia dupla da tensdo da
corrente. O valor médio da poténcia, indicado por P, é nulo para um ciclo
completo.

ot
)’%n \7‘ t i! 2n 7

Figura 7-2 Estrutura com L pura.

No caso i
andlogos, como m«

Se aplicar
contenha resistén

Como sen’

A Fig. 7-
poténcia tem freqt
é sempre positiva

poténcia é P = %‘



os, dependendo do
eréncia de energia
:orresponde a uma

i ~

iva consta apenas
senoidal da forma
‘= w/2). A poténcia

¢, temos:

do v e i sdo positi-
sara a induténcia.
anergia retorna da
apla da tensdo da
alo para um ciclo
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No caso ideal de uma estrutura capacitiva pura obtém-se resultados
andlogos, como mostra a Fig. 7-3.

p=u

ot

Figura 7-3 Estrutura com C pura.

Se aplicarmos, agora, uma tenséo v = V. sen of a uma estrutura que sé
contenha resisténcia, a corrente serd i = I sen wt e a poténcia correspondente

B 2
p =uv =V I sen®ot

[y

Como sen? x = 5 (1 — cos 2x), temos:

p= %lem (1 — cos 2mt)

A Fig. 7-4 ilustra este resultado. Verifica-se que, também aqui, a
poténcia tem freqiiéncia dupla da tenséo ou da corrente. Além disso, a poténcia
é sempre positiva e varia de zero ao valor méximo V., I,. O valor médio da

poténcia é P = % Vol

w2 Vn
U

Figura 7-4 Estrutura com R pura.
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Finalmente consideremos o caso de um circuito passivo geral. Aplicada
uma tenséo senoidal v = V., sen ot, teremos uma corrente resultante ; = I o Sen
(ot + ¢). O 4angulo de fase ¢ serd positivo ou negativo, dependendo do cariter
capacitivo ou indutivo da estrutura. Ent&o,

p=u = VmIm sen ot sen (Wt + ¢)

Como sen o sen = %[cos (@ — B) — cos (a0 + B)] e cos (—) = cos o

p = %lem [cos & — cos 2ot + ¢)]

A poténcia instantinea p consta de um termo senoidal —1/2 V. I cos
(2ot + ¢), cujo valor médio é zero, e de um termo constante 1/2 V1, cos ¢. Logo,
o valor médio de p é

1
P = §Vm1m005¢ = Vlcos ¢

onde V = Vm/\/g el / V2 sdo os valores eficazes dos fasores V e 1, respectiva-
mente.

O termo cos ¢ é chamado fator de poténcia. O angulo ¢ é o angulo entre
V e 1 e seu valor esta sempre entre + 90° e —90°. Portanto, cos ¢ e, conseqiiente-
mente, P sdo sempre positivos. Entretanto, para indicar o sinal de ¢, diz-se que
um circuito indutivo, que tem a corrente atrasada em relagéo a tensio, tem um
fator de poténcia atrasado. Num circuito capacitivo, a corrente estd adiantada
em relacdo & tensdo; diz-se que ele tem um fator de poténcia adiantado.

A poténcia média P pode também ser obtida da expresséo
T
21 I
P = 7, pdt

O watt (W) e o quilowatt (kW) = 1000 W sdo unidades usadas para a
poténcia média.

Poténcia Ap.

O produtc
N. Aunidade N é .
ampere (kVA) = 1(

Poténcia Rec

O produto
Q. Sua unidade é ¢
€ o quilovolt-ampe
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V.- >
"\ /\ t
n/m\/ 21/w 3n/m

7 \wo VAR
21/

PLL . _\- [N RO S N,
+ + +
/ t

vn/m vZn/u) \J 3n/®

o~
o~

3

T

Figura 7-5

Poténcia Aparente (N)

O produto VI chama-se poténcia aparente e representa-se pelo simbolo
N. Aunidade N ¢ o volt-ampere (VA) e o seu miltiplo mais usado é o quilovolt-
ampeére (kVA) = 1000 VA.

Poténcia Reativa (Q)

O produto VI sen ¢ chama-se poténcia reativa e indica-se pelo simbolo
Q. Sua unidade é o volt-ampere-reativo (VAR) e o seu miiltiplo mais empregado
€ o quilovolt-ampeére-reativo (kVAR) = 1000 VAR.

# . e
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Triangulo das Poténcias

As equacdes que exprimem as poténcias médias, aparente e reativa
podem ser desenvolvidas geometricamente em um tridngulo retangulo chama-
do tridngulo das poténcias.

Dado um circuito indutivo, representa-se a corrente atrasada e a ten-
séo nos terminais, como mostra a Fig. 7-6(a), tomando V como referéncia. Na
Fig. 7-6(b) representou-se a corrente com seus componentes em fase e em
quadratura. A componente em fase est4 em fase com V e a componente em
quadratura ou reativa é normal a V ou 90° fora de fase. Na Fig. 7-6(c) repetiu-se
o diagrama, multiplicando I, I sen ¢ e I cos ¢ pelo valor eficaz da tenséo, V.
Tem-se:

Poténcia média P = tens&o x componente em fase da corrente = VI cos ¢
Poténcia aparente* N = tenséio x corrente = VI

Poténcia reativa @ = tenséo x componente em quadratura da corrente = VI sen ¢

I .
. cos ¢ P=VI cos ¢
¢ ¢ ¢

Q = VI sen ¢
I I sen ¢ Atrasado

@
) (c)
Figura 7-6 Tridngulo das poténcias, carga indutiva.

Procedimento semelhante pode ser aplicado a uma corrente adiantada
como na Fig. 7-7. O tridngulo das poténcias, quando a carga é capacitiva, tem o
cateto @ acima da horizontal.

*  N.R.E muito comum a utilizacdo do simbolo S para indicar poténcia aparente. A escolha fica
a critério do professor.

(@)

Fig
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I N =VI
1 = VI
P gdiantadien i
) ¢ ¢
A\

I cos ¢ P = Vicos f
(a) ) (¢)

Figura 7-7 Triangulo das poténcias, carga capacitiva.

Poténcia Complexa

Os trés lados, N, P e @, do tridngulo das poténcias podem ser obtidos do
produto VI*, cujo resultado é um nimero complexo, chamado poténcia com-
plexa N. Sua parte real é igual a poténcia média P e sua parte imaginéria igual
a poténcia reativa Q.

Seja V =Vel%e I = I/ + 9 Entao,
N = VI* = Vel*le7© + 9 = V]e7¢ = VI cos ¢ — jVI sen ¢ = P —jQ

O moédulo de N é a poténcia aparente N = VI. Um angulo de fase
adiantado (I adiantada em rela¢éio 4 V) determina uma poténcia @ adiantada,
ao passo que um angulo de fase atrasado indica @ atrasada. Deve-se ter isso em
mente ao construir-se o tridngulo das poténcias.

A seguir, apresentamos um resumo de equagdes que podem ser empre-
gadas na determinacéio das componentes do tridngulo das poténcias.

Poténcia média P = VI cos ¢ =’ R= V4/R = Re VI*
Poténcia reativa @ =VIsen¢ =2 X = V2/X = Im VI’

Poténcia aparente N = VI = I2 Z = V%/Z = valor absoluto de VI*
Fator de poténcia fp = cos ¢ = R/Z = PIN
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Exemplo1 Dado um circuito de impedéncia Z = 3 + j4 e uma tensio aplicada
V =100/30°, determine o tridngulo das poténcias.

Acorrente é I = V/Z = (100/30°)/(5/53,1°) = 20/-23,1°.
Método 1
P =1R = (20)23 = 1200 W
Q = I’X = 1600 VAR atrasada
N =1?Z = 2000 VA
fp = cos 53,1° = 0,6 atrasado
Método 2
N = VI =100(20) = 2000 VA
P =VI cos ¢ = 2000 cos 53,1° = 1200 W
Q = VI sen ¢ = 2000 sen 53,1° = 1600 VAR atrasada
fp = cos ¢ = cos 53,1° = 0,6 atrasado

P=1200 W

WV,

» \ @=1600 VAR
N=2000 V. Atrasado

Figura 7-8
Método 3

N = VI* = (100/30°)(20/23,1°) = 2000/53,1° = 1200 + j1600, donde

P =1200 W, @ = 1600 VAR atrasada, N = 2000 VA e fp = cos 53,1° = 0,6
atrasado

Método 4
VR =1IR =
Logo, P =
Q=
N =
fp =
Deve-se t

engano mais freq
apenas, por V, ten
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ma tensio aplicada

11600, donde
fp = cos 53,1° = 0,6
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Método 4

V, =1IR = 20/-23,1(3) = 60/-23,1°, V = (20/-23,1°)(4/90") = 80/66,9°
Logo, P = Vpa/R=60%3=1200W

Q = Vy2/X = 80%4 = 1600 VAR atrasada

N =V?Z = 100%5 = 2000 VA
fp = P/IN = 0,6 atrasado

Deve-se ter cuidado ao substituir os valores na equagéo P = Vpao/R. O

engano mais freqiiente é substituir-se Vj, tensdo nos terminais do resistor
apenas, por V, tensdo total na impedéncia Z.

Correcdo do Fator de Poténcia

Nas aplicac¢des residenciais e industriais comuns, as cargas se apre-
sentam indutivas e a corrente é atrasada em relagdo a tensdo aplicada. A
poténcia média P, fornecida a carga, é uma medida do trabalho 1itil por unidade
de tempo que a carga pode executar. Essa poténcia, usualmente, é transmitida

por intermédio de linhas de distribuicio e transformadores.

Como um transformador, especificado em kVA, é, muitas vezes, utili-
zado & tensdo fixa, os kVA sdo, simplesmente, uma indicacdo da corrente
maxima permitida. Teoricamente, se uma carga indutiva ou capacitiva pura
fosse a ele ligada, o transformador poderia ser plenamente carregado e a
poténcia média fornecida seria nula.

Com relagéo ao tridngulo das poténcias, a hipotenusa N d4 uma indica-
¢do da carga no sistema de distribuigfo, ao passo que o cateto P mede a poténcia
itil fornecida. E, portanto, desejavel que N se aproxime o mais possivel de P,
isto é, que o 4ngulo ¢ se aproxime de zero, ou seja, que o fator de poténcia cos ¢
se aproxime da unidade.

No caso comum de uma carga indutiva é quase sempre possivel aumen-
tar o fator de poténcia colocando capacitores em paralelo com a carga. Observe-
se que, como a tenséo nos terminais da carga permanece a mesma, a poténcia
ttil, P, ndo varia. Como o fator de poténcia é aumentado, a corrente e a poténcia
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aparente diminuem e obtém-se uma utilizacio mais eficiente do sistema de
distribui¢do. Quando isto néo ocorre, torna-se necessario efetuar uma corregéo
do fator de poténcia do circuito.

Exemplo 2 Corrigir para 0,9 atrasado o fator de poténcia do circuito
do exemplo 1, acrescentando capacitores em paralelo. Achar N, apés a correco,
€ 0s varios capacitores necessarios.

Partimos do tridngulo das poténcias do Exemplo 1. Como cos ¢’ = 0,9, vem
¢’ =26°.

N’ = Plcos ¢ = 1200/cos 26° = 1333
Entéo, @ = N’ sen ¢’ = 1333 sen 26° = 585 VAR, atrasado.
A poténcia reativa dos capacitores sera:

Q — @ = 1600 — 585 = 1015, adiantado

1”585
Adiantado Atrasado
@Q=1600
Atrasado

1015

Figura 7-9

Como P permanece invaridvel, nfio muda também o trabalho, apés a
corre¢éio do fator de poténcia. O valor de N, entretanto, foi reduzido de 2000
para 1333 VA.

Problemas Resolvidos

7.1 Dado um circuito em que, aplicada a tensdo V = 150 sen (of + 10°), a corrente
resultante é /=5 sen (ot — 50°), determinar o triangulo das poténcias.

V = (150 AN2)/10° = 106 [10° e I = (5/Y2) /-50° = 3,54 /-50".
Entdo, N = VI* = (106 /10°)(3,54 /50°) = 375 [60° = 187,5 + j325.

donde:
P=Red
@ =ImY
N=1IVI
fp = cos

7.2 Em um circui
poténcia é 0,
determinar as
Sob a forma
P =VIcos ¢
Como o fato
do em relagi
A impedénci

PorserZ =.
R = 26 oht

Outro método

Fazendo I =
Entio:

Z=7/-45=
C = VX, =
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T, ap6s a corregdo,

10 cos ¢’ = 0,9, vem

lo.

o trabalho, apés a
reduzido de 2000

ot + 10°), a corrente
doténcias.

3,54 /-50°.

187,56 + j325.
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donde:
P=ReVI'=1875W
Q@ = Im VI" = 325 VAR, atrasado
N=I1VI'l =375 VA
fp = cos 60° = 0,5 atrasado
P=1875

\

N=375 Q=325
Atrasado

Figura 7-10

7.2 Em um circuito em série de dois elementos, a poténcia é 940 watts e o fator de
poténcia é 0,707 adiantado. Sendo v = 99 sen (6000t + 30°) a tens&o aplicada,

determinar as constantes do circuito.

Sob a forma de fasor, a tensdo aplicada é V = (99 A2) /30° = 70 /30°

P =VI cos ¢; 940 = 70 1(0,707) .. I = 19 ampéres.

Como o fator de poténcia é 0,707 adiantado, o fasor corrente estd adianta-

do em relagéo a tenséo do dngulo arc tg 0,707 = 45°. Logo, I = 19/75°.

A impedancia do circuito Z = V/I = (7 0/30°)/(19/75°) = 3,68/45° = 2,6 — j2,6

Por ser Z = R — jX, e X, = 1/oC, temos:

1

R =2,6o0hms e C = W = 64,1 uF

Outro método

Fazendo I = 19 ampeéres em P = RI? resulta 940 = R(19)? . R = 2,6 ohms.

Entio:
Z=2[45"=2,6-] xX,eX,=2,6. Logo,
C = VaX, = 64,1 uF
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7.3  Dado o circuito em série da Fig. 7-11, determinar o triangulo das poténcias.
/TN Es
50/-90° <~P l Jé

Figura 7-11

Da Fig. 7-11, Z = 3 + j6 - j2 = 3/53,1° e I = V/Z = (50/-90°)/(5/53,1°)=

=10/=143,1°. Entio,
N=VI'= (50/-90°)(10/143,1°) = 500/53.1° = 300 + j400

As componentes do tridngulo das poténcias estdo indicadas na Fig. 7-12.

P=300

Q=400
Atrasado

Figura 7-12
Outro método

Substituindo I = 10 amperes na equacéo da poténcia de cada elemento,
P=I’R=10%3)=300W, Qig= 10%(6) = 600 VAR atrasado, Q_ﬂ =10%2) =
=200 VAR adiantado e @ = st +R _jp = 600 — 200 = 400 VAR ‘atrasado.

74

75

A corrente efi
poténcias.

Fazendo
L. =30 E, .

18,45 /~12,55

Logo,
P= IZK
Q=rx

N=P-
fp = P/N\
Esses resultac

-6-j3
a9 -

P= IR =30’

No circuito em
poténcia em cac



1 das poténcias.

0/-90°)/(5/53,1°)=

)

:adas na Fig. 7-12.

de cada elemento,
ado, Q_j2 =10%2) =
0 VAR atrasado.
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7.4

7.5

A corrente eficaz total no circuito da Fig. 7-13 é 30 ampéres. Determinar as
poténcias.

Fazendo
_ c 1 - - (8 =J3) _
I, = 300, I, = 300" (9 _,-3) _
18,45 /1255 e I, = 30 [0° (9 ijJ -
- 12,7/18.45".

Figura 7-13

Logo,
P= IR, = PR, =(18,45)2 (4) + (12,1)2 (5) = 2165 W

Q = [4X = (12,7)% (3) = 483 VAR adiantado

N =P -jQ = 2165 — jA83 = 2210/ -12,6°, N = 2210 VA
fp = P/N = 2165/2210 = 0,98 adiantado
Esses resultados podem ser encontrados calculando-se a impedéncia

_6-j34 _
s~ 9 ;3

P= IR = 30%(2,4) = 2160 W e @ = 30%0,533) = 479,7 VAR adiantado

Z 2,4 — 0,533. Dai

No circuito em paralelo da Fig. 7-14 a poténcia total é 1100 watts. Calcular a
poténcia em cada resistor e a leitura do amperimetro.
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3 ja
— Wi — 00—
2O I

I, 10

Figura 7-14
L.Y_ VvV _ V.
YZ, 3+j4 5p31°
L.V_V
2727, 10
A relacdo entre os médulos das correntes é ﬁ - V5 _2 Partindo de

¢ L, " V/10 T T

P =I?R, as relacgbes entre as poténcias dos resistores de 3 e de 10 ohms é

Py IR, (V3
Pm 122R2 1

Como P = P, + P,, dividindo ambos os termos por Py, Py/Pyo = Py/P 0+ 1
e

P,y =1100(5/11) = 500 W, P, = 1100 — 500 = 600 W
Assim, P = I’R, I,5(3)= 600 e I, = 14,14. Fazendo V = V/0°
I, =14,14/-53,1° = 8,48 — j11,31

L, =1707/0=17,07

I=1, + I, = 15,55 — j11,31 = 19,25/-36°
Aleitura do medidor é 19,25 ampéres.

Determinar o tridngulo das poténcias de cada ramo do circuito da Fig. 7-15 e
soma-los para obter o tridngulo do circuito todo.

I, = V/Z,
N, = VI *
Logo,

P1 = Re VI
@, =ImV.
N, = lVIl"
fp, =P/
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———

L

v=zo&0'<~>t I‘l Z, = 4/30°| | 2, = 5/60°

Ramo 1. Figura 7-15
I, = V/IZ; =(20/60")/(4/30°) = 5/30°
N, = VI* =(20/60°)(5/-30°) = 100/30"

= 86,6 +j50
= % Partindo de Logo,
3 e de 10 ohms é P, = ReVI,* =86,6 W
Q, = Im VI,* =50 VARS atrasado
N, = IVL*I =100VA
3P, =Py/Pyy+ 1 fp, = P,/N; =0,866 atrasado
P, = 86,6
34 -
30 Q, = 50
/0_° N, Atrasado
P, = 40
N, = 174 60°

Q, = 69,2
N, Atrasado

suito da Fig. 7-15 e Ramo 2. Figura 7-16
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7.7

7.8

L, = V/Z, =(20/60°)/(5/60°) = 4/0°
N, = VL,* =(20/60°)(4/0°) = 80/60°
=40 + j69,2
Logo,
P, =40 W
Q, = 69,2 VAR atrasado
N,=80VA
fp, = 0,5 atrasado
Dos resultados e pela Fig. 7-16, obtém-se o tridingulo das poténcias totais:
Pr=P;+P,=86,6+40=126W @Q,=Q, +Q,=50+69,2=119,2 VAR

atrasado

Como Ny = Py +jQp = 126,6 +j119,2 = 174/43.4°,
Ny = INyl =174 VAe fp, = P/S, = 125,6/174 = 0,727 atrasado

Um motor de indugéo cuja saida é 2HP tem rendimento de 85%. Com essa
carga, o fator de poténcia é 0,8 atrasado. Determinar as poténcias de entrada.

S 1755/0,8 = 2190 VA, ¢ = cos ~1(0,8) = 36,9°, @ = 2190 sen 36,9° =
1315 VARS atrasado

Determinar o triangulo das poténcias totais do circuito em paralelo da Fig. 7-17,
sendo de 20 watts a poténcia no resistor de 2 ohms.

IT—;]%Q L 1 1
T

Jjl

Figura 7-17

7.9

DeP=I’R
= 3,16 amp
=17 volts. §
oul, =12,(
I, = 11,16/

Para calcul
de N;. Tem

NT = VIT* :
Pp=164,51
= 0,867 atr

Determinar
especificade
fator de poté

Carga 1

Dados N =

P =N cosc
sen 60° =2

Carga 2

Dados P =

N = Plcos 7
=135VAa

Carga 3

Dados N =

¢ = arc sen
=283 W

Entéo, Pp:
atrasado

Como N,
N,



.8 poténcias totais:

-69,2 = 119,2 VAR

atrasado

de 85%. Com essa
éncias de entrada.

2190 sen 36,9° =

aralelo da Fig. 7-17,
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De P=I’R temos I?|(2)=20 e I, =

= 3,16 amperes. Como Z, = 2 —j5 = 5,38/-68,2°, V = I,Z, = 3,16(5,38)

= 17 volts. Sendo V = 17/0°; entso, I,=V/Z oul, = 3,16/68,2", L1, =V/Z,
oul, =12,02/-45°, I, =1, + L, = 9,67 - j5,57 ou

I, = 11,16/-29,9°(A)

Para calcularmos as componentes do tridngulo das poténcias, precisamos
de N, Temos:

N, = VL* = 17/0°(11,16/29,9°) = 189,72/29.9° = 164,5 + j94,6

Pp=164,5W, Q= 94,6 VARS atrasado, N, =189,8 VA, cos ¢ = 164,5/189,8=
= 0,867 atrasado

7.9 Determinar as poténcias de uma associagdo de trés cargas individuais, assim
especificadas: carga 1, 250 VA, fator de poténcia 0,5 atrasado; carga 2, 180 W,
fator de poténcia 0,8 adiantado; carga 3, 300 VA, 100 VARS atrasados.

Carga l
Dados N = 250 VA, cos ¢ = 0,5 atrasado.

P =N cos ¢ = 250(0,5) = 125 W, ¢ = arc cos 0,5 = 60°, @ = N sen ¢ = 250
sen 60° = 216 VARS atrasado

Carga 2
Dados P = 180 W, cos ¢ = 0,8 adiantado.

N = P/cos Z = 180/0,8 = 225 VA, ¢ = arc cos 0,8 = 36,9°, @ = 225 sen 36,9°=
= 135 VA adiantando

Carga 3

Dados N = 300 VA, @ = 100 VARS atrasado.

¢ = arc sen (Q)/N) = arc sen (100/300) = 19,5°, P = N cos ¢ = 300 cos 19,5° =
=283 W

Entéo, P, = 125 + 180 + 283 = 588 W, Q=216 — 135 + 100 = 181 VARS
atrasado

Como N,=P,+ jQ,=588+ j181 =616/17,1",
N, =616 VAe cos ¢ = P/N = 588/616 = 0,955 atrasado



Circuitos Elétricos

AFig. 7-18 mostra os tridngulos das poténcias de cada carga e o total.

. P, = 588 .

15 I

N, :
) ) = 1| Q=181
216 @) Atrasado

135 100
@)
180
Figura 7-18

7.10  Um transformador de 25 kVA fornece 12 kW a uma carga com fator de poténcia

de 0,6 atrasado. Determinar a porcentagem de plena carga que o transformador
alimenta. Desejando-se alimentar cargas de fator de poténcia unitario com esse
mesmo transformador, quantos kW podem ser acrescentados, até que o trans-
formador esteja a plena carga?

Para carga de 12 kW, N = P/cos ¢ = 12/0,6 = 20 kVA. Ent#o, a porcentagem
da plena carga é (20/25) 100 = 80%. Como ¢ = arc cos 0,6 = 53,1°, @ = N
sen ¢ = 20 sen 53,1° = 16 kVAR atrasado. As cargas adicionais tém fator
de poténcia unitario; portanto, a poténcia reativa @ permanece inaltera-
da. Logo, a plena carga, o dngulo ¢ = arc/sen (16/25) = 39,8° e o fator de
poténcia total P, = N cos ¢’ = 25 cos 39,8° = 19,2 kW. Assim,

Carga adicional = P,— P =19,2 - 12 = 7,2 kW.

Esse resultado pode, também, ser obtido graficamente, como mostra a
Fig. 7-19. ’

P, =192 |
P =12 ____7!
¢ = 39,8
NG :
A g [e- !
. :
2

Nova carga

com fp unitdrio arco de 25 kVA

Figura 7-19

7.11

Observe-se
fator de poté
atrasado.

Com referénc
0,866 adiant:
transformadc

Do Probl. 7.
N =20 kVA

Traca-se o 1
nando-se N
procura-se ¢

Da Fig. 7-2(

_ 25
sen 96,9°

Logo, Y-

As poténcia:
eQp=25se
adicionadas
adiantado.
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zarga e o total.

7.1

= 181
asado

m fator de poténcia
|ue o transformador
a unitario com esse
)s, até que o trans-

0, a porcentagem
)6=531°, Q=N
icionais tém fator
rmanece inaltera-
39,8° e o fator de
ssim,

e, como mostra a

Observe-se que, com a adigéio de cargas com fator de poténcia unitério, o
fator de poténcia do conjunto foi melhorado, pois agora fp = cos 39,8° = 0,768
atrasado.

Com referéncia ao Probl. 7.10, se as cargas adicionais tiverem fator de poténcia
0,866 adiantado, quantos kVA dessas cargas serdo necessarios para levar o
transformador a operar com sua capacidade de plena carga?

Do Probl. 7.10:
N =20kVA, ¢ =53,1° e @ = 16 kVAR atrasado.

Traca-se o tridingulo das poténcias como mostra a Fig. 7-20(a). Adicio-
nando-se N, das novas cargas a um 4angulo ¢, = arc cos 0,866 = 30°,
procura-se o dngulo ¢’ que é necessério.

Da Fig. 7-20(b) temos:

25 20
sen 96,9°  senf

Logo, y—=180"—(96,9" + 52,6°) = 30,5° e
¢ =53,1°— 30,5 = 22,6°

sen B = 0,795 . B = 52,6°

@ ®
Figura 7-20

As poténcias ativa e reativa da carga total sio: P =25 cos 22,6° = 23,1 kW
e @, =25 sen 22,6 =9,6 kVAR atrasado, respectivamente. Para as cargas
adicionadas: P, = 23,1 — 12 = 11,1 kW e Q, =16 — 9,6 = 6,4 kVAR
adiantado.
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Como N, =P, +jQ, = 11,1 - j6,4 = 12,8/-30° , temos:

N, = 12,8 kVA

Portanto, devem ser adicionados 12,8 kVA de cargas novas com fator de
poténcia 0,866 adiantado para fazer com que o transformador, operando

a 12 kW com fator de poténcia 0,6 atrasado, passe a funcionar na sua
poténcia nominal de 25 kVA.

Outro método

712

Da Fig. 7-20(a), para um éngulo ¢, = 30°, tiramos:

Py=N,cos 30°= (V3/2)N, e Q, = N, sen 30° = %Nz
(NP = (P + PP +(Q - @,

Substituindo:

252 = [12 + 3/2N,P + (16 — —;— N, e N, = 12,8kVA

Um transformador de 500 kVA estad operando a plena carga com fator de
poténcia total de 0,6 atrasado. O fator de poténcia é melhorado acrescentando-
se capacitores, até que o novo fator de poténcia seja 0,9 atrasado. Quantos
kVAR capacitivos sédo necessarios? Apés a correcido do fator de poténcia, que
porcentagem da plena carga o transformador estara alimentando?

Para o transformador a plena carga (ver Fig. 7-21):

P = 300
[
= 26"‘ I j©
X . |t
5,)1, [« 2
N o
o
N = 500 3
[«:] N

Figura 7-21

713

P=VIcos«
¢ = arc cos
@ =VIsen
Quando cos

¢’ = arc cos
atrasado

Entdo, a ca
percentage:

Um conjunto
0,8 atrasado
rendimento,
gue o progra
te melhoradc
poténcia do

Como os m
indugdo, a |

Antes da st
N =500/0,8
Q@ = 625 ser.

Quando o f:

¢’ = arc cos

@’ = 556 ser




ovas com fator de
rmador, operando
funcionar na sua

kVA

arga com fator de
ado acrescentando-
atrasado. Quantos
or de poténcia, que
ando?
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7.13

P =VI cos ¢ = 500 (0,6) = 300 kW

¢ = arc cos 0,6 = 53,1°

Q = VI sen ¢ = 500 sen 53,1° = 400 kVAR atrasado
Quando cos ¢ = 0,9 atrasado

¢’=arc cos 0,9 = 26°, N’ = 300/0,9 = 333 kVA, @’ = 333 sen 26° = 146 kVAR
atrasado

Entéo, a carga capacitiva = @ — @ = 400 — 146 = 254 kVAR adiantado e a
percentagem de plena carga = (333/500)100 = 66,7%.

Um conjunto de motores de indugdo com um total de 500 kW e fator de poténcia
0,8 atrasado deve ser substituido parcialmente por motores sincronos do mesmo
rendimento, porém de fator de poténcia 0,707 adiantado. A medida que prosse-
gue o programa de substituigao, o fator de poténcia do conjunto é constantemen-
te melhorado. Que porcentagem da carga tera sido substituida quando o fator de
poténcia do conjunto atingir 0,9 atrasado?

Como os motores sincronos tém o mesmo rendimento que os motores de
indugéo, a poténcia média total permanece constante em 500 kW.

Antes da substituicdo dos motores:

N =500/0,8 = 625 kVA; ¢ = arc cos 0,8 = 36,9";

€ =625 sen 36,9° = 375 kVAR atrasado

Quando o fator de poténcia do sistema passa a 0,9 atrasado,
¢’ = arc cos 0,9 = 26°; N’ = 500/0,9 = 556 kVA;

€’ = 556 sen 26° = 243 kVAR atrasado

500 I
SSCEE
N Lt | o
\’lf\ % 10 ~
3 ® =
5 6
XY
AR
[=a]
—
(a)

Figura 7-22
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7.14

7.15

7.16

717

7.18

7.19

7.20

Como o fator de poténcia dos motores substituidos é 0,707 adiantado,
0y = arc cos 0,707 = 45°.

Aplicando a lei dos senos a Fig. 7-22(p),

N 13
sen 53,1° ~ sen 81,9°

Entao, P, =106,5 cos 45° = 75,3 kW

N, = 106,5 kVA

A percentagem de carga substituida é

75,3 ~
500 X 100 = 15%

Problemas Propostos

Dado um circuito com tensao aplicada v =200 sen (ot + 11 0°) e corrente total j =
=5 sen (ot + 20°), determinar os elementos do tridngulo das poténcias.
Resp.: P=0; Q = 500 VARS atrasado.

Dado um circuito em que a tenséo aplicada v = 14,14 cos of acarreta uma
corrente total i= 17,1 cos (ot~ 14,05%) mA, determinar o tridngulo das poténcias.
Resp.: P=1175mW; Q= 29,6 mVAR atrasado; cos ¢ = 0,97 atrasado.

Dado um circuito em que a tensao aplicada v = 340 sen (ot - 60°) acarreta
i=13,3 sen (of - 48,7°), determinar os elementos do tridngulo das poténcias.
Resp.: P= 2215 W; Q = 442 VARS adiantado; cos ¢ = 0,98 adiantado.

Um circuito em série de dois elementos com R =10 ohms e X, = 5 ohms, est4
submetido a uma tensao eficaz aplicada de 120 volts. Determinar o triangulo das
poténcias.

Resp.:N = 1154 — 577; cos ¢ = 0,894 adiantado.

Em um circuito em série de dois elementos, onde R = 5 ohms e X, = 15 ohms, a
tensao eficaz no resistor ¢ 31,6. Determinar o tridngulo das poténcias.
Resp.: N = 200 + j600; cos ¢ = 0,316 atrasado.

O fasor tensao, aplicado a um circuito em série de R =8 ohms e Xc = 6 ohms,
é V = 50/-90°. Determinar todas as informagGes relativas as poténcias.
Resp.:N =200 — j150: cos ¢ = 0,8 adiantado.

Determinar a impedancia do circuito que solicita 5040 volts-ampéres, com
fator de poténcia de 0,894 adiantado, de um fasor tensio aplicado V = 150/45°.
Resp.:4 - j2.

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

A corrente
volt-ampére:
Resp.: 8,21

Um circuito ¢
sen (5000¢ +
Calcular as ¢
Resp.:R=2

Uma corrent
5,83/-59° ¢
poténcias.
Resp.: Ny =

Duas imped:
1920 VARS :
Resp.: P =2

O circuito sé
de 0,856 atrz
Resp.:Z = 1

No circuito enr
€ 300 watts. D

Resp.:N = 30



0,707 adiantado,

) € corrente total i =
Joténcias.

s ot acarreta uma
gulo das poténcias.
” atrasado.

ot - 60°) acarreta
lo das poténcias.
diantado.

+ Xc = 5 ohms, esta
linar o triangulo das

se X, =150hms, a
Joténcias.

ims e X; = 6 ohms,
1s poténcias.

'olts-ampéres, com
dlicado V = 150/45".
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7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

A corrente eficaz em uma dada impedancia é 18 ampéres e acarreta 3500
volt-ampéres com fator de poténcia 0,76 atrasado. Calcular a impedancia.
Resp.: 8,21 + j7,0.

Um circuito em série de dois elementos em que a corrente instantianea é i = 4,24
sen (5000¢ + 45°) tem poténcia de 180 watts e um fator de poténcia 0,8 atrasado.
Calcular as constantes do circuito.

Resp.: R =20 ohms; L = 3 mH.

Uma corrente eficaz de 5 ampéres percorre duas impedéancias em série Z, =

5.83/-59° e Z, = 8,95/63,4". Determinar todas as informagbes sobre as
poténcias.

Resp.: Ny =175 + j75; cos ¢ = 0,918 atrasado.

Duas impedancias Z, = 5/45° e Z, = 10/30° estao em série e tém Q total de
1920 VARS atrasado. Determinar a poténcia média P e a poténcia aparente N.
Resp.: P=2745 W; N = 3350 VA.

O circuito série da Fig. 7-23 solicita 36,4 volt-ampéres com fator de poténcia
de 0,856 atrasado. Determinar Z.

Resp.:Z = 1/90".

Figura 7-23

No circuito em série da Fig. 7-24, o fator de poténcia é 0,6 atrasado e a poténcia
€ 300 watts. Determinar o triangulo das poténcias e a impedancia desconhecida.

Resp.: N =300 + j400 e Z = 4/90".

i ()

Figura 7-24
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7.27 Duas impedancias Z, = 4/-30" e Z, = 5/60°" estao em paralelo submetidas ao
fasor V = 20/0°. Determinar o tridngulo das poténcias de cada ramo e combi-
na-los para obter o tridngulo total.

Resp.: P =126,6 W; Q= 19,3 VARS atrasado; cos ¢ = 0,99 atrasado.

7.28 Em um circuito constituido de R = 10 ohms em paralelo com Z = 8/-30", a
corrente eficaz total é 5 ampéres. Determinar os elementos do tridngulo das
poténcias.

Resp.: P =110 W; Q = 33 VARS adiantado; cos ¢ = 0,957 adiantado.

7.29 No ramo 1 do circuito em paralelo da Fig. 7-25 a poténcia é 8 kVAR. Calcular a
poténcia e o fator de poténcia do circuito completo.
Resp.: 8 kW; cos ¢ = 0,555 atrasado.

@ @=,

3

Figura 7-25

72

7.30 Se, no ramo 2 do circuito em paralelo da Fig. 7-26, tivermos 1490 VA, qual ser4
a indicacio do amperimetro? Determinar as informagoes sobre as poténcias.
Resp.: 42,4 ampéres; N = 2210 + j3630; cos ¢ = 0,521 atrasado.

Figura 7-26

7.31 No circuito em paralelo da Fig. 7-27, a poténcia no resistor de 3 ohms é 666
watls e do circuito completo séo solicitados 3370 volt-ampeéres com um fator de
poténcia de 0,937 adiantado. Calcular Z.

Resp.:Z=2-j2.

7.32 A poténcia tot:
triangulo das ¢
Resp.: N = 15(

7.33 Sendo 2000 wz
cada resistor?
Resp.: P, = 72

7.34  Qtotal no circuii
triangulo das po
Resp.: N = 392¢




lelo submetidas ao
ada ramo e combi-

atrasado.
som Z = 8/-30", a
s do triangulo das

idiantado.
8 kVAR. Calcular a

1490 VA, qual sera
Jre as poténcias.
ado.

s de 3 ohms é 666
res com um fator de
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Jj6

Figura 7-27

7.32 A poténcia total no circuito em paralelo da Fig. 7-28 é 1500 watts. Determinar o
triangulo das poténcias.
Resp.: N = 1500 + 2480, cos ¢ = 0,518 atrasado.

2 3
J3 j6é
Figura 7-28

7.33 Sendo 2000 watts a poténcia total no circuito da Fig. 7-29, qual é a poténcia em
cada resistor?
Resp.: Pis =724 W; Py = 1276 W.

i

Figura 7-29

7.34 Qtotal no circuito em paralelo da Fig. 7-30 é 2500 VARS atrasado. Determinar o
triangulo das poténcias.
Resp.: N = 3920 VA; P= 3020 W; cos ¢ = 0,771 atrasado.
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4 12
j4 j6é
Figura 7-30

7.35 Determinar o fator de poténcia do circuito em paralelo da Fig. 7-31. Variando-se

o resistor de 6 ohms, de modo que o fator de poténcia total se tor
qual sera o seu novo valor em ohms?
Resp.: cos ¢ = 0,8 atrasado; R = 3,22 ohms.

j4

Figura 7-31
7.36  No circuito da Fig. 7-32, a carga original é Z = 5 + j8,66. Determ
gem de redugdo na corrente total, apés a melhoria do fator de
acréscimo de um capacitor —j20 em paraielo.
Resp.: 38%.

ot

I
/[\ 520
J8,66

Figura 7-32

ne 0,9 atrasado,

inar a porcenta-
poténcia com o

7.37 Achar a capaci

7.38

7.39

7.40

741

7.42

743

atrasado do cir
Resp.: C =28,

Uma fonte de €
uma carga con
necessaria emg
adiantado.

Resp.: (a) 61,3

No Probl. 7.38,
(a)? Houve mait
Resp.: 16,7%. N

Trés impedanci
paralelo com un
de cada ramo e
Resp.: P = 190
adiantado.

No circuito do P
fator de poténcic
corrente total so
Resp.: 19,2 amp

Uma fonte de
Z = 25£, Z,-
de cada ramo e
Resp.: P = 414(
atrasado.

Determinar o tria
1, 5 kW com fats
adiantado; carga




. 7-31. Variando-se
torne 0,9 atrasado,

.erminar a porcenta-
' de poténcia com o
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7.37

7.38

7.39

7.40

7.41

7.42

7.43

Achar a capacitancia C necessaria para se corrigir o fator de poténcia para 0,95
atrasado do circuito da Fig. 7-33.
Resp.: C= 28,9 pF.

'C« 20/0T~ 20/30°

@
=1
&
Q

Figura 7-33

Uma fonte de 60 Hz e tensédo eficaz de 240 volts fornece 4500 volt-ampéres a
uma carga com fator de poténcia 0,75 atrasado. Determinar a capacitancia
necessaria em paralelo para levar o fator de poténcia para (a) 0,9 atrasado e (b) 0,9
adiantado.

Resp.: (a) 61,3 uF; (b) 212 uF.

No Probl. 7.38, qual a redugao percentual na corrente de linha, ocorrida no item
(a)? Houve mais alguma reduc¢éo na corrente, no item (a)?
Resp.: 16,7%. Nao, as correntes sdo as mesmas.

Trés impedancias Z, = 20/30°, Z, = 15/-45" e Z; = 10/0° sdo ligadas em
paralelo com uma fonte de V = 100/~45°". Determinar o triangulo das poténcias
de cada ramo e combina-los, para obter o tridngulo total das poténcias.
Resp.: P = 1904 W; Q = 221 VARS adiantado; N = 1920 VA; cos ¢ = 0,993
adiantado.

No circuito do Probl. 7-40, a fonte de 100 volts fornece 1920 volt-ampéres com
fator de poténcia 0,993 adiantado ao circuito de trés ramos em paralelo. Qual a
corrente total solicitada pelo circuito?

Resp.: 19,2 ampéres, avancada de 6,62° em relagdo a V.

Uma fonte de tensdo V = 240/-30" alimenta trés impedancias em paralelo
Z,=25/15",2, = 15/~60" e Z, = 15/ 90". Determinar o triangulo das poténcias
de cada ramo e combina-los para obter o triangulo total.

Resp.: P = 4140 W; Q = 1115 VARS atrasado; N = 4290 VA; cos ¢ = 0,967
atrasado. '

Determinar o tridngulo total das poténcias para as trés cargas seguintes: carga
1, 5 kW com fator de poténcia 0,8 atrasado; carga 2, 4 VA com Q de 2 kVAR
adiantado; carga 3, 6 kVA com fator de poténcia 0,9 atrasado.
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7.44

7.45

7.46

7.47

7.48

7.49

7.50

7.51

Resp.: P = 13,86 kW; W = 4;38 kVAR atrasado; N = 14,55 kVA; cos ¢ = 0,965
atrasado.

Calcular o triangulo total das poténcias para as trés cargas seguintes:
carga 1, 200 VA com fator de poténcia 0,7 atrasado; carga 2, 350 VA com fator
de poténcia 0,5 atrasado; carga 3, 275 VA com fator de poténcia unitario.
Resp.: P = 590 W; Q = 446 VAR atrasado; N = 740 VA; cos ¢ = 0,798 atrasado.

Uma carga de 300 kW e fator de poténcia 0,65 atrasado tem seu fator de
poténcia melhorado para 0,9 atrasado com a adigdo de capacitores em paralelo.
Quantos kVAR de capacitores sio necessarios e qual a redugdo percentual de k
VA que dai resulta?

Resp.: 204 kVAR; 28%.

Uma carga industrial de 25 kVA tem fator de poténcia total de 0,8 atrasado.
Instala-se um grupo de resisténcias de aquecimento corretoras com fator de
poténcia unitario e o fator da instalagdo passa a 0,85 atrasado. Quantos kW
resistivos foram instalados?

Resp.: 4,3 kW.

A carga de um motor de indugio de 1500 watts, com fator de poténcia 0,75 atrasado,
est4 combinada com motores sincronos de 500 volt-ampéres, cos ¢ = 0,65
adiantado. Quantos kVAR capacitivos sdo necessarios para corrigir-se para 0,95
atrasado o fator de poténcia total dos dois grupos de motores? Qual a reducéo
percentual nos volt-ampeéres?

Resp.: 347 VAR; 6,3%.

Com a introducéo de 20 kVAR de capacitores o fator de poténcia de uma certa

' carga é corrigido para 0,9 atrasado. Tendo-se, no final, 185 kVA, pede-se o

triangulo das poténcias da carga, antes da correcgao.
Resp.: P=166,5 kW; Q = 101,0 kVAR atrasado; cos ¢ = 0,856 atrasado.

A carga de 2000 volt-ampéres de um motor de indugdo com cos ¢ = 0,80
atrasado é combinada com 500 volt-ampéres de motores sincronos. Sendo o
fator de poténcia total 0,90 atrasado, determinar o fator de poténcia dos motores
sincronos.

. Resp.: 0,92 adiantado.

Uma carga de 65 kVA com um fator de poténcia atrasado é adicionada a um
grupo de motores sincronos de 25 kVA com fator de poténcia 0,6 adiantado.
Sendo 0,85 atrasado o fator de poténcia do conjunto, determinar o fator de
poténcia da carga 65 kVA.

Resp.: 0,585.

Um transformador de 100 kVA esta operando a 80% da plena carga com fator de
poténcia 0,85 atrasado. Quantos kVA de carga com cos ¢ = 0,6 atrasado podem
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ser acrescentados, sem que se exceda o regime de plena carga do trans-
formador?
Resp.: 21,3 kVA.

Um transformador de 250 kVA funciona a plena carga com fator de poténcia 0,8
atrasado. O fator de poténcia deve ser corrigido para 0,9 atrasado, por meio de
capacitores em paralelo. (a) Quantos kVAR de capacitores sdo necessarios? (b)
Quantos KW de carga com fator de poténcia unitario podem ser acrescentados,
agora, sem que se exceda o regime dos kVA do transformador?

Resp.: 52,5 kVAR; 30,0 kW.

Acrescenta-se uma nova carga com fator de poténcia 0,5 atrasado ao sistema do
Probl. 7.52, depois da instalagdo dos capacitores. Quantos kVA dessa nova
carga podem ser acrescentados, respeitando-se o regime de kVA do transforma-
dor?

Resp.: 32 kVA.



_ Capitulo 8

MAKRON  RESSONANCIA EM SERIE
E EM PARALELO

Introducédo

Diz-se que um circuito de corrente alternada estid em ressonincia
quando a tensdo aplicada V e a corrente resultante I estio em fase. Na
ressondncia, portanto, a impedéncia complexa equivalente do circuito consiste
em resisténcia R, apenas.

Como V eI estdo em fase, o fator de poténcia de um circuito ressonante
é unitario.

Ressonéancia em Série

O circuito RLC em série da Fig. 8-1 tem uma impedancia complexa Z =
R + j(oL — 1/0C) = R + jX. O circuito estd em ressonancia quando X = 0, isto é
quando oL = 1/wC ou ® = 1/NLC = 0y

Como ® = 2xnf, a freqiiéncia de ressonancia é:

Fo- 1
0" omlLC

Hz
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Capitulo 8
L —— ]
Figura 8-1
RIE Na Fig. 8-2(a) representaram-se, em funcio de o, o valor absoluto de Z

e suas trés componentes R, X; e X;. Quando @ = o, as reatancias indutiva e
capacitiva se igualam e, como 1Z! = VRZ + X2, temos Z = R. Na ressonincia,
portanto, a impedancia Z é minima. Como I = V/Z, a corrente é méaxima.

Nas freqiiéncias inferiores a w, a reatdncia capacitiva é maior que a
indutiva e o &ngulo da impedéincia é negativo. Se a resisténcia for baixa, o
angulo varia mais rapidamente com a freqiiéncia, como indica a Fig. 8-2(b).
Quando o tende para zero, o 4ngulo de Z tende para —90°.

0
< o
g +90°F - - - - - - - oo
& .
-« Baixa R
3
i em ressonincia g Alta R
stao em fase. Na
o circuito consiste 0 0 o, @
ircuito ressonante
-90°t - - -~ -
®)
as 7 G
. 5 + \ Baixa R
ncia complexa Z = :E: :
lando X = 0, isto é ‘é
<
<
: ()
:Alta R
~ w

@,
Figura 8-2 Circuito em série — Z(n), 8(w), e Y(w).
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Nas freqiiéncias ilustradas na Figura 8-2 de ), a resisténcia indutiva
excede a capacitiva e o dngulo de Z é positivo, tendendo para + 90° quando o > 0.

Na Fig. 8-2(c), a admitancia do circuito em série Y = 1/Z est4 repre-
sentada em funcéo de ». Como I = VY, essa representacéo vale também como
indicacdo da variacdo da corrente em funcdo de w. A Fig. 8-2(c), portanto, indica
que a corrente maxima ocorre em ®, e que uma resisténcia baixa acarreta uma
corrente maior. A curva tracejada indica o caso limite, quando R = 0. O 4ngulo

de admitancia (ndo representado é o negativo do 4ngulo de impedéancia, visto na
Fig. 8-2(b).

Ressonancia em Paralelo
Circuito RLC Puro

O circuito em paralelo da Fig. 8-3 é um circuito ideal, constituido de
ramos com elementos puros R, L, C. O comportamento desse circuito, entre-
tanto, é de interesse para o objetivo geral da ressonancia. Esse circuito paralelo
ideal pode ser comparado com o circuito em série visto acima, constatando-se
que se pode estabelecer uma dualidade entre os dois circuitos.

Y G _jBL ch %

Figura 8-3

A admitéancia dos trés elementos 6 Y = G + J@C - 1/aLl) = G + jB, onde

B=B.-B,, By = wC e B; = 1/oL. O circuito estd em ressonéncia quando
B =0, isto ¢, quando wC = /oL ou o = 1/VLC = @,

Como no circuito RLC em série, a freqiiéncia de ressonancia é:

1
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=
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0
. B=VoL
(a) 0
+90° - - - =I°
Rt Alta R
Q
:§ Baixa R
3 Alta R 0 . =
E 0
-
EBa' R
o, DLl [ 90°F-------- "=

) ©)
Figura 8-4 Circuito em paralelo — Y(w), Z(®) e 6(m).

Na Fig. 8-4(a) representaram-se, em funcéo de o, o valor absoluto de Y
e suas trés componentes G, B, e B;. Quando o = ©,, as susceptancias capacitiva
e indutiva sio iguais e tem-se Y = G. Portanto, na ressonéncia, a admitancia é
minima e, como I = VY, também a corrente é minima.

Nas freqiiéncias inferiores a m, a susceptancia indutiva é superior
capacitiva e o 4ngulo de Y é negativo. O 4ngulo da impedéncia é, portanto,
positivo e tende para + 90°, 4 medida que ® tende para zero. Ver a Fig. 8-4(c).

Nas freqiiéncias acima de o, o dngulo de Z é negativo e sua variagdo
em funcéo de o é tanto mais rapida quanto maior R.
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Ressondncia de um Circuito em Paralelo de Dois
Ramos

No circuito de dois ramos em paralelo da Fig. 8-5, a admitancia Y é a
soma das admiténcias de cada ramo:

1 1
Y=Y+ Y=g X "R K,

_ R, N R, . Xc B Xy,
R? + X2 R%+X% R% + X2 R? + X2

O circuito estd em ressonincia quando a admitancia complexa é um
ndmero real. Entdo X/ (R, + X%) = X, /(R? + X2e

m_IC (B} + 0L = o)L(R% + 1/02C? D
o

Cada uma das cinco quantidades em (1) pode tornar-se variavel para se
obter a ressonéncia.
Tirando em (1) o valor de @,

1 JEE-L/C )

% =JL¢ "R%-L/C

RL RC
Y
L Te
Figura 8-5

Assim, a freqiiéncia de ressonincia ®, do circuito em paralelo de dois
ramos difere de R, L e C puros em paralelo pelo fator:

\[BE - L/C

R - L/C
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freqiiéncias. Ver o

Tirando er
L =

ou, como Z, = VR:

Se, em (3),

circuito é ressonar

L= %CZ% Quanc

ressonante.
Tirando en
Se Z7 > 4
nante.
Tirando em

etirando R, R, -

Se o radicar
ou para R, paraoq




le Dois

admitinciaY é a

<

+ X7

a complexa é um

(D

e varidvel para se

@)

a paralelo de dois
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Afreqiiéncia deve ser um nimero real positivo; portanto, o circuito tera
uma freqiiéncia de ressonéncia @, quando R}>L/C e RL>L/C ou RZ<L/C

e R}, <L/C. Quando R? = R% = L/C, o circuito é ressonante para todas as
freqiiéncias. Ver o Probl. 8.12 para este caso especial.

Tirando em (1) o valor de L, obtemos:

1
L=,cC [(Rg +X2) + VRZ + XZ)% ngg}
0;1, como Z, = VR% + X2,
1 NZE T iRZxZ 3)
L =50z +zg - 4R%X%]
Se, em (3), Z¢, > 4 R? X2, obtemos dois valores de L para os quais o

circuito é ressonante. Se Z‘é. = 4R% X%, o circuito estd em ressondncia com

L = %CZ% Quando Z;, < 4R2 X2, ndo h4 valor de L que torne o circuito
ressonante.

Tirando em (7) o valor de C, temos:

C=2L L £y
7+ V7 — amg

Se Z; > 4 R% X2, temos valores de C para os quais o circuito é resso-

nante.
Tirando em (1) o valor de R;, temos:
R, = Vo’LCR% - o’L* + L/C &)
etirando R, R, - “R%/(0’LC) — 1/0?CZ + L/C (6)

Se o radicando, em (5) ou em (6), for positivo, teremos um valor paraR;
ou para R, para o qual o circuito de dois ramos est4 em ressonéncia.
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Fator de Qualidade @

O fator de qualidade de bobinas, capacitores e circuitos é definido por:

Q = 2n méxima energia armazenada
energia dissipada por ciclo

Nos circuitos das Figs. 8-6 e 8-7, a energia dissipada por ciclo é dada
pelo produto da poténcia média no resistor ( ma:/ﬁ )°R pelo periodo T ou 1/f.

I

]

Figura 8-6

No circuito RL em série da Fig. 8-6 a energia armazenada m&xima é

% LI2 . Ento,

1
B L R )
2. /2)R(1/f) R R

max

Q

\'2
2. I/
LA

1jeC

Figura 8-7

No circuito RC em série da Fig. 8-7, a energia armazenada mdxima é

1 1 .
2 Cv2_ _ ou El?n o’ 9°C. Entdo,

1 2
EIfnax/mC 1

" @_/2RA/f) ~ oCR

Q=2
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Num circuito RLC em série ressonante, a energia armazenada é cons-
tante. Uma vez que, quando a tensdo no capacitor é mdxima, a corrente no

indutor é nula e vice-versa, % CcvV2 . = %LI?nax Entso,
o Ok 1
" R " oCR

A corrente de um circuito RLC em série tem variagdo, em funcfo da
freqiiéncia, semelhante & da admitincia na Fig. 8-2(c). Na Fig. 8-8, repre-
sentou-se a corrente do circuito RLC em funcéo de o ou apés conveniente troca
de escala, em funcéo de f. Em ®, a corrente I0 é maxima. Estdo indicados os
pontos em que a corrente é 0,707 do valor méximo. As freqiiéncias corres-
pondentes sdo ©, e w,.

Como a poténcia fornecida ao circuito é I?R, quando I = 0,707 I, a
poténcia é igual & metade do valor maximo, obtido em . Os pontos corres-
pondentes a @, e ®, sdo chamados pontos de meia poténcia. A distancia entre
esses pontos, medida em Hz (Hertz), é chamada largura de faixa B (em alguns
textos a largura de faixa é indicada por BW pois, em inglés, largura de faixa é
“BANDWIDTH”).

oY HON HoN rad/s

fi fo fz Hz (0 c.p.s.)
Figura 8-8

O fator de qualidade pode, agora, ser definido em funcéo da freqiiéncia
de ressonéncia e da largura de faixa, assim (ver Probl. 8.13):

) Jo Jo

mz"”1=f2_f1=§

Q():
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A freqiiéncia de ressonéncia w;, é a média geométrica entre o, e o, (ver
Probl. 8.6):

o, = Vo,0, e f, = Vfif,

R joL & 1ljeC 7=

Figura 8-9

O circuito em paralelo da Fig. 8-9 armazena energia constante na
ressonincia. Uma vez que, quando a corrente no indutor é maxima, a tenséo no

capacitor é nula, e vice-versa, %le = —;— CV2 . Entio,

max

R
Q0 = —“E = ODOCR

Lugares Geométricos de Impedancias

Os circuitos com um elemento varidvel sdo analisados conveniente-
mente pelo emprego dos diagramas dos lugares geométricos de impedéancia.
Como I = VY e V é geralmente constante, o lugar geométrico de Y descreve a
variacdo de I em funcéo do elemento varidvel do circuito.

O circuito série da Fig. 8-10(a) tem uma resisténcia fixa e uma rea-
tancia varidvel que pode tomar valores positivos e negativos. Se admitirmos o
plano da impedancia Z formado por um par de eixos cartesianos R e X, o lugar
da impedéncia Z para o circuito dado serd uma linha reta, paralela ao eixo X e
cortando o eixo R em R;, como mostra a Fig. 8-10(b).

Podemos determinar o lugar da admiténcia Y para o circuito dado no
plano Y, formado por um par de eixos cartesianos G e B.

1 €))

Sendo Z = 1/Y, R, +jX = m

—~
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ou
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p Z,
R, Lugar de Z
R
R,
X
(@) (b) Plano Z

/—aumento de X,

~~""aumento de X,

(¢) Plano Y
Figura 8-10

Racionalizando e igualando as partes reais em (1), obtemos

G

R1=G2+B2

ou G*-G/R, +B*=0

Somando 1/4 R,2 a ambos os membros de (2) e simplificando,

__1_2+BZ_ ‘1_2
2Rl —2R1

185
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Se compararmos a equagéio (3) com a forma padrdo da equacio de um
circulo, conforme nos ensina a Geometria Analitica, (x — h)? + (y — k)2 = 12,
verificaremos que o lugar de Y no plano é um circulo com centro em (2R, 0) e
de raio 1/2R,. Ver Fig. 8-10(c).

Cada ponto no lugar geométrico de Z tem um ponto no lugar de Y. A
cada ponto do lugar de Z, acima do eixo R corresponde um ponto do semicirculo,
abaixo do eixo G, no plano Y. E + « do lugar de Z est4 na origem, no plano Y.
Semelhantemente, a cada ponto abaixo do eixo R, no lugar de Z, corresponde
um ponto do semicirculo, acima do eixo G, no plano Z. E — « no lugar de Z fica
na origem no plano Y. Observem-se as posices relativas de Z, e Y, As dis-
tancias de Z, e Y, as respectivas origens sio diferentes, enquanto os 4ngulos
com os eixos horizontais sio iguais, porém de sinais contrarios.

Para reatancia indutiva fixa e resisténcia varidvel, como na Fig. 8-11(a),
0 lugar geométrico de Z é uma linha horizontal em X = X, no primeiro

quadrante do plano Z. Empregando o mesmo método acima, a equacéo do lugar
deZé

G* + (B + 1/2X, )% = (1/2X, €))
1 1

Comparando essa equacdo com a forma padrio da equacdo de um
circulo, verifica-se que o lugar geométrico de Y é um circulo de centro em
©, - 1/2X; ,) e raio 1/2X, 11> Do plano Y. Ver Fig. 8-11(c). Entretanto, como o lugar
geomeétrico de Z, na Fig. 8-11(), é uma linha reta no primeiro quadrante do
plano Z, somente o semicirculo do quarto quadrante do plano Y ¢ a transfor-
macio do lugar de Z para esse circuito.

X o G

R ’," Lugar de Y
Lugar de Z @
X “1x, | b
P P -
) S g
‘]XLI '.':’ -7 e g
o < R .l : <ﬁ;

-B]
(a) (b) plano Z (¢) plano Y

Figura 8-11
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Quando uma reaténcia capacitiva pura estd em série com uma resis-
téncia varidvel, como mostra a Fig. 8-12(a), o lugar geométrico de Z é uma
linha horizontal para X = — Xc1» DO quarto quadrante do plano Z. Ver Fig.
8-12(b). Empregando os mesmos métodos anteriores, a equacdo do lugar geomsé-
tricode Y é

G* + (B - 1/2X)? = (1/2X, (5)
1 1
Comparando a equagéo (5) com a forma padrio da equacdo do circulo,

verifica-se que o lugar geométrico de Y é um semicirculo de centro em
(0, 1/2X ) e raio 1/2X,,, no primeiro quadrante do plano Y. Ver Fig. 8-12(c).

X
Zr
R
T e NN
X, Vs s
Lugar de Z
(@) (b) plano Z (c) plano Y
Figura 8-12

Lugar Geométrico da Corrente

Consideremos o circuito em paralelo da Fig. 8-13(a), contendo, no
primeiro ramo R, fixo em série com JX; e, no segundo ramo, R, fixo em série
com —j X, variavel. A admitancia total dos dois ramos em paralelo é

YT=Y1+Y2

Na Fig. 8-13(b), somando o lugar geométrico de Y, do segundo ramo
com o ponto fixo Y,, obtemos o lugar total de Y.




188 Circuitos Elétricos
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Figura 8-13

A corrente é obtida por I = VX e a Fig. 8-13(c) mostra que, a medida que
a corrente fixa I, vai sendo somada aos diversos valores de L,, vai-se obtendo o
lugar geométrico da corrente total. O diagrama mostra, também, que existem
dois valores de C para os quais a corrente total estd em fase com V.

A Fig. 8-13(c) mostra, também, porque, sob certas condig¢les, nio se
consegue um valor de C que acarrete ressonancia. Se o raio, 1/2R,, for reduzido
a tal ponto que a curva ndo corte o eixo V, ndo havers valor de C que produza
ressonéncia. Nos problemas que se seguem sdo examinadas outras aplicacées
dos diagramas dos lugares geométricos.

Problemas Resolvidos

8.1 Num circuito RLC em série, R=10ohms, L =5mH e C= 12,5 uF. Representar
graficamente o médulo e o angulo da impedancia em fungio de , com o
variando de 0,8w, a 1,20,.

Na ressonincia,

o =0y = I/VLC = 15 x 103125 x 10 = 4000 rad/sec

Como X, L=
outros valc

Na Fig. 8-1
é a represe

3200

3600

4000

4400

4800

8.2

Aplica-se un
a tenséo er
diagrama do



Jue, A medida que
»» vai-se obtendo o
bém, que existem
rom V.

condig¢des, nio se
/2R, for reduzido
de C que produza
outras aplicagdes

2,5 uF. Representar
ngdo de o, com ®

)00 rad/sec
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[
I

. = oL = 4000(5 x 107%) = 20 ohms

o)
I

¢ = /o C = 1/(4000 x 12,5 x 10%) = 20 ohms

Logo Z,=R +jX; —X;) =10 + j20 - 20) = 10/0°
0 0

Como X; = oL e X, = 1/wC, entdo X; /X, , = o/wy, e X /Z ~, = 0 /w. Portanto,
outros valores de X, X, e Z podem ser calculados, em outras freqiiéncias.

Na Fig. 8-14(a) vao tabeladas as reatincias e impedéncias e a Fig. 8-14(b)
é a representacédo gréafica pedida.

8.2

® X, X
3200 16 25 1059 13,4/ 42°
3600 18 22,2 10-/4,2 10,8/ — 22,8°
4000 20 20 10 10/0°
4400 22 18,2 10 +3,8 10,7/20,8°
4800 24 16,7 10 +57,3 12,4/36,2°
0
7 o 1’40“
(ohms) +20°
147 Z .
137 .
12 [~20°
11+ 1 3
| < -40

3200 3600 4000 4400 4800 w (rad/s)

Figura 8-14

Aplica-se uma tensdo V = 100/0° ao circuito em série do Probl. 8.1. Determinar
a tensdo em cada elemento para ® = 3600, 4000 e 4400 rad/s. Tragar o
diagrama do fasor tensdo em cada frequéncia.
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8.3

Para o = 3600 rad/s, I = V/Z = (100/0°)/(10,8/-22.8") = 9,26/22,8°. Ento,
Vi =9,26/22,8 (10) = 92,6/22,8°, V, = 9,26/22.8°(18/90°) = 167/112,8°,
V¢ =206/-67,2°

Para o = 4000 rad/s, I (100/0°)(10/0°) = 10/0°. Entso,

Vg = 100/0°, V; = 10/0°(20/90°) = 200/90°, V , = 200/-90°

Para © = 4400 rad/s, I = (100/0°)/(10,7/20,8") = 9,34/-20,8°. Entso,

Vg =9,34/-20,8° (10) = 93,4/-20.8", V, =9,34/-20,8°(22/ 90°) = 206/69,2",
V. =170/-110,8°

Os trés diagramas dos fasores tenséo estéo representados na Fig. 8-15.
Observe-se que o médulo da tensdo em cada elemento reativo de um

circuito em série pode ser superior ao médulo da tensio aplicada, préximo
da ressonancia.

f"' I
Ve 7
9?»76 o VR
92.8 00 -1
V = 100/0° V = 100/0° |\
Ve Vo
206 \\ 167 v v,
200 || 200
1
(@) ©=3600 (b) ®=4000 (¢) ©=4400
Figura 8-15

Em um circuito em série R = 5 ohms, L = 20 mH e numa capacitancia variavel

aplica-se uma tensao de freqiiéncia f = 1000 Hz. Determinar C para se obter
ressonancia em série.

8.4

8.5

Na ressonan

1
e L2nf)?
Uma tenséo !

série constitui
L até que a tei

Como V=1
maxima a co
temente,

1

e =%c =

eZ

R =5/

Ve=2/0"=

Dado um circu
freqiéncia de 1

W, = 1/ VLC

e fo=my2n

Na freqiiéne
maior que a
1=V/Z,/7Z/ é

temos /Z/ =1
que cos 0 =R

X,-X, =R

Substituindo
fl = 145/2n =

Em o,, freq
maior que a (

X, -X,=R

Substituindo
radse f,=5



,26/22,8°. Entio,
=167/112,8°,

idos na Fig. 8-15.
to reativo de um
aplicada, préximo

»=4400

apacitancia variavel
ar C para se obter
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8.4

8.5

Na ressondncia, as reatancias sfo iguais, 2nfL = 1/2xfC. Entdo,

1 1
== = = F
C = Lon? 1,27

(20 x 107%)2n x 1000)
Uma tensdo V = 10/0° de freqiiéncia 1000 rad/s é aplicada a um circuito em

série constituido de R = 5 ohms, C = 20 pF e uma indutancia variavel L. Ajusta-se
L até que a tensdo no resistor seja maxima. Achar a tenséo em cada elemento.

Como V = RI, a tenséo no resistor é méxima na ressonéncia, quando é
maxima a corrente. Na ressonincia, as reatincias sdo iguais; conseqiien-
temente,

eZ=R=5/0°. I=V/Z=(10/0)(5/0")=2/0"e

V= 2/0° = 10/0°, V; = (2/0°)(50/90°) = 100/90" e V, = 100/-90°

Dado um circuito em série em que R = 100 ohms, L = 0,5 H e C =40 uF, caiculara
freqiéncia de ressonancia e as freqiéncias inferior e superior de meia-poténcia.

w, = WLC = 1/70,5(40 x 10%) = 224 rad/s
e fo=0y2n=35,7Hz

Na freqiiéncia de meia poténcia inferior, ®,, a reaténcia capacitiva é
maior que a indutiva, a corrente é 0,707 do seu valor maximo e, como
1=V/Z,/Z/ é 1,414 vezes o seu valor em . J4 que, em ®, Z = 100, em ®,

temos /Z/ = 141,4 ohms. Por ser Z = 100 — j(X — X;) = 141,4/ 6, segue-se
que cos 0 = R/Z = 100/141,4 = 0,707 e 6 = — 45°. Entdo,

X,-X;, =R ou lVoC-wL=R I

Substituindo em (1) os valores dados e tirando ®,, obtemos ®, = 145 rad/s,
fy=145/2n = 23,1 Hz.

Em ,, freqiiéncia superior de meia poténcia, a reaténcia indutiva é
maior que a capacitiva, /Z/ é também 141,4 ohms e 6 = 45°. Entéo,

X, -X,=R ou o,L-1la,C=R 2)

Substituindo em (2) os valores e tirando o valor de ,, temos ®, = 345
rad/s e f, = 55 Hz.

SENAL/ DR/ AN

NUCLEQ DE INFOR
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8.6

8.7

Como w, é a média geométrica de 0, e 0,

o, = \lwlwz = V145 x 345 = 994 rad/sec

Mostrar que o, freqiiéncia de ressonancia de um circuito RLC em série, é a
media geométrica de o, e w,, freqiiéncias de meia poténcia inferior e superior,
respectivamente.

Como no Probl. 8.5, Vo,C = o,L =R em 0,, e o,L — V0,C = R em .
Logo,

Vel - oL = ol - 1/0,C 1)
Multiplicando por C e substituindo mg = 1/LC em (1), obtemos:

Vo, - 0/0) = 0,/0 - 1/0, ou lo, + 1/0, = (@, + 0,)/6

onde ®, = \/mlmz.

Aplica-se uma tensdo V = 100/0°, de fregiiéncia variavel, a um circuito em
série com R = 50 ohms, L = 0,05 H e C = 20 uF. Achar a tensdo méxima no
indutor, variando-se a freqiiéncia.

O médulo da impedancia em fungéo de ® é Z = VR2 + (oL — 1/wC)2.
Logo, o médulo da corrente 6 I = V/VRZ + (oL — 1/0C)2.

O médulo da tensdo em L é

V, = oLl = oLV/NR? + (oL — 1/0C)?

Igualando a zero a derivada dVL/d(o e tirando o valor de o, obtém-se o
valor de ® quando V, é méximo

av, _d

—— = ——oLV(R? + 0’L? - 2L/C + 1/0?C?)1/2
do do

(R + 0?L? - 2L/C + 1/02C2)V2Ly — mLV% B2+ @?L? - 2L/C + 1/0?C2 " 2(2aL2 — 2/03C2)

R2 + 0212 - 9L/C + 1/ w?C2

Fatorando LV(R? + w?L? — 2L/C + 1/02C%)™V2 em (2) e fazendo o nu-
merador igual a zero, temos

R2 - 2L/C + 2/02C2 = 0

8.8

onde

ocorre act

QO circuito «
indutor, on
circuito.

A admitanc

Y, = o
T RL
RL

2
RL+0




RLC em série, é a
inferior e superior,

Vo,C = R em o,

0))

obtemos:
+ o)/ 02
v 2/7 Wo
a um circuito em

‘ensao maxima no

- (oL - 1/aC)z.
2,

de o, obtém-se o

V2Q6L2 - 2/03C2)

) e fazendo o nu-

8.8
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onde

0=V—2 __ _iNEC N—2

= ToLC - R%C? 2 — R?C/L

Como @, = w,L/R = 1/w,CR, Qg = L/R2C; substituindo no resultado

anterior, temos:

® = L q———2Q%

VLC 292 -1

Substituindo os dados, obtém-se:

2

1414 rad/
2(0,05)20 x 10%) — (50 x 20 x 10762 Rl RS

W =

Assim, X; = oL = 1414 (0,05) = 70,7 ohms, X, = VoC = 1/(1414 X 20 x 1076)=
= 35,4 ohms e Z = 50 + j(70,7 — 35,4) = 50 + j35,4 = 61,2/35,3°. Logo,
I=V/Z=100/61,2 = 1,635 ampeéres e V, _=1,635(70,7) = 115,5 volts.
A equacio de ® mostra que, para @ elevado, a mixima tensfio em L ocorre
em ©, = 1/VLC. Com Q@ elevado, em o obtém-se tensdes méximas tam-
bém em R e C. Para Q baixo, V,, maximo ocorre abaixo de o, e V; méximo
ocorre acima. Ver o Probl. 8.28.

O circuito da Fig. 8-16 representa a ligagdo em paralelo de um capacitor e um
indutor, onde a resisténcia da bobina é R,. Achar a freqiiéncia de ressonéancia do
circuito.

A admitancia total do circuito é

1 .
YT—RL+j 7 + joC
R
L . oL
— ey C-————
R? + o?L? * J(m R + m2L2)
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8.9

R,
== 1/joC
T

joL

Figura 8-16
Na ressonéncia o termo em j é nulo, ou

oL 1 R% C
5 = 0,C onde O =7 V1 - —/—
R? + o2L? Y LC L
Se a resisténcia do indutor for pequena, comparada com wyL, a fre-
qiiéncia de ressonéncia ser4 dada por 1/VLC.

Calcular a freqiéncia de ressonancia, @y, do circuito da Fig. 8-17. Se o resistor
do ramo RC aumentar, qual o seu valor méaximo para o qual existe, ainda, uma
freqliéncia de ressonancia?

1 A ’R% - L/C
® =TI

R% - L/C

_ 1 62 — 10°/(20 x 1079
V107 x 20 x 10° 42 — 103/(20 x 10°9)

=4540 rad/s
R % 4Q R, 6Q

20 pF 1 mH

Figura 8-17

O numerador dentro do radical tem para valor 36 — 50 = —~14. Portanto,
para que exista uma raiz real, o denominador dever4 ser negativo, isto €,
R% L/C ou R < 7,07 ohms. A medida que o valor de R, se aproxima de

7,07 ohms, a freqiiéncia ®, se aproxima do infinito.

8.10

8.11

Se o valor
aproximar

Determinar ¢
freqiiéncia «

A admitinc

B 2
4+ X2
Fazendo o 1

10/125 = X

As raizes d
equagdo X,
ressonante

Determinar «
rad/s.

1
8 +j

8 _
= (100 *
Na ressoné

X /(69,5 +

Y:




.;,

S

[\l

com ©,L, a fre-

8-17. Se o resistor
existe, ainda, uma

= —-14. Portanto,
¢ negativo, isto é,
~ 8¢ aproxima de
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8.10

8.1

Se o valor de R; aumentar, o, tendera para zero, & medida que R 1, se
aproximar de 7,07 ohms.

Determinar os valores de L para os quais o circuito da Fig. 8-18 é ressonante na
freqiiéncia ® = 5000 rad/s.

A admitancia total é

1,1
T2+ X, ' 5-j10

2 5 (10 X
= + = |+ J e -
4+ X2 125 125 " 4+ X2

Fazendo o termo em j igual a zero,

10/125= X, /(4 + X3) ou X2 — 125X, + 4 = 0 )

As raizes de (1) sdo X; = 12,17 e X; = 0,33. Substituindo esses valores na
equagfio X; = wL, encontramos os valores de L para os quais o circuito é
ressonante: L, = 2,43 mH e L,, = 0,066 mH.

T

Figura 8-18

Determinar o valor de C que torna o circuito da Fig. 8-19 ressonante em o = 5000
rad/s.

1,1

~8+j6 834 - X,
(8 ,_ 83 ) . X 6
100 © 695 + x2) ~ 7|695 + X2 ~ 100

Na ressonéncia a admitancia complexa é um ntimero real. Entdo,

X/(69,5 + X2)= 6/100 e X2 -16,7X,+69,5=0



196

Circuitos Elétricos

donde X, = 8,35 ohms. Substituindo em X =1 o e resolvendo, temos
C =24 uF.

8 8,34
Jb c
Figura 8-19

8.12 Determinar os valores de R, e A, que tornam o circuito da Fig. 8-20 ressonante

8-13

em todas as fregliéncias.
O circuito é ressonante na freqiiéncia

1 1’R1g1 - L/C
® = JI.c

RZ - L/C

R, R

2 mH

e

Figura 8-20

@, pode ter qualquer valor sRZ =R 2 = L/C. Se L/C = (2 x 1073)/ (80 x 10-5)=
=25, temos R, =R.= V25 = 5 ohms.

Deixa-se como exercicio para o estudante verificar este resultado para
® = 2500 rad/s e w = 5000 rad/s.

Mostrar que, num circuito RLC em série, Q) = o, L/R = fo/B-

Nas freqiiéncias de meia poténcia a reatancia total é igual a resisténcia.
Na inferior, f 1» @ reaténcia capacitiva é maior que a indutiva. Entéo,
12rf,C — 2nf L = R, donde se obtém f r

Na superior, f, 9> @ reatancia indutiva é maior. Logo,

8.14

8.15

2nf,L ~1
Comeo B =
Qo =fy/B
Calcular Q@
1 pF, empr
1/0,CRe
A freqiién
®, = AL
Qy = wyL/
ou Q

Do Probl. .
= R. Subsi

1Y(2rf x1
Na superi
B =(745 -
Qo =fyB:

Representa
8-21(a), em




esolvendo, temos

ig. 8-20 ressonante

1073)/ (80 x 10®)=

e resultado para

1al a resisténcia.

ativa. Entéo,
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8.14

8.15

2nf,L — 12nf,C = R, donde se obtém 5o
Como B = f, - f,, B = R/2znL. Ent&o,
Q= f/B = 2rnf L/IR = o L/R.

Calcular Q de um circuito em série constituido de R = 20 chms, L = 0,05H e C =
1 uF, empregando cada uma das trés expressdes equivalentes para Qy: /R,
1/w,CRe f/B.

A freqiiéncia de ressonancia é
W) = 1/VLC = 1/V0,05 x 10 = 4470 rad/s e fo=0,/2n = 712 Hz. Entio,

Q, = ©,L/R = 4470(0,05)/20 = 11,2
ou Q= Vw,CR = 1/(4470 x 10~ x 20) = 11,2

Do Probl. 8.13 na freqiiéncia inferior de meia poténcia, 1/2nf 1C~2nf L=
= R. Substituindo:

1/@2nf, x 1076) - 2nf,(0,05) =20 e f, = 681 Hz

Na superior, f,, 2nf,L — 1/2rnf,C = R. Substituindo, fy =745 Hz. Entdo,
B =(745 —681) = 64 Hz. Assim:

Qy=f/B="712/64=11,12

Representar o diagrama do lugar geométrico da corrente, no circuito da Fig.
8-21(a), em que X, é uma reatancia indutiva variavel.

() Plano Y (c) Lugar de I

Figura 8-21
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O lugar geométrico de Y é um semicirculo de raio r = 1/2R = 0,1, como
mostra a Fig. 8-21(b).

O lugar geométrico da corrente é determinado por I = VY, onde V = 50/0°.
Esse lugar é, portanto, semelhante ao de Y e tem valor maximo de 10
amperes, quando X; = 0. Ver Fig. 8-21(c).

8.16 Representar o diagrama do lugar geométrico da corrente, no circuito da Fig.

8-22(a), em que R é uma resisténcia variavel e a reatancia capacitiva é fixa.

O lugar geométrico de Y é um semicirculo de raio r = 1/2X, = 0,1. Ver Fig.
8-22(b).

0,2 2
I 5
R H
s (D} P
o (5 o1p [ .
-5 Sl
B 10
(@) - G
() Plano Y
\'4
(c) Lugar de I
Figura 8-22
O lugar geométrico da corrente é determinado por I = — VY, onde

V = 50/0°. Portanto, a corrente tem um valor maximo de 10 amperes,
quando R = 0. Ver Fig. 8-22(c).

8.17 Determinar o valor de R, que acarreta ressonancia no circuito da Fig. 8-23(a).

Representar o lugar geométrico de Y, para explicar os resultados.

8.18

A admitanc

b

Y:
T R, +

Para que }
5/41 = 10/(Z

que produz

A admitanc
semicirculo
a susceptar
do ramo va:

Determinar «
minar o valo

A admitan
geométrico
8-24(b).

No ponto i1
relacdo a te
niriade Y,




122R = 0,1, como

Y, onde V = 50/0°.
or maximo de 10

no circuito da Fig.
apacitiva é fixa.

X, =0,1. Ver Fig.
G
Plano Y
I =-VY, onde

> de 10 ampeéres,

ito da Fig. 8-23(a).
ados.

8.18
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A admitancia total é
1 1 Ry 4 (5 10
Y, = — + = = |59 Tl R A T TS
RL + j10 4 — j5 RL + 100 41 41 RL + 100

Para que haja ressonincia, o termo em j de Y deve ser nulo, isto é,
5/41 = 10/(R; 2 + 100), donde R; 2 = — 18. Néo h4, portanto, um valor de R,

que produza ressonéncia.

B
0122} - - - - - - - .
R, %4 2ot
J10 -5
/l\ 0,022 |- /22227 - 4
- 0,0976 G
(@) (b) Lugar de Y,,
Figura 8-23

A admiténcia do ramo constante é 1/(4 — j5) = 0,0976 + j0,122. O raio do
semicirculo é r = 1/2X; = 1/20 = 0,05. O diametro, portanto, é 0,10. Como
a susceptancia capacitiva do ramo constante é 0,122, o lugar geométrico
do ramo varidvel néo corta o eixo real; logo, ndo h4 ressonincia possivel.

Determinar o lugar geométrico da corrente no circuito da Fig. 8-24(a) e deter-
minar o valor de R que acarreta um angulo de fase de 45" entre Ve .

A admitancia do ramo constante é 1/R = 0,1 ohms. O raio do lugar
geométrico semicircular do ramo RC é r = 1/2X, = 1/8 = 0,125. Ver Fig.
8-24(b).

No ponto indicado na Fig. 8-24(c), a corrente estd avancada de 45° em
relacdio a tensdo. Segue-se que devem ser iguais as partes real e imagi-
ndria de Y. Como

Y,

0,1 +

R2

RC +J : segue-se que
2+ 16 JR2C+16’ i @
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01+ __4 deonde R, =2Q
" RL+16 R+ 16 ¢
R,
10
T
@)
0,125
45°,
G v
1=0,IV
() Lugar de Y,, (¢) Lugar de I,
Figura 8-24
8.19

O circuito da Fig. 8-25 foi examinado no Probl. 6.18. Verificou-se, entdo, que o
valor absoluto de V 5 era constante, isto &, Vg = %Ve que o fasor V 4, estava

atrasado de 26 em relagio 4 tensao aplicada V, sendo 9 = arc tg wl/R. Mostrar,
graficamente, esses resultados.

rE|L 1?4 IB‘

&

No primeir
cada resist

VR=IR=‘

O diagram:
0 ponto mé

O segundo
da corrent:
8-27(a). O
tancia, Vg,
se a tensdo

(@)

As tensodes
Quando L v

Na Fig. 8-2!
superpostos

portanto, de
em relacéo



Ju-se, entdo, que o
o fasor V5 estava

rc tg ol/R. Mostrar,
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No primeiro ramo, Z = 2R, Y = 1/2R e a corrente I [, = V/2R. A tensdo em
cada resistor é, ent3o,

Vp,=IR=V/2

(@) v
1,

LR LR
A

@
N

Figura 8-26

O diagrama de fasores da Fig. 8-26 mostra as tensdes Vyae Vi, sendo A
0 ponto médio de V.

O segundo ramo tem um semicirculo como lugar geométrico de Y. O lugar
da corrente é, portanto, também um semicirculo, como mostra a Fig.
8-27(a). O diagrama dos fasores de tensio consta da tensdo na indu-
tancia, Vg, e da tensfo em R, V5. As duas tensdes se somam, obtendo-
se a tenséo V. Observe-se que I; estd atrasada de 90° em relagéo a V..

B

v LR,

Lugar I, L
(@) &)

Figura 8-27

As tensbes Vg, e V,5 séo perpendiculares para todos os valores de L.
Quando L varia de 0 a «, B se deslocade M a N no percurso semicircular.
Na Fig. 8-28, os dois diagramas fasoriais das Figs. 8-26(b) e 8-27(b) foram

. . .1 "
superpostos. Pode-se verificar que V,p € o raio 3 V do semicirculo e,

portanto, de amplitude constante. Além disso, 0 Angulo ¢ de atraso de Vg
em relagéio a V é igual a 26, sendo 0 = arc tg oL R.
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Figura 8-28 g

8.20 O lugar geométrico da corrente total de um circuito em paralelo de dois ramos é
o indicado pela Fig. 8-29. Determinar os elementos nos ramos e especificar qual R
o elemento variavel. 8. 0 circuito
: sdo v=70,7

Resp.: R =
v esp 2

Lugar de I,

Figura 8-29

8.22 A fonte do cil
O ponto inferior do semicirculo corresponde & condi¢fio de corrente nula, Hz. Para que
no ramo variavel. A corrente total nesse mesmo ponto, portanto, é inteira- Resp.:C=2
mente devida ao ramo constante 1. Como essa corrente esta atrasada em

relagéo a tensdo, o ramo constante deve conter R, e L.

O lugar geométrico semicircular da corrente no ramo 2 mostra que a
corrente estd em fase com a tensio em seu valor méaximo. Em todos os
demais pontos, I, estd atrasada em relaciio & V. O ramo 2, portanto,

contém R, e L,, sendo L, uma indutancia variavel, como mostra a Fig.
8-30.
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1 2
R 1 R 2
L, L,
Figuara 8-30

Problemas Propostos

8.21 No circuito RLC em série da Fig. 8-31, a tenséo e a corrente instantaneas
sdo v=70,7 sen (500t + 30°) e i = 2,83 sen (500f + 30°). Determinar Re C.
Resp.: R =25 ohms; C = 8 pF.

Figura 8-31

8.22 A fonte do circuito em série da Fig. 8-32 tem impedancia 5 + j3 e freqliéncia 2000
Hz. Para que valor de C serd méxima a poténcia no resistor de 10 ohms?
Resp.: C = 26,6 pF; P =111 watts.

5473 10 Q

50/0° 1

Figura 8-32
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8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28

8.29

Um circuito RLC em série em que L = 25 mH e C = 75 pF tem um angulo de fase
de 25° atrasado para @ = 2000 rad/s. Para que freqiiéncia o angulo de fase sera
adiantado? Determinar wy,.

Resp.: = 267 rad/s; w, = 730 rad/s.

Em um circuito RLC em série com L = 0,5 H a tens&o instantanea é v = 70,7 sen
(500t + 30°) e a corrente instantanea é i = 1,5 sen (500t). Determinar os valores
de R e C. Para que valor de o, o circuito sera ressonante?

Resp.: R = 40,8 ohms; C = 8,83 uF; o, = 476 rad/s.

Uma tensé&o de freqiiéncia variavel é aplicada a um circuito em série, onde R =
10 ohms, L = 0,2 H e C= 40 pF. Calcular as frequiéncias f,, f, e f, para as quais
a corrente tem, respectivamente, as seguintes situagoes, em relagio a tensio
aplicada: avangada de 30°, em fase e atrasada de 30°.

Resp.: f, = 54,0 Hz; f, = 56,3 Hz; f, = 58,6 Hz.

O &ngulo de fase em um circuito RLC em série em que R=250ohmse L=0,6 H
€ B60° adiantado, sendo a fregiiéncia 40 Hz. Em que freqiiéncia o circuito sera
ressonante?

Resp.: fo = 45,4 Hz.

Varia-se a freqiiéncia, no circuito em série da Fig. 8-33, até que a tensdo no
capacitor seja maxima. Sendo 100 volts a tenséo eficaz aplicada, determinar a
tensdo maxima no capacitor e a freqiiéncia em que ela ocorre.

Resp.: w = 707 rad/s; V= 115,5 volts.

50Q

1 °{ ~
ot (> 0,05 H
j\ 20 pF

Figuara 8-33

O fator de qualidade do circuito do Probl. 8.27 era Q, = ©, L/R = 1. Suponha
R =10 ohms, o que acarreta Q, = 5. Determine a freqiléncia em que a tensao no
capacitor € maxima. Repita para R = 5 ohms.

Resp.: ® = 990 rad/s; 998 rad/s. Nota. Para Q, = 10 pode-se admitir que as
tensbes maximas em R, L e C ocorrem todas na freqiiéncia de ressonancia o, ou

for

Para mostrar o efeito de Q na amplitude da corrente, proximo da freqiiéncia de
ressonéncia, represente o valor absoluto de Y em fungio de o, para os dois

8.30

8.31

8-32

8.33

seguintes
L=0,05F

No circuit
frequénci:
ressonanc
Resp.: w,
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seguintes conjuntos de valores das constantes do circuito. Gircuito 1: R = 5 ohms,
L=0,05He C=20 pF. Circuito 2: R=10ohms, L=0,05He C =20 uF.

_ 8.30 No circuito em paralelo da Fig. 8-34, L = 0,2 H e C = 30 pF. Determinar a
j freqiiéncia de ressonancia, supondo R, = 0, e compara-la com a freqiéncia de
g ressonancia quando R = 50 ohms.

Resp.: o, = 408 rad/s; o, = 323 rad/s.

R,

' ~C
L
Figura 8-34

8.31 Determinar a freqiiéncia de ressonancia, f,, do circuito em paralelo da Fig. 8-35.
Resp.: f, = 159 Hz.

7Q

T~ 20 pF
1 mH
Figura 8-35

8-32 No mesmo Probl. 8.31, qual o valor de resisténcia que, em série com o capacitor,
acarreta uma freqiiéncia de ressonancia de 300 Hz?
Resp.: R, = 6 ohms.

8.33 Determinar o valor de R, para o qual o circuito em paralelo da Fig. 8-36 é ressonan-
te.
Resp.: R, = 12,25 ohms.

R, 10Q
J10 /]\ -5
Figura 8-36




206 Circuitos Elétricos

8.34 Para que valores de X, sera ressonante o circuitoc em paralelo da Fig. 8-37?
Representar o lugar geométrico de Y para explicar o resultado.

10Q 5Q
§2.6 /|\ 10
Figura 8-37

8.35 Qual o valor de R, para o qual o circuito da Fig. 8-38 é ressonante? Representar
0 lugar geométrico de Y que explica o resultado.
Resp.: R, =0.

2,94Q R,
j11,7 /l\ 12,5
Figura 8-38

8.36 O circuito em paralelo da Fig. 8-39 é ressonante quando Xe = 9,68 ohms

ou X = 1,65 ohms Determinar o fasor corrente total para cada valor da
reatancia capacitiva.

Resp.:1,83/0°; 3,61/0".

o
/I\

J3 JXe

Figura 8-39

8.37 Qual o valor de R que proporciona ressonancia no circuito da Fig. 8-40?
Resp.: R; = 6 ohms.
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8.38 Aplica-se uma tensdo V = 50/0° a um circuito em série constituido de uma
reatdncia indutiva fixa X, = 5 ohms e uma resisténcia variavel R. Discutir os
diagramas dos lugares geométricos da admitancia e da corrente.

10Q % R,
Jj10 /l\ -2

Figura 8-40

8.39 Aplica-se uma tensdo V = 50/0° a um circuito em série constituido de uma
resisténcia fixa R = 5 ohms e uma capacitancia variavel C. Discutir os dia-
gramas dos lugares geométricos da admitancia e da corrente.

8.40 No circuito em paralelo da Fig. 8-41, a indutancia pode ser variada sem limita-
¢ao. Tracar o diagrama do lugar geométrico da admitancia, para mostrar por que
nao se pode obter ressonancia.

10Q 5Q
JX, /‘\ —-j10
Figura 8-41

8.41 Ocircuito da Fig. 8-42 é ressonante para dois valores da capacitancia C, quando
® = 5000 rad/s. Determinar esses valores de C e tragar o diagrama do lugar
geométrico da admitancia.

Resp.: 20,6 uF; 121 pF.

5Q 4Q

0,6 mH C

Figura 8-42
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8-42

8.43

8.44

8.45

Na Fig. 8-43, 1, é atrasada de 53,1° em relagao a tensao aplicada, quando R =
0. Se A = « (circuito aberto), I} é avangada do mesmo angulo. Construir o
diagrama do lugar geométrico da admitancia para ilustrar esta condicdo. Para
que valor de R o circuito é ressonante?

Resp.: R = 6,25 ohms.

L R
100/0" 6Q
76,25 /I\ —i8
Figura 8-43

Determinar o valor de R que torna ressonante o circuito paralelo da Fig. 8-44 e
construir o diagrama da admitancia para explicar o resultado.

R 4Q
Jj10 /‘\ —jb
Figura 8-44

Qual a variagao na reatancia indutiva do Probl. 8.43, que torna possivel obter-se
ressonéncia com algum valor do resistor variavel R?
Resp.: X, < 8,2 ohms.

Determinar o valor de R que acarreta ressonancia em paralelo no circuito da Fig.
8-45 e tragar o diagrama do lugar geométrico.
Resp.: R = 5,34 ohms.

R 5Q
j4 /I\ -8
Figura 8-45

8.46

8.47

8.48

8.49

8.50
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8.46

8.47

8.48

8.49

8.50

No Probl. 8.11 desejava-se tornar ressonante o circuito em paralelo, variando-se
a capacitancia C. Empregar o diagrama do lugar geométrico da admitancia para
mostrar por que s6 foi obtida ressonéncia com um valor de C e nao com os dois
valores usuais.

O circuito em paralelo da Fig. 8-46 deve ser tornado ressonante pela variagao de
L. Construir o diagrama da admitancia e determinar os valores de L que propor-
cionam ressonancia com ® = 5000 rad/s.

Resp.: L = 2,43 mH; L = 0,066 mH.

2Q 5Q
L /I\ 20 pF
Figura 8-46

No lugar geométrico da admitancia do problema 8.47, determinar o valor de L
que acarreta corrente total minima. Qual seria o mddulo dessa corrente com uma
tensdo eficaz de 100 volts aplicada?

Resp.: L = 2,95 mH; I; = 5,1 ampéres.

No Probl. 8.47 aplicar uma tenséo V = 150/75° e calcular §; para cada valor de
L que tornou ressonante o circuito.

Resp.:1; = 7,98/75"; 1= 78,9/75".

1
2000Q 5 pF
Vi
v<~>1 AyY<——1 B
2000Q R,
Figura 8-47

No circuito defasador da Fig. 8-47, a tenséo V45 deve ser atrasada de 10" a 170
em relagdo a tensdo aplicada V. Na freqiiéncia de 60 Hz, qual a gama de
variagdo de R, que satisfaz ao desvio de tensao?

Resp.: 46,4 a 6080 ohms.
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8.51 Em cada uma das Figs. 8-48(a), (b) e (c) é fornecido um diagrama da corrente
total solicitada pelo circuito que contém um elemento variavel. Descrever o
circuito que corresponde a cada caso.

Resp.: (a) Um circuito de dois ramos em paralelo. Ramo 1: Re X, fixos; ramo 2:
R fixo e X, variavel.

(b) Um circuito paralelo de trés ramos. Ramo 1: R e X, fixos; ramo 2: X, fixo;
ramo 3: Afixo e X, variavel.

(¢) Um circuito paralelo de dois ramos. Ramo 1: Re X, fixos; ramo 2: X, fixoe R

variavel.
|/\ A\
Lugar de I, I
| /\ Lugar de I, Lugar de I,
‘ v
@ ® ©
Figura 8-48

8.52 Determinar as constantes do circuito e suas ligagdes, correspondentes ao lugar
geométrico da corrente indicado na Fig. 8-49, para » = 2000 rad/s.
Resp.: Ramo 1: R=7,07 Q; L = 3,54 mH. Ramo 2: R = 7,07 Q; C variavel.

P V=250/30°
&

Figura 8-49

8.53 Um circuito em paralelo de dois ramos tem o diagrama da corrente mostrado na
Fig. 8-50. Qual a variagdo no ramo RL que faz com que 0 ponto A caia sobre o
fasor tensao?

Resp.: Fazer X, = 5,78 ohms.

8.54 Um circuil
na Fig. 8-
Resp.: Ra
Ramo 2: /
Ramo 3: [
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' V = 100/0°
A

Figura 8-50

8.54 Um circuito em paraielo de trés ramos tem o diagrama das correntes mostrado
na Fig. 8-51. Determinar todas as correntes do circuito, sendo ® = 5000 rad/s.
Resp.: Ramo 1: R=8,05Q; L = 0,423mH.

Ramo 2: R=4,16 Q; C=27,7 pF.
Ramo 3: L = 2,74 mH; R variavel.

5 Lugar de I,
&
S
3
A
|
TS V = 150/-25°
18755
Figura 8-51




Capitulo 9

uskioN ANALISE DE CIRCUITOS PELAS
CORRENTES DE MALHA

Introducao

As fontes de tensdo em um circuito elétrico ou estrutura produzem
correntes em cada um dos ramos e conseqiientes tensdes nos elementos do
circuito. A solugéio da estrutura consiste em determinarem-se as correntes nos
ramos ou as tensdes nos elementos.

Correntes de Malha

Para aplicagdo do método das correntes de malha escolhem-se percur-
sos fechados simples para as chamadas correntes de malha, como mostra a Fig.
9-1. Escrevem-se, entdo, no caso, trés equacgdes em funcéo das incégnitas I, L,
e I, e resolve-se o sistema. A corrente em cada braco é entdo determinada
diretamente por uma das correntes de malha ou por uma combinagdo das
mesmas.
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z, Z z,
— " e
L N I

Figura 9-1 Correntes de malha em um circuito.

Assim, a corrente em Z, é I, e a corrente em Zj, admitindo-se positivo
o sentido para baixo, através da impedéncia, é I, — L,. A corrente em qualquer
ramo da estrutura é obtida de forma semelhante. A tensio em qualquer ele-
mento de circuito serd, entdio, o produto do fasor corrente no elemento pela
impedancia complexa.

Para se obter o conjunto de trés equacdes, aplica-se a lei de Kirchhoff
para as tensbes a cada corrente de maltha. Na Fig. 9-2 foi destacada a malha de
I, e escreve-se, entéo, a equacdo que iguala a soma das quedas de tenséo, ao
longo da malha, as “elevagdes” de tenséo.

1Z, + A, - L)Z, =V, @

A segunda malha nio contém fonte; portanto, a soma das quedas de
tensdo é nula.

v, (5' 1 LZ,;(IQ

Figura 9-2

LZ, + (I, + 1)Z, + (A, - 1)Zy = 0 @
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Aplicando a lei de Kirchhoff para as tensoes a terceira malha,

LZ, + (; + L)Z, = V, 3

Reunindo e reagrupando,
(Zy + ZpI, — Z]1, =V, )
Zgl, + (Zg + Z, + Z)I, + Z,I, =0 @)
Zpl, + (Zp + ZpL, =V, 3

Pode-se deduzir diretamente esse conjunto de equacgdes. Considere-
mos a primeira malha da Fig. 9-2. Toma-se o sentido hor4rio para a corrente I,
e todas as quedas de tensdes nos elementos dessa malha, produzidas por I 1» 580
positivas. A corrente de malha L, da segunda malha também circula em Z,,
porém em sentido oposto a I,; assim, a queda de tensdo em Z,, produzida por L,
€ —Zpl,. Atensdo V, é positiva porque tem o mesmo sentido de I,. Feitas estas
consideracdes, aplicando-se a lei de Kirchhoff & malha um, obtém-se a equacso
(I). As equagtes (2) e (3) sdo obtidas de maneira semelhante.

As expressdes elevacio de tensdo e queda de tensdo sdo mais ade-
quadas aos circuitos de corrente continua, onde seu significado é mais claro do
que nos circuitos com excitagdes senoidais, nos quais tensoes e correntes instan-
tdneas assumem valores positivos e negativos. Em regime estaciondrio se-
noidal, segundo a 22 lei de Kirchhoff para as tensoes, aplicada a um circuito
fechado, resulta uma igualdade com fasores, em que a soma dos fasores das

tensoes nas impedéancias da malha é igual & soma dos fasores de todas as fontes
de tensdo agindo na malha.

Escolha das Correntes de Malha

Aplicando o0 método das correntes de malha, é possivel simplificar-se a
solugdo de um dado problema pela escolha conveniente das malhas no circuito.
Se, na Fig. 9-1, desejissemos apenas determinar a corrente no ramo que
contém Zg, seria conveniente deixar apenas uma malha passar em Zg. Pre-
cisamos, assim, deterr_ninar apenas I,. A Fig: 9-3 mostra as novas malhas
escolhidas.

O conjr
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VAG)' 1, [ Zs J [ Z, |1, 1<~>VB

Figura 9-3
O conjunto de equacdes das correntes de malha é

Z, + ZI, + z,1, =V,
Z,1 + Z, + Z, + Zpl, + Z)1, =V,
ZX, + (Zy + Zpl, =V,

Quaisquer que sejam as correntes de malha escolhidas, cada elemento
de circuito devera ser percorrido pelo menos por uma corrente, e ndo tem como
haver dois ramos com a mesma corrente ou igual combinacéo algébrica de
correntes. No pardgrafo seguinte, sdo apresentadas regras que indicam o ni-
mero de correntes de malha necessério para a resolugdo de um circuito; um
nimero inferior de correntes nio sera suficiente.

Numero Necessario de Correntes de Malha

Para um circuito simples e plano, o nimero de correntes de malha
necessdrio é evidente. As estruturas mais elaboradas exigirdo um método que
forneca o nimero necessdrio de equacdes. Um estudo aprofundado desta
questio nos conduz & uma bonita drea no estudo de Circuitos Elétricos, denomi-
nada Topologia de Redes Elétricas. Veremos a seguir um pouco deste assunto.

A Fig. 9-4(b) mostra o grafico da estrutura, onde os nés sdo pequenos
circulos e os ramos foram substituidos por linhas. A seguir, a Fig. 9-4(c) mostra
a drvore da estrutura, obtida com a inclusfio apenas de ramos que néo formam
percursos fechados. A 4rvore da estrutura ndo é tnica. As linhas cheias da Fig.
9-4(c) chamam-se ramos da drvore e as tracejadas, ramos de ligacdo. Cada
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ramo de ligagdo completa um percurso fechado. O ntimero de correntes de
malha exigido pela estrutura é igual ao niimero de ramos de ligacéo, 4

Equacgoes

| Emn

Z,é:

(@ que I, percon

pelas somas d

Z,¢é.

Segue

das impedanc
sinal positivo

Nno mesmo sen

®) V,éa
positivo se a t
Figura 9-4 Estrutura, gréfico e drvore. ‘ sentido contra
malhas.
Obtém-se 0 mesmo resultado “cortando” os ramos do circuito original, Exemp!
de modo que cada corte “abra” um percurso fechado. Quando nfio houver mais Fie. 9-5
percursos fechados a abrir, o ntiimero de cortes feitos indicara o nimero neces- g J-0.

sdario de correntes de malha.

Um terceiro método consiste em contarem-se os ramos e nés da estru-
tura. O niimero necessério de correntes de malha é dado por

Niumero de equagdes = ramos — (nés — 1)

A estrutura da Fig. 9-4(a) contém sete ramos e quatro nés. O niimero
de correntes de malha é 7~ (4 — 1) = 4.
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Equacoes das Malhas

Em notagéo geral as equagdes de um circuito de trés mathas sio:

21, £ 2,0, £ Z1; =V,

I+

Zody + Zyoly * 2ol =V,

+

Zyd, + Zgly, + Zy5l; =V,

Z,, é aimpedancia da malha um, igual &4 soma de todas as impedéncias
que I, percorre. Z,, e Z,, sdo as impedancias das malhas dois e trés, dadas
pelas somas das impedéncias das respectivas malhas.

Z,, é a soma das impedédncias comuns as correntes de malha I, e L,

. Segug—se que Z,, S Z,,. As impedancias Z<13, Z3 1 Loz e Zg,y s80 as somas
das impedéncias comuns as correntes de malha indicadas por seus indices. O
sinal positivo aplica-se caso as duas correntes percorram a impedincia comum
no mesmo sentido. Caso contrario, o sinal é o negativo.

V, é a soma de todas as tensdes de geradores na malha um. O sinal sera
positivo se a fonte debitar no sentido da corrente de malha e negativo se em

sentido contrario. V, e V; séio as somas das tensdes das fontes das respectivas
malhas.

Exemplo 1 Escrever as equagbes das correntes de malha do circuito da
Fig. 9-5.

5/30°
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As correntes de malha estéio tragadas no diagrama do circuito. Como néo
existe gerador na malha um, a soma das quedas de tensdo é igual a zero.

L8 + @, - I)10 + @, - L5 =0

A fonte de 5/30° volts da malha dois debita em sentido contrario ao da
corrente de malha; seu sinal é, portanto, negativo.

L(4) + (@, — L)8 + (I, — 1)10 = — (5/30°)
Aplicando & terceira malha a lei de Kirchhoff para as tensoes, obtemos
LB +j4) + Iy - 1)5 + (I; - L)8 = (10 0°)

Reagrupando os termos, o conjunto das trés equacées fica sendo:

(15 - j8)I, — 101, — 5I, =0
~ 101, + (18 + j4)L, — 8L, =-(5/30°
51, — 8L+ (16 +j4) I,  =—(10/0")

Compare-se o grupo de equagdes acima com as equacdes do circuito de
trés malhas, dadas em notagdo geral. A impedancia da malha um é
Z,,(5+10-;8) =15 —j8. A impedéincia comum &s malhas um e dois é
Z,, = 10. Entretanto, o sentido de I, é oposto ao de I; entdo, o sinal de z,
€ negativo. Da mesma maneira, a impedéancia comum s malhas um e
trés é Z,; =—5. Observe-se que Z,, =Z,,, Z,;=Z,, Zy,=2Zg,.

A tenséo do gerador na malha dois é 5/30°, porém seu sentido é contrério
ao da corrente na malha; portanto, seu sinal é negativo. Cada termo do
conjunto de equagdes acima pode ser comparado com a notacéo geral.

Matrizes

Matriz é um arranjo de niimeros ou de funcdes, dispostos em forma
retangular (linhas e colunas), encerrados em um par de colchetes e sujeitos a
determinadas regras de operagdo. Na matriz,

0S nimeros ot
na colunaj. |
“mxn’eécl
mxn’.

Duas

Soma de i

Duas
as ordens fore

A son
matriz C de 7
corresponden’

Exemp

A




ito. Como ndo
é igual a zero.

mtrario ao da

'es, obtemos

:endo:

do circuito de
. malha um é
is um e dois é
.0 sinal de z,
malhas um e
Z,.
do é contrario
‘ada termo do
1cdo geral.

tos em forma
38 e sujeitos a
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Ay Qg Qg - Ay,
Qg1 Qg3 Cg3 ay,
A S e
a’ml a’m2 am3 N amn

os niimeros ou fungdes a,; sdo seus elementos. Um elemento a; estd na linhaie
na coluna j. Esta matriz, de m linhas e n colunas, é de ord]em “m por n” ou
“m x n” e 6 chamada “matriz A” ou “matriz A de m X n” ou matriz “[aij] de
mxn”.

Duas matrizes s6 serdo iguais se uma for a exata reproducgio da outra.

Soma de Matrizes

Duas matrizes de mesma ordem podem ser somadas ou subtraidas; se
as ordens forem diferentes, essas operagdes ndo poderdo ser efetuadas.

A soma (diferenca) de duas matrizes m xn, A =[a ij] eB =[b], é uma
matriz C de m X n em que cada elemento é a soma (diferenga) dos elementos
correspondentes de A e B. Assim,

AiB:[aijibij]

{1 4 0 {5 2 6 ~
Exemplo2 SeA = [2 7 3] e B = [0 1 1], entdo,
_j1+5 4+2 O0+6{_1|6 6 6
A+B‘[2+0 7+1 3+1]‘[2 8 4]6
[4 2 -6
cese[3 2
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Multiplicacdao de Matrizes

O produto A x B, nessa ordem, da matrizA de 1 xm =

pela

o

i1

21
by, |6 a matriz Cde 1x 1

o

matrizBdem x1 =

ml

bll

a;,1x bar | _ = [a,,b

b

C=lay ay .. 101+ @y9by

ml

m
= Z @y, by,
k=1

lajapa,;..

a;m]

+ ...+ almbml] =

Observe-se que cada elemento da linha é multiplicado pelo elemento

correspondente da coluna e os produtos sio somados.

2
Exemplo 3 [1 3 51| 4

—2

= [1(2) + 3(4) + 5(-2)] =

[4]

O produto AB, nessa ordem, da matrizA de m x s = [a, ] pela matriz B

desxn_[b ]eamatrlszemxn_[c ] onde

S
Z by, i=12..,m, j=12,.,n
Ay Qe b b Qb+ gy @yybig+agsby,
Exemplo4 |a., a "2y _la b +a,.b b,+a,.b
plo 21 2201y g [T|%21711 22021 291012 22722
21 022
agy Q39 g1y +agebyy @301y +agob,,

Exemp.

Exemp.

e

Duas
56 é definido ¢
B. Portanto, s
produto AB é.
for, também, ¢

Inversao

Num
algarismo ma

Por ¢
inversdo. Em
inversoes, pol
portanto, ha «
algarismo 2 p

Determin

Tome
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4 3 5 _g1|4 3I, + 51, - 8I,

ﬁ Exemplo 5 |2 1 6||1,| =2, + U, + 6,

4 6 7L 41, ~ eI, + TI.

Q1505 ... aym] 3 - 2 3
Exemplo 6

It

5 -3||18 -2 6 5(8) + (=3X7)  5(-2) + (-3)0) 5(6) + =3)9)
4 2117 0 9

4(8) + 27 4-2) + (2)0)  4(6) + 2(9)
19 -10 3
“l46 -8 42

Duas matrizes A e B s6 podem ser multiplicadas, isto é, o produto AB
imdm] = 86 ¢ definido quando o niimero de colunas de A é igual ao ntimero de linhas de
B. Portanto, se A for, por exemplo, uma matriz 3 x 2 e B for uma matriz 2 x 50
produto AB é definido, mas n#o o é o produto BA. Se D for uma matriz 3x 3 e E
for, também, 3 x 3, ambos os produtos, AB e BA, serio definidos.

+ a

Inversao
pelo elemento

Num arranjo de algarismos positivos existird uma inverséo quando um
algarismo maior preceder um menor.

Por exemplo, em 132, o algarismo 3 precede 2; h4, portanto, uma

! inversdo. Em 321 o algarismo 3 precede 2¢e 1, e 0 algarismo 2 precede 1; hd trés

inversdes, portanto. Em 4213, 4 precede 2, 1 e 3 e o algarismo 2 precede 1;

portanto, ha quatro inversdes. Em 3421, 3 precede 2 e 1, 4 precede 2eleo
algarismo 2 precede 1; h4, portanto, cinco inversses.

pela matriz B

@y5b0, Determinante de uma Matriz

Qgobss
a.0b .
32722 Tomemos n elementos da matriz n quadrada
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e formemos um produto @1 Ggp Ggj3 --- @,;,demodoqueum,e apenasum,

elemento pertenca a uma linha e um, e apenas um, elemento pertenca a uma
coluna. Observe-se que a seqiiéncia dos primeiros indices é, por conveniéncia,
na ordem 1, 2, ..., n; portanto, a seqiiéncia Ji» Jo» - J, dos segundos indices é
uma das n! permutagdes dos algarismos 1, 2, ..., n. D4-se ao produto o sinal + ou
-, conforme seja par ou impar o niimero de inversdes dos segundos indices.

Portanto, o determinante de uma matriz n quadrada, escrito [Al,é a
soma de todos os n! produtos de sinal diferente que podem ser formados com os
elementos de A.

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n chama-se deter-
minante de ordem nr.

Exemplo 7 fn %) - a
xemp o a. | T %l T G985
21 22
@y G Gy
Exemplo8 |ay; ayp ay = 11099033 — Qy30g3035 — G1909105g
33  Q3zp  Cgg

T 019093031 + B13091035 — Q1905004

Menores e Cofatores

O menor de um elemento a;; de um determinante de ordem n é o
determinante de ordem (n — 1) obtido quando se eliminam a linha e a coluna
que contém esse elemento. O menor de um elemento a; se designa por |M ijl .

O menor com seu sinal, (-1)% IML.J.I, chama-se cofator de a; e se
designa por Ay

Exempl

Para o d

| Mgl =

Valor de u

O valc
obtidos, multij
pelo seu cofatc

€ a expansao (

Exemp
1 4
2 1
3 5

= 3{4(—€

Exemp

Exemp



»€apenas um,

artenca a uma

conveniéncia,
ndos indices é
tto o sinal + ou
os indices.

serito 1A, é a
‘mados com os

.ama-se deter-

T Q909,835

= Cp39904,

ordem n é o
ha e a coluna
a por lMijl.

r de a; e se

Andlise de circuitos pelas correntes de malha 223

Exemplo 9
Ay Qg Gy
Para o determinante de 32 ordem 1Al = |@g; @5y  Go4,
Q3 Q3 Qg
1 5+ 3% %12} A1 Qy
1Mol = 1g a,| & A=CD a a.,|  |a
31 32 31 32 31 Q3

Valor de um Determinante

O valor de um determinante |Al de ordem n é a soma dos n produtos
obtidos, multiplicando-se cada elemento de qualquer linha ou coluna escolhida
pelo seu cofator. Assim,

Qy; Gyp Oyg

Al = |8y Qg5 Qo3| = @150y + Agpfgy + agoAgy
Qg3 Q39 Qg5
Qg1 Qg3 ay; O3 Q13 Qg
7% g, ag| T %2|a,, ag| T %2, a
31 @33 31 Q33 21 Qo3

é a expansédo de | Al pela segunda coluna.

Exemplo 10
1 4 7
4 7 1 7 1 4
2 1—6=3l |—5] +0| [
3 5 0 1 -6 2 -6 2 1
=3{4(-6) - 7T(1)} - 5{1(-6) -T2} +0 =7
3 5 8 1 92
Exemplo1l |1 0 2| =-5 ' 1 = -5{1(3) — 24)} = 25
4 3
4 0 3
4 7 -2 _—
Exemplo12 [0 5 ol =5 ls 3‘ = 5{4(-3) — (<2)8)} = 20
8 2 -3 B
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Propriedades dos Determinantes

Se duas linhas ou colunas de um determinante sdo idénticas, o valor do
determinante é zero. Por exemplo,

1 8 1
-4 2 -4 =0
6 1 6

Multiplicando-se cada elemento de uma linha ou coluna de um deter-

minante por qualquer niimero %, o determinante fica multiplicado por k.
Por exemplo,

3 -4 2 6 -8 4 3 -4 4
2]-1 5 0| =1-1 5 0] = (-1 5 0
2 6 7 2 6 7 2 6 14

Trocando-se as posi¢bes de duas linhas ou colunas de um determinante,
troca-se o sinal deste. Por exemplo,

1 4 7 4 T 7 3 -6 9
-2 5 8 =-5 -2 8=-2 5 8
3 -6 9 -6 3 9 1 4 7

Se cada elemento de uma linha ou coluna for expresso como a soma de
dois ou mais niimeros, o determinante podera ser escrito como a soma de
dois ou mais determinantes. Por exemplo,

3 -7 5 3 -9+2 5
2 4 5] =12 4 +0 B =
1 6 8 1 8 -2 8
3 -9 5 3 2 5
=12 4 b + |2 0 -5
1 8 8 1 -2 8

Somando-se aos elementos de qualquer linha (coluna) % vezes o elemento

correspondente de qualquer outra linha (coluna), o valor do determinante
néo se altera. Por exemplo,

1 9 -3 1 9+3-3) -3 1 0 -3
4 6 -2{=14 6+3-2 2=|14 0 -2
-3 1 5 -3 1+ 3% 5 -3 16 5

Resolucdo
Regra de (

O siste

pode ser escritc

O valo
do por x, se ca
dade 2).

Agora,
somemos x, Ve
elemento corre

xlAa =

ou



:as, o valor do

de um deter-
iplicado por %.

4
0
4

leterminante,

9
8
7

no a soma de
mo a soma de

1 2 8

es o elemento
determinante

-3
-2
5
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Resolucao de Equacoes Lineares por Determinantes —
Regra de Cramer

O sistema de trés equagBes lineares a trés incégnitas x,, x, e x,
Ay + GyXy + Gyg¥g = Ky
Qgi¥y T Qgg¥y + Aggxg = ky
)%y + g%y T Aggxg = kg

pode ser escrito sob a forma de matrizes

Ay Qg Q3| | % ky
Qgy Qgy Qo) |Xg) = |y
a3y A3y G3311%3 ky

O valor numérico do determinante dos coeficientes, A, fica multiplica-
do por x, se cada elemento da primeira coluna for multiplicado por x, (proprie-
dade 2).

Ay Gy Cy3 3% Q9 Gy3
A, =[Gy oy Co3l & XA, = Qo)X gy Cog
a3, Q39 Qg3 g%y Qgp Qg3

Agora, a cada elemento da primeira coluna deste 1ltimo determinante,
somemos x, vezes 0 elemento correspondente da segunda coluna e x, vezes o
elemento correspondente da terceira coluna (propriedade 5). Ento,

(@ + ay%y + ayg%s) gy @y ky @y a4
X8, = [(@gy%y + QgoXy + QogXs) Qgy Ayg| = |ky Qgy Qg
(agyxy + QgoXy + Qg5X3) gy Qgg ky ag, ag

ou xl =
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desde que A # 0. Da mesma maneira, tem-se:

3

k
k
A

a

Este método, chamado Regra de Cramer, pode ser aplicado a qualquer

sistema de n equacdes lineares a n incégnitas, desde que o determinante dos
coeficientes seja diferente de zero.

O Método das Matrizes e a Andlise de Circuitos

As equacdes das correntes de trés malhas

Z,1, Z,1, £ Z5, =V
tZ, I + Z,I, + Z,I, =V,
+Z1 + Z,L, + Z,1, =V

séo escritas agora sob a forma de matrizes

Z, £Z, + 24| 1, A
+Z, Z,, £ Z,||L|=]|V,
t 2y 7y, Zg|| L Vs

ou [Z] [1] = [V]

que se designa como lei de Ohm sob a forma de matrizes, onde [Z] é a matriz
impedéancia, [I] a matriz corrente e [V] a matriz tensio.

As correntes de malha I,, I, e I, séo encontradas pelas relagdes de dois
determinantes.

Se o «
elementos da ¢
equagdes para

Os ter
nentes fasores
corrente de m
VZ(AZI/AZ) devi

Impedanc

Seja u
terminais exte
V, e chamemo




ido a qualquer
srminante dos

los

[Z} é a matriz

lacdes de dois
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vV, 2, *1Z, z, V, +12Z,
V2 Z22 t Z23 t Z21 V2 t Z23
L = V3 + Z32 Z33 _ _J—r Z31 V3 Z33
1 A L= A
z z
zll * Z12 Vl
t Z21 Z22 V2
- +Z, +2Z, V,
3~ A

Se o determinante numerador de cada uma for desenvolvido pelos
elementos da coluna que contém as tensoes, obteremos o seguinte conjunto de
equagdes para as correntes de malha:

A A €))
_ 11 1 31
L=Via |+ VZ(Az + V{AZ
A A 2)
12 2 32
I2 = ‘71 T + V{T + VS[A—
z z 4
A A 3
13 3 33
13 = ‘71 T + Vz[A + V{T
z k4 Z

Os termos dos segundos membros das equagdes (1), (2) e (3) sdo compo-
nentes fasores que resultam das vérias tenstes de excita¢do. Assim, em (1), a
corrente de malha I, consta de trés partes: V,(A,;/A) devida a tensdo V;
V,(A,,/A,) devida a tensédo V,, e V4(A4,/A ) devida & tensdo V.

Impedancia no Ponto de Excita¢ao

Seja um circuito passivo, ou isento de fontes de alimentacdo, com dois
terminais externos, como mostra a Fig. 9-6. Apliquemos ai uma fonte de tenséo
V, e chamemos I, a corrente de malha resultante.
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Rede de
multimaltha
passiva

Figura 9-6

Como ndo ha outras fontes no circuito, a equagio da corrente de malha

A A A
I = V{f] + (0)(21] + (0)(—55} + o= VI(A—HJ

A impedédncia de entrada ou impeddncia no ponto de excita¢do é a
relagdo entre a tensfo aplicada V, e a corrente resultante I,. Assim,

Z, =Vy/L =A/A,

Define-se a impedincia de entrada de um circuito (com elementos
passivos e ativos) como sendo a impedéncia apresentada pelo circuito nos
terminais especificados, quando fodas as fontes sdGo substituidas por suas res-
pectivas impeddncias internas. Assim, a relagéo A /A, é a impedancia no ponto
de excitacdo da malha um (independentemente de ser a estrutura passiva ou
ativa) e sua unidade € o ohm.

Impedancia de Transferéncia

Uma fonte de tensdo que excita uma malha produzird uma corrente em
cada uma das outras malhas da estrutura. Impeddncia de transferéncia é a
relacéio entre uma tensfo de excitagio em uma malha e a corrente resultante
em outra malha, anuladas todas as demais fontes.

Rede de
multimalha L 1

Figura 9-7

Seja ¢
I, é a corrente

O ind
acdo, isto é, a
determinante
indices que a

9.1 Escolhid
correspc

Aplican
L@ -.
L,(10) -
1,(10) -
Reagru
7+
_(]'.

—

que, SOl

* N.R.Nosp
em volts.
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Seja o circuito da Fig. 9-7, onde V, é a tenséo de excitagdo da malha r e
L é a corrente produzida na malha s. Entéo,

A1s Ars Ans Ars
IS = (0)[A—zJ + ...+ V’[Az] + ...+ (0)(AZ =V TZ
= Ztransf r9) = VI/I s = AzArs(Q)

O indice duplo na impedéncia de transferéncia, rs, indica o sentido da
acdo, isto é, a fonte estd na malha r e a corrente resultante est4 na malha s. O
determinante do denominador é o cofator da posi¢do rs, A , com os mesmos
indices que a impedancia de transferéncia.

rs?

Problemas Resolvidos*

9.1  Escolhidas as correntes de malha indicadas na Fig. 9-8, escrever as equagdes
correspondentes a essas correntes e coloca-las sob a forma de matrizes.

Aplicando a lei de Kirchhoff para as tensdes, a cada uma das trés malhas,
L2 -2 + d; - L)§5) + (I, - L;)5 = 10 f0°
L,A0) + @, - L)@ - j2) + A, - L)(5) = ~5 /30"
LA0) + @y - I)G) + (I - L)2 - j2) = 10 /90
Reagrupando os termos,
(7 + j3)I, - G5, — B, = 100°
G5, + (12 + j3L, — (2 - j2)I, = —(5/30°)
-B)I, — (2 - 2L, + (17 - j2)I; = —(10 /90"

que, sob a forma de matriz, ddo

* N. R. Nos problemas que se seguem os elementos sio dados em ohms e as fontes de tenséo
em volts.
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7+ 3 _j5 -5 7k 10 o°
—J5 12 + 53 -2 -2 L= -(5/30°)

-5 —@-@ 17-2 |5 |_dom0)

9 -2 5/30°

10 Lg_)g‘: 10
Figura 9-8

9.2 Pela inspegéo do circuito da Fig. 9-9, escrever as equacgdes das correntes de
malha, sob a forma de matrizes.

a3 ",
L
R,
v. Ol
L,
Figura 9-9

Os termos da matriz impedancia sdo determinados a partir de suas
definicdes. A impedancia da malha um, Z,,, é a soma de todas as impe-
dancias na malha, (R + R + J(nL +Z ) O elemento le, impedancia
comum as correntes de malha um e d01s e Z com sinal positivo, ja que as
duas correntes de malha passam por ela no mesmo sentido. A matriz
corrente consta simplesmente de I,, I, e I,. A matriz tenséo é, portanto,
constituida pelas tensdes excitadoras das malhas A equacio pedida das
matrizes é, entio,

9.3

9.4

B, +R, -

Achar a
circuito.

Escolhe
pela for

10 — j
5

e

i
|
I

—

I =

ol

A potér
poténci
no resi
watts, ¢

Para o
indica a

As equ

10 —.
10
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R, + B, + joL, + Zg) Zg -R, I, vg
Zg By + Ry + joLg + Zg) R, L = Vg
-R, R, Ry + Ry + Zp)| |1, 0

9.3 Achar a poténcia de saida da fonte da Fig. 9-10 e a poténcia nos resistores do
circuito.

10

50/0° ' 1\ _ng-z\\

j4

T

Figura 9-10

Escolhemos as correntes de malha como mostra o diagrama, de modo que
pela fonte circula apenas uma corrente. Entéo, temos:

[wjg B j_5j1} Eﬂ _ [500[9;]

€
50/0°  Jj5 10 -5 500
[ - 0 3 -j1 - 5 0
1710 - j5 j5 2 A,
Jj5 3 -j1
_ 150 — j50 _ . =250 .
L = 50— o5 = 288 /8,14 L= 50- 25 = 447 /- 63,4

A poténcia da fonte é P = VI cos 0 = 50 (2,83) cos (8,14°) = 140 watts. A
poténcia no resistor de 10 ohms é P, = (I,)? 10 = (2,83)? 10 = 80 watts, e,
no resistor de 3 ohms, P = (12)2 3 = 60 watts; sua soma, 80 + 60 = 140
watts, é igual 4 poténcia de saida da fonte.

9.4 Para o mesmo circuito do Probl. 9.3, escolhendo as correntes de malha como
indica a Fig. 9-11, determinar a poténcia de saida da fonte.

As equagtes das correntes de malha sob a forma de matrizes séo

[10 -5 10 ] [11] } {50 @}
10 13 + j4} | L, 50 J0°
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Entao,
50 Jo° 10 :
50/0° 13 + j4 150 + j200 . |
L=To -5 10 [ s0_jzs = 44THOT
10 13 + j4
10 -j5 50/0°
10 50 Jo° —j250 . '
IZ = Az = 50 ~ 25 = 4,472— 63,4 \
10

9.5

50/0° 13 A

Figura 9-11

No ramo da fonte circulam as duas correntes de malha. Entio,
_ (150 + j200 =250 ) 5 '
L+1L = (—F ~ 25 ) + (“50 —j25) = 2,83 /8,14

e a poténcia da fonte é P = VI cos 6 = 50(2,83) cos 8,14° = 140 W.

9.6

O circuito da Fig. 9-12 tem as tens6es indicadas entre cada par das trés linhas.
Determinar as correntes I, 1€ 1.

10/30°
. 10/30°
220/240 220/120°

i !
i 220/0° 1, ) 1030

L

Figura 9-12

Escolhid
sdo indej

10 30°
0
0

donde se

2
1(

22(
SR T4

Na estrut

~ represent

se anule
podem se
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téo,

9.6
L0OW.

das trés linhas.

Escolhidas as correntes de malha indicadas no diagrama, as correntes
séo independentes. Isso se verifica quando se escreve a matriz:

10 /30° 0 0 L |220/120°
0 10 30° 0 Li=1 2200
0 0 1030°| | I;| | 220 fo40°

donde se tiram as trés correntes:

220 /120° 220 /0°
= =200, I, = = 22 [-30",
L 10800 Z 1030°

220 240"
I, = "= - 22 10°
3 10 30°

Entio,

[, =1, - I, = (22/90° - 22 /210°) = 38,1 /60°

-
Il

=
1l

s =1L, — I, = (22/30° — 22/90") = 38,1/-60°

]
Il

c =L -1, =(22/210° — 22/-30") = 38,1 /180°
Na estrutura de quatro malhas da Fig. 9-13, as correntes de malha sédo as
representadas. R e os dois capacitores iguais de C farads sao ajustados até que

se anule a corrente em Z,,. Nessa situagdo mostre que as incognitas R, e L,
podem ser expressas em termos de R, C e da freqliéncia da fonte, o rad/s.

. Z\
v, t

Figura 9-13
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As equacdes de malha sob a forma matricial sdo:

r 1 1 .
(Rx +ja)C + Zg) - (ﬁ) *Rx 0 ) i i i
Iij | Vg
1 11 1

{jmc] [R *ioc T ij] 0 - (ijj | |o

Rx 0 (B +joLy) (ol Bl |o
0 1 i, L jar+zp)ltd L0

joC —(oly) [JE +JoLx + 4D

Exprimimos I, corrente em Zj, sob a forma de determinante e tornamo-la
igual a zero.

1
(Rz + iy ng _(ij) _R, v,
1 11
_(]ﬂ)CJ (R+ij+ mC] 0 0
R, 0 ®, + jol.) 0
0 . _GaL.) 0
JjoC x
I, - =0
A

Desenvolvendo o numerador pelos elementos da quarta coluna, temos:

1 1,1
) (o)
Ve | R, 0 R, + jaL)| = 0
1 .
0  joC - (L)

Como esse determinante deve ser nulo,

—(R)R + VVjoC + 1/joC)—jaL,) - (-1/joC)(-1/, JOCYR, + jaL) = 0

9.7

donde

Determinar

Escolhem
¢Oes corres

6 — j8
-3 - j4

220
220

6-j8 2
~(3-j4) 2

5=

9.8

A

X

As corren
= (25,4/83°

Empregar «
estrutura d
impedancia



(L] [V,]
I 0
I3 ) 0
Iy 0
e L

s'e torndmo-la

=0

oluna, temos:

-jolL) = 0
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donde R, _=1/(w?C?R) e L, =1/(20°C)

9.7 Determinar as correntes 1, 15 e I do circuito da Fig. 9-14.

Il
220/ 120° 34 3-j4

I, I
220/ 0" 2

Figura 9-14

Escolhemos as duas correntes de malha indicadas no diagrama. As equa-
¢oes correspondentes sob a forma matricial sdo:

6-j8 —@-jo]|h|_|220/20
-B-4 6-78 ||L] |220/0°

220 /1200 — (3 — j4)

220 Jo° 6 — j8
. 2200 /66,9° + 1100 /53,1° 1905 /36,9°
! l 6 -8 —(3—j4| 100/-106,2° — 25/-106,2° 75 /-106,2°

-3-j4) 6 -8

=25,4/143,1°
6-j8 220/120°

1@y 200" 1 9900 /53,1 + 1100 /66,9° 1905 /23,2
2 A, 75 [-106,2° 75 /-106,2°

=954 [83°

As correntes de linha pedidas sdo I, = I, =25,4/143,1° , I, =1, = I;=
=(25,4/83° - 25,4/143,1° = 25,4/23,1°, e I, =~ L, = 25,4/-97".
9.8 Empregar o método matricial para determinar a impedancia de entrada da

estrutura da Fig. 9-15, vista da fonte de 50 volts. Calcular I, usando essa
impedancia.
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9.9

9.10

A impedéncia de entrada da malha um ou impedancia no ponto de

excitacao é:

1 -5 0
5 27 4
A 0 4 8
z oA _ 2000 _
1Ay 27 4 200
4 8

Entéo, I, = V,/Z,, = 50/10 = 5 amperes.

6 18

10Q

Figura 9-15

Determinar a corrente de malha 1, da Fig. 9.15 usando a impedancia de trans-

feréncia.

A fonte se encontra na malha um e a corrente pedida na malha trés. A

impedéncia de transferéncia pedida é

] A 2000 2000
transf (13) — A13 “l-5 27| 7 20
0 - §

e a corrente de malha I, = V,/Z, ransf13) = ©0/100 = 0,5 amperes.

Calcular a corrente de malha 1, do circuito da Fig. 9-15, empregando a impe-

dancia de transferéncia.

Como a fonte estd na malha um e a corrente pedida na malha dois, a

impedancia de transferéncia necessaria é

A, 2000 _ 2000

Ztransf(12) = ; = |- 5 _4 40
_ 0 8

ely=V/Z, 19 =50/50 = 1 ampere.

= 100Q

=50Q

9.1

9.12

Calcular a:

As equagi
3+ jl4
—j10

donde
10t

1000 /1
100

Assim, V,
A soma (\

Determina
volts no ci

As corren
no ramo (
uma font
utilizada

Az
Zel = A_ll



. no ponto de

fancia de trans-

malha trés. A

ares.

3gando a impe-

malha dois, a
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9.11

9.12

Calcular as tensdes V 45 e Vg da estrutura da Fig. 9-16.

100/ 45°

Figura 9-16

As equacdes das correntes de malha sob a forma matricial sdo:

P -

—10 0 ||, 0
donde

100 /45° -j10 3 +j14 100/45°

0 0 10 0
== i—- = 0 = =
3 +j14 —j1o| 100 7 72 A,
—510 0

= ——100{’0%35 = 10/135°

Assim, V,, = 1,(3 +j4) = 0 e V5, = L,(~10) = (10/135°X(10/-90°) = 100/45".

Asoma (V5 + Vp) = 100 /45°, valor do fasor tenséo aplicado.

Determinar as trés componentes do tridngulo das poténcias da fonte de 10/30°

volts no circuito da Fig. 9-17.

As correntes de malha séo escolhidas conforme indica a figura, circulando
no ramo que contém a fonte apenas a corrente I,. Uma vez que s6 existe
uma fonte no circuito, a impedéncia no ponto de excitacdo pode ser

utilizada para a determinacdo de I,.

8 — j2 -3 0
-3 8 +j5 -5
0 -5 7 - j2
A 315 /16,2°
7 =z _ - = — 6,98 /-8,7°
el A o
11 8+ 5 5 45,1 [24,9°

-5 7 - j2




238 Circuitos Elétricos

e I, = V,/Z, = (10 /30°)/(6,98 /-8,7) = 1,43/38,7°

A poténcia de saida da fonte é P = VI ,€0s 6 =10(1,43) cos 8,7= 14,1 W. A

poténcia reativa @ = V,I, sen 8,7° = 2,16 VAR adiantada. A poténcia

aparente N = V.1, = 14,3 VA

A
e DN
i
Figura 9-17

9.13 Determinar I, e I; no circuito da Fig. 9-17, empregando as impedancias de

transferéncia. :

A fonte estd na malha um e a corrente pedida é a da malha dois: usa-se a

impedéncia de transferéncia Z, ransf(12)"

A 315 /16,2° 315 /16,2°
7 = - = = — 14,45 [32,2°
transf(12) A12 X -3 -5 21,8 f—-lﬁ" e
Dilo 7_j2
Logo, X, =V/Z . qs = (10/307/(14,45/32,2) = 0,693 /-2,2°
Da mesma maneira,
A 315 /16,2° 315 /16,2°
Z = —% = : = = = 21/16,2°
transf (13) A13 -3 8 + J5 15 Lk
0 -5

e L =V/Z a3 = (10/307/(21 /16,19 = 0,476 /13,8’

9.14 Calcular a poténcia no circuito resistivo da Fig. 9-17 e compara-la com a po-

téncia de saida da fonte.

Dos Probls. 9-12 e 9-13: I, = 1,43/38,7°; I, = 0,693/-2,2°; I, = 0,476/13,8".

A poténcia no primeiro resistor de 5 ohms é P = 5(,)? = 5(1,43)2 = 10,2
watts. No resistor de 3 ohms, duas correntes de malha se combinam para
dar a corrente no ramo (I, — I,) = (1,115 + j0,895) — (0,693 — j0,027) =

9.15

=0,422 +
também,
= (0,693

poténcia
é P=2¢(
A poténc:
igual 4 p
Afonte V.
Determin:

A corren’




b

38,7=14,1W. A
ada. A poténcia

impedancias de

1a dois: usa-se a

4,45 [32,2°

1,693 /~2,2°

aré-la com a po-

,=0,476/13.8".

5(1,43)% = 10,2
combinam para
693 — j0,027) =
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9.15

=0,422 + j0,922 = 1,01/65.4°; logo, P = 3(1,01)2 = 3,06 watts. Assim,

também, a corrente no ramo que contém o resistor de 5 ohms é (I o—1I3) =

= (0,693 — j0,027) — (0,462 + j0,113) = (0,231 - j0,140) = 0,271/-81,2° ¢ a
poténcia P = 5(0,271)2 = 0,367 watts. A poténcia no resistor de 2 ohms
é P =2(I,)% = 2(0,476)? = 0,543 watts.

A poténcia total no circuito é P.= 10,2 + 3,06 + 0,367 + 0,453 + 14,1 watts,
igual & poténcia de saida do Probl. 9-12.

A fonte V, do circuito da Fig. 9-18 acarreta uma tensao V,, na impedéancia 2 — j2.
Determinar a fonte V,, que corresponde a V, = 5/0".

A corrente de malha I, com a tensdo dadaV, é:

V, 50
I = g = 1,76 /45°. Sob a forma de determinante, te-
32 -2 o /45 a5’
mos:
8-j2 -3 V
-3 8 + jb 0 -3 8 +j5
0 -5 0 0 -5
=V, — = V,(0,0476 /-16,2°)
8 _ j2 _3 0 315 /16,2
-3 8 +j5 -5
0 -5 7~ j2
Entéo:
I °
8 L7645~ 36,9 /61,2°

V = —
1 0,0476/-16,2°  0,0476 /-16,2°
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9.16 Quando o circuito da Fig. 9-19 ¢ ligado a uma carga de alta impedancia, a tens&o
de saida V, é dada pela queda de tens@o na impedancia 5 — j5. Determinar a
funcao de transferéncia de tensao, V/V, do circuito.

=5 '
(o .
N
v P F |y,
5 5
F A
Figura 9-19 : G
5
Para as duas correntes de malha escolhidas, as equacdes corres- A =
pondentes, sob a forma matricial, sdo z
5 —5 + j5) I _ \Z O deter
—5 + jb) 10 L, 0 | segunds
A tenséo de saida V é 5
6tm o
UL N R R )/
0~ 2(_.])_(_.]) ] - (50_.]50) - 12:_
5 —(5 +j5) . ;
—(5+jb5) 10
50V,
~ 50V2 [ 45° + (20,
V,
0 . 50 o
onde - = —— —— = 0,707/45 5
V.  50N2 /~45° s (20 07)
9.17 O circuito da Fig. 9-20 contém duas fontes. Achar a corrente devida a cada fonte,
na impedancia 2 + /3. A corre:
As correntes de malha estdo escolhidas de modo que a corrente na que ori;
impedéncia pedida é dada diretamente pela corrente de malha L, Assim, corrent
sob a forma matricial, as equagdes sdo:
9.18 Com rel
5+75 -5 07|k 30 o° cada un
—j5 8+j8 6||L|= 0
0 -6 10 I, —20 Jo°




lancia, a tensao
5. Determinar a

acdes corres-

5+ j5)V,
J50)

la a cada fonte,

. corrente na
lha 12. Assim,
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9.18

Figura 9-20

O determinante da impedancia é:
5+ Jj5 -5 0
A =] b 8 +j8 -6 =70 + j620 = 624 /83,55,
0 -6 10
O determinante do numerador de I, é desenvolvido pelos elementos da
segunda coluna

5+j5 3000 0

75 0 —6 -5 -6
Y -20/0° 10 0 10
L = A, = (30 /0°) (—)T+0+
5 + j5 ol
-5 -6
50 /-90°
+ (200 = )
b A, 0L [624 /83,55° J
2,4 [-135°
= 2,41 /6,45° + 1,36 [141,45°
L)(624 /83,55° ]

A corrente que origina a fonte V, pela impedancia 2 + j3 é 2,41/6,45° e a
que origina V, é 1,36/141,45°. A soma destas intensidades ¢ o valor da
corrente L,; quer dizer, L, = 2,41/6,45° + 1,36/141,45° = 1,74/40,1".

Com relagao ao circuito da Fig. 9-20, determinar (a) a poténcia fornecida por
cada uma das fontes de tensao e (b) a poténcia em cada resistor.
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9.19

(a) A corrente no ramo que contém a fonte V, é:

30 /0° 75 0
0 8 + 8 -6

-20/0° -6 10
b 2240 /53,8°

L = - = 3,59 /-29,75°
! A, 624 [83,55°

Poténcia de saida dessa fonte: P, =V I, cos 8 =30(3,59) cos 29,75° = 93,5
watts. )

A poténcia no ramo que contém vV, é:
5+ j5 -5 30 /0°

-5 8 + j8 0
0 —6 -20 /0"

- _ 860/-1256°
8 A, 624 [83,55°
Observe-se que V,, e I; ndo sdo do mesmo sentido. A poténcia de saida

€ P, = V,(I,) cos 6 = (20)(1,38) cos (—209,15°) = 24,1 watts. Logo, a poténcia
total é

= 1,38 /~209,15°

P, =P +P, =935+ 241 = 117,6 watts.

(b) A poténcia no resistor de 5 ohms é P, = 5(I,)? = 5(3,59)% = 64,5 watts.
No resistor de 2 ohms, P, = 2(12)2 = 2(1,74)% = 6,05 watts. A corrente no
ramo do resistor de 6 ohms é (I, — L) =(1,33 +j1,12) — (- 1,205 + j0,672)=
= 2,535 + j0,45 = 2,57/10,1°; entéo, P, = 6(2,57)? = 39,6 watts. A poténcia
no resistor de 4 ohms é P, = 4(13)2 = 4(1,38)? = 7,61 watts. Logo, a poténcia
total é:

P,=64,5+ 6,05+ 39,6 + 7,61 = 117,76 watts.

O circuito da Fig. 9-21 contém duas fontes de tensédo V, e V,. Supon-
do V, = 30/0°, determinar V,, de modo que seja nula a corrente na impedan-
cia 2+ 3.

Escolhem-se as correntes de malha, conforme a figura indica, passando
apenas uma corrente pela impedéncia 2 + j3. O conjunto de equacées
correspondentes, na forma matricial, é:

9.20

5+ j5
_J5

onde

Desenvol

Outra sc
iguais as
LG5 =L
Substitu:

300"

5+ j5

Na Fig. 9-
seja nula
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5+j5 b5 o1|L| [s0/0°
55 8%+j8 6||L]=| o

0 6 10|11, \'A
E onde
),75°
5+j5 30/00 0
-5 0 6
)s 29,75° = 93,5 0 vV, 10
: L = i =0

8 /-209,15°

Figura 9-21

;éncia de saida

>ala Desenvolvendo, temos:
10g0, a poténcia

. Cane|5 6] |5+ 0O
“ 30&! 0 10| Vol 5 6| =
-30 0°(50 ~90°) — V,(6)(5V2 /45°) = 0

)2 = 64,5 watts.
. A corrente no -30 f0°(50 /-90°)
,205 +j0,672)= | e V,= ———-—65%5 /a5 = 35,4 /45°
itts. A poténcia ! ( )
1080, a poténcia : Outra solugio Se ndo passa corrente no ramo 2 +j3, I, = 0 e devem ser

iguais as quedas de tensdo na reaténcia j5 e na resisténcia de 6 ohms, isto é,

1,(j5) = 1,(6)

V,. Supon- .

tenzimpedan. | Substituindo, I, = 30/0%(5 + j5) e I, = V,/10,
30/0° . v, 30 /90" (10 .

dica, passando 5Tj5(]5) - 1_0(6) SIEO S V2 [45° 6 | 35,4 [45°

to de equacdes
9.20 Na Fig. 9-21 tem-se V, = 20/0°. Determinar a fonte de tensdo V,, de modo que
. seja nula a corrente no ramo que contém V..

SENAL/ DR 7 Aj
NUCLEG

HESE




244 Circuitos Elétricos

Empregando-se as correntes de malha escolhidas no Probl. 9-19, escreve-
se a expressdo de I, sob a forma de determinante, e iguala-se seu valor a

Zero:
5+j5 -5 v,
55 8+ 8 0
0 6 20 /0°
I = n =0

P4
Desenvolvendo, temos:

5 8 +j8

v 0 6

+20&l5_;5j5 1 =0

1 8 +j8

V,(30 /290 + 20 /0°(25 + j80) = 0

=20 /0°(25 + j80)

= 55,8 /- 174°
! 30 /-90°

Problemas Propostos

9.21 Determinar o nimero de correntes de malha necessario a solugao de cada um
dos circuitos apresentados nas Figs. 9-22(a-f). Empregar dois métodos diferen-
tes em cada circuito.

Resp.: (a) 5; (b) 4; (c) 3; () 4; () 4; () 5.

(@) ®) ()

Figura 9-22

9.22 Determin:
diagrama
Resp.: 4,

9.23 Determinz
Resp.:1,:

9.24 Acharas:
Resp.: 26
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. 9-19, escreve-

i-se seu valor a g@_*
C4] (e) ®*

Figura 9-22

9.22 Determinar a corrente no resistor de 3 ohms do circuito da Fig. 9-23. O
diagrama mostra o sentido positivo.
Resp.: 4,47/-63,4".

it

Jj8

I

Figura 9-23
340 de cada um 923 Determi tosl. 1.1 ircuito da Fia. 9-24
nétodos diferen- ! ) eterminar as correntes 1, 1; e 1, no circuito da Fig. 9-24.
‘ Resp.:1, = 12,1/46,4°; Ig=19,1 [—47,1 o= 22,1/166,4".
L—
D 3
150/ 120°
Jja
I,—
| 3
150/0°
Jja

L —
© t

Figura 9-24

9.24 Achar as correntes 1,, 15 e |, da Fig. 9-25.

Resp.: 26/45°; 26/-75"; 26/-195".
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L.
150/120° || 10/45°
10/45° {
10/45°
Figura 9-25

9.25 Determinar a tensdo V ,; do circuito da Fig. 9-26, por meio das correntes de
malha.

Resp.:V 5 =75,4[55,2".

100/45°

Figura 9-26

9.26 Calcular a tenséao eficaz da fonte V da Fig. 9-27, de modo que seja de 100 watts
a poténcia no resistor de 5 ohms.
Resp.: 40,3 volts.

o<

5
10 _‘% o

—AMAM

Figura 9-27

9.27 Escolhercc
segunda es
Resp.: (61 -

9.28 No circuito
cada uma-
Resp.: P, -

| =

9.29 Determinat
circuito de
Resp.: P =

9.30 Na Fig. 9-
indicados
circuito.
Resp.: P,



as correntes de

2ja de 100 watts
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9.27 Escolher correntes de malha para o circuito da Fig. 9-28 e calcular A,. Fazer uma
segunda escolha de correntes e, novamente, calcular A,.
Resp.: (61 — j15).

Figura 9-28

9.28 No circuito da Fig. 9-28, V, e V, sdo, ambas, de 50/0°. Qual a poténcia que
cada uma fornece ao circuito? Repetir, invertendo o sentido da fonte V..
Resp.: P, =191 W; P, =77,1 W.

P, =327 W; P, =214 W.

9.29 Determinar a poténcia fornecida pela fonte e a poténcia em cada resistor do
circuito de duas malhas da Fig. 9-29.
Resp.: P=36,7W; P,=222W; P,=278We P, =6,66W.

2 J2 3 B

Figura 9-29

9.30 Na Fig. 9-30, V, e V, sao fontes idénticas, de 10/90° volts, com os sentidos
indicados no diagrama. Determinar a poténcia que cada fonte fornece ao
circuito.

Resp.: P, =11,0W; P, = 9,34 W.

Figura 9-30
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9.31

9.32

9.33

9.34

Determinar a corrente na impedancia 3 + j4 do circuito da Fig. 9-31.

3 20 Js
10/0°
Jja 10 J2,5
Figura 9-31

O circuito da Fig. 9-32 é chamado ponte de Hay. Escolher as correntes de malha,
de modo que apenas uma circule em Z,, e escrever as equagdes sob a forma
matricial. Exprimir a corrente em Z,, sob a forma de determinante e iguala-la a
zero. Achar R, e L, em fung&o das outras constantes da ponte.
2
Resp.: Rx = m, LX = _ﬂ?_’?‘t_z
1 + (R, C,) 1 + (wR,Cy)

Figura 9-32

A Fig. 9-33 apresenta o circuito da ponte de Owen. Determinar R,e L, emtermos
das demais constantes da ponte, quando é nula a corrente em Z,,

G
G L = CiRR,

Resp: R, =
O circuito da Fig. 9-34 é o de uma ponte de comparagdo de indutancias.
Escolher as correntes de malha e escrever as equagdes sob a forma matricial.
Determinar R, e L,, sendo nula a corrente Zj,.

H2

Resp.: n—ﬂzn L, =
esp.: x T R x‘ﬁ:R&

9.35

9.36

9.37

Determina
Resp.: 0,1

Determina
Resp.: 0,1

Calcular vV
Resp.: 1,5




‘entes de malha,
jes sob a forma
te e iguala-la a

‘; e L, emtermos
L

de indutancias.
forma matricial.

—
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9.35

9.36

9.37

Zg
A 1
Figura 9-33
Zg B EE RZ
~ ZD
v, t ) R,

R.200 Y
Iy
)

Figura 9-34

Determinar a fungao de transferéncia da tenséo Vy/V,, no circuito da Fig. 9-35.
Resp.: 0,139/90".

Figura 9-35

Determinar a fungéo de transferéncia da tensdo V/V; no circuito da Fig. 9-36.
Resp.: 0,159[—61 4.

Calcular V, com a polaridade indicada, no circuito da Fig. 9-37.

Resp.:1 ,56[1 28,7°.
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720 8
—ooo——¢
v, 5 10 |V,
Figura 9-36

9.42 No circuit
Resp.: ¢

Figura 9-37

9.38 Determinar a poténcia em cada um dos trés resistores do circuito da Fig. 9-38.
Resp.: 471 W; 47,1 W; 471 W.

9.43 As trés ¢

principais
Resp.: 4,
Figura 9-38
9.39 Calcular a poténcia fornecida por cada uma das fontes do circuito da Fig. 9-38.
Resp.: P, =422 W; P, =565 W.
9.40 Achar a corrente I; no circuito da Fig. 9-39. :
Resp.:1,38/-209,15". ‘
9.41 Determinar a corrente I no circuito da Fig. 9-40. i 9.44  Escolhidz
Resp.: 11,6/113,2". ' Zyansi(12) €
' Resp.: 20
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j 4
ARAAAA
—WW— W~ o0 YWWy

5 2 j3
e, 30&’(—9‘%6 131<~ 20/0°

Figura 9-39

9.42 No circuito da Fig. 9-40, determinar a razéo de correntes 1,/1,.
Resp.: —3,3.

50/45° f 5 j2

ito da Fig. 9-38.
Figura 9-40

9.43 As trés correntes de malha do circuito da Fig. 9-41 periencem as malhas
principais. Caleular Zy,113) © Zyransi(a1)-

Resp.: 4,3[—68,2’ para ambas.

lito da Fig. 9-38.

Figura 9-41

9.44 Escolhidas as correntes indicadas nas trés malhas da Fig. 9-42, determinar Z,,,
z(ransf(12) e Ztransf(13)‘
Resp.: 20,2/-36,1°; 17,4/ -71,6"; 6,82/-82,9".
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5 9.47 Determin
—M_ resistor d

- Resp.: 2¢€
N 2

|/ |/

N A\

—4 4
Figura 9-42

9.45 Na Fig. 9-43, acrescentou-se uma fonte V, ao circuito da Fig. 9-42. Determinar
V, de modo que I, seja nula.

9.48 Supondo
Resp..‘ 16,8!133,20. Resp_: Vl
' 9.49 Dadas as
com o au
Resp.: 12
Figura 9-43
9.46 Na Fig. 9-44, acrescentou-se uma fonte V, ao circuito da Fig. 9-42. Calcular v, :
para ter I, igual a zero. ‘ .
Resp.:42,9/144,5°. 9.50 Determin
fonte V..
Resp.:V,




1-42. Determinar

-42. Calcular V,,
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9.47 Determinar V, no circuito da Fig. 9-45, de modo que seja nula a corrente no
resistor de 4 ohms.

Resp.: 26,3/113,2".

Figura 9-45

9.48 Supondo, na Fig. 9-45, V, = 26,3/113,2° volts, determinar V , e Vg,
Resp.:V ,p=Vgp= 18,5/68,1".

9.49 Dadas as correntes de malha da Fig. 9-46, determinar Z, .5 € calcular i,
com o auxilio dessa impedancia de transferéncia.
Resp.: 12,8/-38,7° ohms; 0,782/38,7° ampéres.

Figura 9-46

9.50 Determinar V,, no circuito da Fig. 9-47, de modo que seja nula a corrente nessa
fonte V..

Resp.:V, = 4/180".
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9.51 Determinar o médulo da tens&o da fonte V, da Fig. 9-48, de modo que seja de 20
volts o valor eficaz da tens&o no resistor de 5 ohms. T —

Resp.: 60,1 volts.

MAKRON
Books

Figura 9-48
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l Capitulo 10

wakroN  ANALISE DE ESTRUTURAS
PELAS TENSOES DOS NOS

Introducao

No Capitulo 9, estabeleceu-se o método das correntes de malha, para a
resolucéo de estruturas, ou circuitos, pela escolha de correntes de malha e com
a aplicacido da lei de Kirchhoff para as tenstes. Neste capitulo, obtém-se a
mesma solugiio com a introducgéo de equagtes estabelecidas com a aplicacdo da
lei de Kirchhoff para as correntes. Este é o chamado método das tensées dos nos.

Tensoes dos Nos

Um né é um ponto de uma estrutura comum a dois ou mais elementos
de circuito. Se trés ou mais elementos se unirem em um ng, este é chamado né
principal ou junc¢do.* A cada né pode-se atribuir um niimero ou uma letra. Na
Fig. 10-1,A, B, 1, 2 e 3 sdo nés e 1, 2 e 3 sfo nds principais ou jungdes. Tenséo
no né é a tensao de um determinado né, referente a um né particular, chamado
né de referéncia. Escolhemos, na Fig. 10-1, 0 né 3 como né de referéncia. V5 é a

* N. T. E comum chamar-se nd, simplesmente, a um ponto comum a trés ou mais ramos de um

circuito.

255
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tensdo entre os nés 1 e 3 e V,; é a tensdo entre os nés 2 e 3. Poderemos,
portanto, escrever V, em lugar de V,,, e V, em lugar de V,,,.

1

Figura 10-1 Nés de uma estrutura.

O método das tensdes dos nds consiste em se determinarem as tensées
de todos os nés principais, referidas ao né de referéncia. Aplicamos, entdo, a lei
de Kirchhoff para as correntes as jungées 1 e 2, obtendo-se duas equagdes com
as incégnitas V, e V,. Na Fig. 10-2 destacamos o0 né 1 com todos os seus ramos.
Suponhamos todas as correntes dos ramos saindo do né. Como a soma dessas
correntes deve ser nula,

V, -V V. V. -V (1)
1 m Z_l + __lz_2 =0
Z, B c
Ao escrever-se (1), a escolha do sentido das correntes é arbitraria. Ver
Probl. 10-1.

Figura 10-2

Repetimos o procedimento para o né 2, mostrado na Fig. 10-3. A
equacio resultante é:

Reagr

Como

Numero d

Com ¢
todos os nds de
ao niimero de
dos nos e das «
a solugédo de uw
circuito com d
mathas que de
para a sua solt




3. Poderemos,

"em as tensdes
0s, entdo, a lei
equacoes com
0Ss seus ramos.
a soma dessas

)

arbitrdria. Ver

Fig. 10-3. A

Anadlise de estruturas pelas tensées dos nés 257

Vo-Vi Yy YV, @
Z, Z, Z,

Reagrupando termos em (1) e (2), o sistema de duas equagées fica:

101 1 1)y, _ (1

1 1 1 1 1 6]
—|7 |V + |5+ 5+ 5 |Vy=—|5 |V,

Como 1/Z =Y, o sistema (3) pode ser reescrito em fun¢io das admitincias:
Y, +Yp+Y )V, -Y . V,=Y, V
Y.V, + X+ Y, + YV, =-Y,V, @

Figura 10-3

Numero de Equacgdes dos Nos

Com excecdo do né de referéncia, podem-se escrever equacdes para
todos os nés de uma estrutura. Assim, o niimero necessdrio de equacdes é igual
ao numero de nés principais menos um. Dispondo-se dos métodos das tensdes
dos nés e das correntes de malha, a escolha do que seja mais conveniente para
a solugdio de uma dada estrutura ou circuito depende da sua configuracdo. Um
circuito com diversos ramos em paralelo, geralmente, tem maior nimero de
malhas que de nés, exigindo, portanto, um menor nimero de equagdes dos nés
para a sua solugdo. Ver Probl. 9.6 e 10.4. Pode ocorrer que o ntimero de malhas
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seja igual ao de nés ou que existam mais nés que malhas. Deve escolher-se
sempre 0 método que exigir o menor nimero de equacoes.

Equacées dos Nos por Inspecao

Um circuito que contenha quatro nés principais exige trés equagdes de
nés para a sua solucéo. Pela notacdo geral, essas equacdes séio

Y, Vi+Y, Vo4 Y, V=1,
Y21 V1 + Y22 V2 + Y23 V3 = 12 (6))
Y5, Vi+ YV, ¢ Y33 Vy=14

Y,, é a auto-admitancia (ou admitincia propria) do né 1, dada pela
soma de todas as admitancias ligadas ao né 1. Do mesmo modo, Y, e Y, sdo as
admitancias préprias dos nés 2 e 3, obtidas pelas somas das admitancias
ligadas aos respectivos nés.

Y,, é a admitancia miitua entre os nés 1 e 2, obtida pela soma das
admitancias ligando 1 e 2. Seu sinal é negativo, como se verifica na primeira
equacdo de (4). Do mesmo modo, Y,; e Y,; sfo as admitancias mituas dos
elementos que ligam os nés 2 e 3 e 0s nés 1 e 3, respectivamente. Todas as
admitincias mituas t8m sinais negativos. Note-se que Y=Y e Y, =Y,

I, € a soma de todas as correntes no né 1. A corrente que chega a0 né
tem sinal positivo e a que dele se afasta tem sinal negativo.* L, e I; séo as somas
das correntes nos nés 2 e 3, respectivamente.

Por analogia com a notagéo matricial das correntes de malha (Capitulo
9), as trés equagdes dos nés, obtidas de (5), se escrevem, sob a forma matricial:

Y21 Y22 Y23 V2 = IZ ©6)
Y31 Y32 Y33 V3 I3

As trés tensées V,.V,e V, séo obtidas de:

*  N.R. Evidentemente, esta regra é operacional. Veja Probl. 10.1.

Desen
coluna que cor
nos nos:

Os ter
nentes, resulte
V, é a soma de
el (A31/AY), de

Exempl
mi-las so

O né6 3
deixam o
correntes
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Yy,

Yos

Y33

» YV,
Yy Yy
Yy, Yo
Y5 Yy
= A

Y11 Il
Y21 IZ
Y31 I3

AY

el

Y
Y3

13

33

Desenvolvendo-se o determinante do numerador pelos elementos da
coluna que contém a corrente, obtém-se as seguintes equagdes para as tensdes

nos nés:
VvV, =1
VvV, =1,
V, =1

A
23
+ L|—
Z(AY

)

&

9)

Os termos dos segundos membros de (7), (8) e (9) sdo os fasores compo-
nentes, resultantes das diversas tensoes de excitacdo. Assim, em (7), a tenséo
V, é a soma de I,(A,,/Ay), devida a corrente I, I, (A,,/Ay), devida a corrente L,

e I, (A;,/Ay), devida a corrente

L,

Exemplo Escrever as equagoes dos nés do circuito da Fig. 10-4 e expri-

mi-las sob a forma matricial.

O né 3 foi escolhido para referéncia. Admitindo-se que as correntes
deixam os nds 1 e 2 e aplicando a cada um deles a lei de Kirchhoff para as

correntes, obtém-se:
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Figura 10-4
Noné 1: Vi —105& + Yy +j51)0£ + Vzl :;272 =0 (10)
No né 2: sz;j‘z" + 3‘_72j4 +l;2=o an
Reagrupando:
o5 i)tz -
_[2-3j2)v1+(2:j2+3—1j4+%)V2=0 (1)

Na matriz quadrada que contém as admitancias, temos Y,, =1/10 + 1/j5
+ 1/(2 +j2), o que, pela comparagéio com (6), estd de acordo com a definicdo
de Y,,, admiténcia prépria do né 1. Da mesma forma, Y=Y, =-1/2+
J2), concordando com a defini¢do de admitincia mitua.

Na notagéo geral, I, foi definida como a soma de todas as correntes de
excitagdo do n6 1. De acordo com a convencdio de sinais, a corrente da
fonte do ramo esquerdo, que entra no né 1, tem sinal positivo, ao passo
que a corrente da fonte do segundo ramo, que sai do né 1, tem sinal
negativo. Portanto, I, = (5/0°)/10 — (10/45°)/j5. A corrente L, no né 2 é
nula, pois néo h4 fontes nos ramos ligados ao né 2.

Admitanci

Consic
quematiza a F
em paralelo co

Como1

Aadm
de excitagéo, p
de tensdo resul

A adm
estrutura apre
sdo anuladas.*

A%

* N.R.“Anular
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Admitancia de Entrada (ou no Ponto de Excitacéo)

Consideremos um circuito passivo com terminais externos, como es-
quematiza a Fig. 10-5. A corrente I, penetra no né 1 e quaisquer admitancias
em paralelo com a fonte sfio admitidas como j4 incluidas na estrutura.

Como ndo ha fonte de corrente dentro da estrutura, a equagéo de V) fica

All
vV, =1 A, (14)

A admitéancia de entrada, Y,, é, por definicéo, a relacéo entre a corrente
de excitacdo, proveniente da fonte aplicada entre os dois terminais, e a queda
de tensio resultante entre eles. De (14), entdo,

1
Iz —_—

Rede passiva

R g

Figura 10-5
Y = _I_l_ - Ay
e V A

1 11

A admitancia de entrada de uma estrutura ativa é a admiténcia que a
estrutura apresenta em seus terminais quando todas as suas fontes internas
sé@o anuladas.* Entédo

A A A A
v, = II[A—I;) + (0)(A—2;] + (O)E’ﬂ + .= I[A—‘;]
ou

Y,=1L/V, = Ay/A11

*  N.R. “Anular” uma fonte significa substitui-la por sua impedéncia interna.
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A definicdo de Y,, portanto, é valida, quer para a estrutura passiva
quer para a ativa.

Admitédncia de Transferéncia

Uma corrente de excitacio em um né de um circuito produz tensdes em
todos os nés em relagio ao de referéncia. A admitancia de transferéncia é a
relagdo entre a corrente de excitacdio em um né e a tenséo resultante em outro
n6, supondo-se nulas todas as demais fontes.

No circuito da Fig. 10-6, I, é a corrente de excitagéio, penetrando no né
r. A tenséo resultante no né s é dada por

Als Afs Ass 1 Ars
Vs=(O)A_Y +"'+IIA_Y +...+(O)A—Y = rE

r 8
—_—
—

" |
—i=

Figura 10-6

Entdo, temos: Y, anst ey = L/V, = Ay/A,

Observe-se que o ponto de retorno da corrente de excitacdo foi escolhido
para né de referéncia. Tem de ser assim, do contrario a corrente aparecerd em

mais de um termo da equagio de V., deixando de ser vilida a definicio de
Y

transf*

Empregando as admiténcias, obtemos o seguinte sistema de equacdes
para V,, V, e V, numa estrutura de quatro nés principais:

I I : I
1 2 3
V, = + +
1
Ye 1 Ytransf(z 1) Ytransf(3 1)
| 1 I
Vosg g+ Y
transf(12) e2

transf(32)

Quanc
todas as dema:
e de transferér

10.1 Escrever

Ja que tc
correntes

(Vz - V:
Reagrup:

Na Fig.
Igualand

vV, -V,

Reagrup:
ou
- (1/52)
Logo, pod
se escreve
1

—"000 =

J2 !
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I I
1 2
3 Ytransf(lS) Ytransf(23)

Y
Ye3

Quando apenas uma fonte de corrente atua no circuito, sendo nulas

todas as demais fontes, ficam evidentes as definicdes de admitancia de entrada
e de transferéncia.

10.1

Problemas Resolvidos
Escrever a equacéo do n6 2 das Figs. 10-7(a) e 10-7(b).

Ja que todas as correntes, na Fig. 10-7(a), se afastam do né 2, a soma das
correntes que saem € igual a zero.

(Vy = V)2 + Vy/10 + (V, + 10 0°)/j5 = O
Reagrupando: —(1/j2)V, + (1/j2 + 1/10 + 1/j5)V, = -10/0° /j5

Na Fig. 10-7(b), uma corrente entra e as outras duas saem do né 2.
Igualando a corrente que entra 4 soma das que saem:

(V, = V,)/j2 = V,/10 + (V, + 10 /0)/j5

Reagrupando: V,/10 + (V, + 10 0)/j5 + (V, — V))/j2 = 0
ou

~ (U2V, + (1472 + 1/10 + 1/j5)V, = — 10 0°/j5

Logo, pode-se escolher qualquer sentido para as correntes nos ramos, ao
se escreverem as equacoes dos nés. As equacies resultantes serdo idénticas.

Figura 10-7
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10.2 Escrever as equacdes dos nds do circuito da Fig. 10-8 e exprimi-las sob a forma

matricial.

Foram numerados trés nés e escolhido o né de referéncia, conforme indica
o diagrama. Supondo que todas as correntes deixam os nés, escrevem-se

as seguintes equacdes, respectivamente, nos nés 1, 2 e 3:

(Vy = Vy/(58) + V /5 + (V) =V, + 10/07)/(3 + j4) = 0

(V, -V )/(58) + V,/10 + (V, — V, — 5/07)/(4) = 0

Vy/8 + (V,

Reagrupando os termos, temos:

1,1 1 1 1 s .
(_jg +E+3 +j4]V1 - (—j8)v2 - (3 +14JV3 =(-10 [0°)/(3 +j4)

- (%)

1 1 11
“(3+j4)v (ﬂ}v +[8 * 4

(1.1 1 (L

58" 5"3+j4 8
(L 1,11
—8 —87 10" j4
(1
3+j4

(1) (1,1,
j4 8" j4

1
3+]4

Na notagdo matricial as equacdes séo:
— 1 |
3+j4
(L
ja

1
3+j4

\£

-V, - 1000°/@3 + j4) + (V, — V, + 5[07)/(G4)

= (5 /0/G4)

10 Jo°

w|

-(

3 +j4

R
&

100 50

3+j4

AN
3
“)

10.3 Escrever, pela observagdo do circuito da Fig. 10-9, as equagdes dos nés, sob a

forma matricial.

A escolha dos nés estd indicada no diagrama. Em [Y], Y,; é a soma de
todas as admitancias ligadas ao né 1, (l/Z + VR, +joC,). Sdo Y ,e Y,
as admiténcias comuns aos nés 1 e 2 e 1le3, bomados com o sinal
— (VR,), respectivamente. Os

contrario, isto é, Y, = — (joC)) e Y,

demais termos de [Y] sdo determinados de maneira semelhante.

Ha4, apen
e, portan:

1 1 .
o +5 +jeC

- (joCy)

10.4 No circuito
s&o ajusta
minar R, e

aquela cor

O diagrar
impedéinc
equacoes
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Figura 10-8

H4, apenas, uma corrente de excitacdo na estrutura; ela penetra no né 1

e, portanto, tem sinal positivo, I, = VE/Zg.

1 1 . . 1
> +5 +joC — (joC. -5
(Zg Rl J l] (] 1) (RI}
. . )
- (wCy) (JQ)C1+R+ _]0)02] 0
3
(L
R,
0

Figura 10-9

Ve'Zy

10.4 No circuito da Fig. 10-10, os dois capacitores iguais, de C farads, e o resistor R
s&o ajustados, até que se anule a corrente na impedancia detetora Z,. Deter-
minar R, e L, em funcdo das demais constantes do circuito, de modo a satisfazer

aquela condigao.

O diagrama indica a escolha dos nés. Estando a referéncia de um lado da
impedancia Z;, a corrente nula em Z, resulta de V; igual a zero. As

equacdes dos noés, sob a forma matricial, sdo:
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_ 7 . Este rest
L ijec+d — (joC) e vi| [VZ 9.6. Obsi
Z R R a

g ) ) reduzido
. ; S R . : nés.
- (oC) J20C + Rt Jol, - (jwC) Vol=l o : _
x ; 10.5 Determin:
1 . joC + ~ + L ;
IR = (joC) R " Z, v, 0 Havendo
- R - Escolhid:
de Kirchl
Exprimindo V; sob a forma de determinante e fazendo-o igual a zero: ' asoma d
. . 10 /0° =Y\
-+ jaC + < — (jaC) V/Z, oL
g Sendo I :
. 1 1 resistor d
—( 20C + = + ———
(aC) [J R, _]OJLJ 0 :
1 . Vi =X
B e AB

O determinante do numerador deve ser nulo. Desenvolvendo-o pelos
elementos da terceira coluna, obtemos

—oC  (20C + 1/R_ + 1/joL,)
(V,/Z) =0
-1/R —joC
Entio: — 2C? + j20C/R + /(RR)) + /oL R) = 0 10.6 Determina
onde: R, =1/(0?C?R) e L = 1/(20%C) O circuito
de referéx
w corrente s
C C
1 /K/ 2 713 | v, - 10,
VA b+ 3)
v, t reagrupai
—L—
= \A (% + -
Figura 10-10 .
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10.5

10.6

Este resultado j4 foi obtido pelo método das correntes de malha, no Probl.
9.6. Observe-se que o nimero de equaces necessdrias a solugiio ficou
reduzido de quatro para trés, com o emprego do método das tensdes nos
nés.

Determinar V ,5 pelo método dos nds, na estrutura da Fig. 10-11.

Havendo dois nés principais ou fungdes, basta uma equagio de nés.
Escolhida a referéncia em B, escreve-se a equacéio do né 1. Aplicando a lei
de Kirchhoff para as correntes, a corrente 10/0° que entra deve ser igual
a soma das correntes que saem:

10 /0° = V,/10 + V /(5 + j2) e V, = 10/ 0°/(0,281/-14,2°) = 35,6/ 14,2°

Sendo I = VA5 + j2) a corrente no ramo (5 + j2), a queda de tensio no
resistor de 5 ohms desse ramo sera:

_ v _356/14,2° _ .
VAB = I(5) = m ®) = m b)) =33~76

Figura 10-11

Determinar V 45 no circuito da Fig. 10-12.

O circuito ndo contém nés principais. Entretanto, escolhido B como ponto
de referéncia e A como né 1, pode-se escrever a equacio, supondo que a
corrente sai do né A pelos dois ramos. Tem-se, portanto:

V, - 100" V,-10/0°
G+38 < @2+5

reagrupando:
Vv 1 + 1 —|= 10 b + IO@
118 2+ 45 8 2 +j5
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onde: V,, = V, = 11,8 /65,05".

eV, =-
(
V,=—
. A tensa
Figura 10-12 I, - V1 /
10.7 Determinar V5 na estrutura da Fig. 10-13.
V, ==
500 | B (3
/WVW\' A tensdo
2 .
000 Vs =V

1 J10

1=10/0° I Jj4 I I 10.8 Determin:
= i ——23 T ‘

Figura 10-13

As equacgtes dos nés sio:

Non6 1:10 /0" = (V, — V,)/2 + V /(3 + j4)
No 16 2: (V, — V,/2 + V,/j5 + V,/j10 = 0

(1 1 1y _ .
Reagrupando: (2 +3 +j4) V-5 V= 10 o

. 1 1 1 Escolhen
_-2—V1+(§+j—5+}—16]v2=0 mos a eq
V1 + 101

20
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|10 o -0,5
0 0,5 — j0,3)
5,83 [-31°
eV, = — P - 9218 56 42°
1 o 2 b
(0,62 — j0,16) 05 0,267 /-87,42 642"
-0,5 0,5 — j0,3)
(0,62 — j0,16)  10/0°
-0,5 0 S
Ve = [ = 18,7 /87,42

2 Ay 0,267 /-87,42°

A tensdo de né V, é a tensdo de A, com respeito a referéncia. Como
Ip = V,/(3 + j4), a tensdo V referente a referéncia é:

v 21,8 /56,42° :
Vi 21,8[5642° . o
Vo=@ D= g4 ,e 09 =1745/332

A tensdo V ,, pedida é, entio,

Vg =V, = V, = (18,7 [87,42") — (17,45 93,32°) = 2,23 [34,1°

10.8 Determinar as correntes de linha 1, I e I, na estrutura da Fig. 10-14.

100/ 120°

100/0"

Figura 10-14

Escolhemos o né 1 e o ponto de referéncia indicados no diagrama. Obte-
mos a equacio dos nés:

vV, + 100/1200 V, V, - 1000 .
20 10 10 -
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200 /0° — 100 /120°
5

de onde resulta vV, = = 50 - j17,32 = 53 /19,1

Em seguida, sdo calculadas as correntes nos ramos:
L, = (V; + 100/1207/20 = (50 - j17,32 — 50 + 86,6)/20 = 3,46 [90°
I,=V,/10=53/-19,1°

I = (V; - 100 /0°)/10 = (50 —j17,32 — 100)/10 = 5,3 /- 160,9° a

Observe-se que a soma das trés correntes que penetram no né de referén-

cia é nula: ' 10.10 Determin:
da Fig. 10
I, +I;+1,=346 /90" + 5,3 /19,1 + 5,3 /- 160,9° O 16 1.
=73,46 + 5,041,732 -5-1,732 =0 | equacio «
10.9 Determinar as correntes de linha 1, I e 1, no circuito da Fig. 10-15. ; V.~ 50
i 1~ 13
Os nés 1 e 2 e 0 n6 de referéncia estdo identificados na figura. As tensdes l onde:
dos nés V, e V, podem ser lidas diretamente na figura, pois sdo iguais as ;
tensdes dadas. Assim, | v, =@0,
V, =150 /120" e V, = — 150 /0" = 150 /180° _Cs:il.cul(:iim
in
Com a lei de Kirchhoff para as correntes aplicada a cada um dos trés nés, reados
calculam-se as correntes pedidas. L = (50 A
No né 1:
1 13 = Vl/(3
v VvV, -V . i
[ =—— 4+ 2 300 120 — 150 180" _ 26 [45° A poténci;
10/45° 10 /45" 10 /45°
P =VI, c
No né de referéncia: )
DeP=1%
-V \Y 5 e
1, - 1 _ Y2 150/60° + 150 0" _ . 75 P, = (1%
10/45" 10 /45° 10 45°
Observe-s
No né 2: poténcias
=198 W.
Vv vV, -V . g
I, - 2, Y2 1 _ 300 /180 150 /120 — 96 /-195°
10/45° 10 /45° 10 /45°




= 53 /-19,1

20 = 3,46 /90"

>

»yné6 de referén-

)-15.

ara. As tensbes
is sdo iguais as

m dos trés nés,

5

-195°
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100/120° 10/45°

Figura 10-15

10.10 Determinar a poténcia de saida da fonte e a poténcia em cada resistor do circuito

da Fig. 10-16.

O nd 1 e o de referéncia foram selecionados como indica a figura. A
equacdo dos nés é:

(V,~50/0°)/5+V,/j10+V,(3-jd)=0
onde:

V, =(10/0°)/(0,326 /10,6°) = 30,7 /— 10,6

Calculamos as seguintes correntes nos bragos, admitindo os sentidos
indicados:

I, = (50 0° - V,)/5 = (50 /0" — 30,7 /- 10,6°)/5 = 4,12 [15,9°
L= V,/(3—-j4) = (30,7 /~10,6")/(5 [-53,1") = 6,14 [ 42,5°

A poténcia de saida da fonte é

P = VI, cos ¢ = (50) (4,12) cos 15,9° = 198 W

De P = I?R determina-se a poténcia dissipada em cada resistor:
Po=(1)?5=(4,12)25=85We Py =(1,)%3 =(6,14)?3 = 113 W

Observe-se que a poténcia total fornecida pela fonte é igual 4 soma das
poténcias dissipadas pelos dois resistores do circuito, isto é, Pp=85+113=
=198 W.
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5 1 (
Wy
L 13‘ 3 Vy=—
50, 0°d~ ' J10 ;
/0 (~) i ~ 10.12 Dado V,,
/l\ cia2-j2
=
Figura 10-16 -
' 5§

10.11 Determinar, na Fig. 10-17, as tensdes nos nés 1 e 2, referidas ao ponto indicado.

Do
<
N

s
WM —— W —3—AWie

50/0° ' 2 N e 1 50/ 90°
No diagi
= Assim, V
Figura 10-17 As equag
Pelo exame da figura, escrevem-se as equacdes dos dois nos, sob a forma 1 _
matricial. 5 —j2
1,1 .1 (1 v [[s08
5 j2 4 4 5
1 i1 .1 50 f0° o Tirando ¢
_[4] (4 + ) + 2) v, ( 5
onde:
- Vo=V,
I 10 -25
j25 (0,75 + jO,5) .
= . _135k63 _, . /72.25°
! 0,546 /-15,95°
(0,45 — j0,5) -0,25 = Entdo: <
~0,25 (0,75 + jO,5) \



3 ponto indicado.

50/ 90°

16s, sob a forma

= 24,7/7225°

L =
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0,45 — jo,5) 10

-0,25 j25
18,35 /37.8°
Vv, = = = = _ 33,6 [53,75°
2 Ay 0,546 /-15,95°

10.12 Dado V,, na estrutura da Fig. 10-18, como sendo a queda de tensdo na impedan-
cia 2 - j2, devida a fonte V, determinar a relagdo V,/V,.

-2

j5

It OO

K

5 2
3 5 \'A
v, .
' T
Figura 10-18

No diagrama estdo indicados os nés 1, 2 e de referéncia, escolhidos.

Assim, V é a tensdo do né

2, referida ao ponto escolhido.

As equactes dos nés, sob a forma matricial, sdo, pois:

1
1 1 1 _(.—J \A V.
=+ o+ = 5 =
(5—]2 13 15] J _|5-j2
= 11 1
J5 [j5+5+2—j2) Vs 0
Tirando o valor de VO:
|(0,506 - j0,131) V/(5 —jZ)!
v _v Jo.2 0 0,2 /90 /(5 — j2)
°" "2 10,506 — j0,131) j0,2 B (0,276 /-7°)
Jo,2 0,45 + j0,05
Vv, 0,2 /-90°
Entio: <2 = : = 0,1345 - 61,2°
Vi (5 - 20,276 LT

SENALT D
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TECNOLOGIC




274 Circuitos Elétricos

Esse resultado é chamado fung¢do transferéncia e permite o cilculo direto
da tensdo de saida de um ramo dado, para qualquer tensédo de entrada

dada, isto é, V, =V, (0,1345 /- 61,2°).
10.13 Dados os nés 1 e 2 da Fig. 10-19, determinar a relagao V,/V,.

5 4
AW —— W
v, (.D t 2 5 10

Figura 10-19

Equacdes dos nés, na forma matricial:

1. 1 1 (1 v /5
(5+j2+4) [4] 1 V,/5)
1 101 1
"(4] (4 Tt 10] Vs 0
(V,/5) -0,25

o ©03%- j0,2)l (V./5)(0,403 /-29.8°)
ondeV, = = £
Ay A,

(0,45 — jo,5) (V,/5)
-0,25 0

V. - _ (Vg/5)(0,25)
2 AY AY

e

\'4 /5)(0,403 /-29,8°)/A

Vi _ (/X ay _ 1,61 /-29.8°

v, (V,/5)(0,25)/A,

Outra s
apenas v
eV,=1,

Entio te

E I

1l
VvV, L

10.14 No circuit
admitanci

A matriz

Entao:

Ay

Y= A1l

Y

transf(21)

Noné 1:°

Como na
1

V, = -
! Yil



» cdlculo direto
1840 de entrada
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10.14

Outra solucio Exprimir as tensdes dos nés pelos cofatores. Como
apenas uma fonte atua no circuito, pela corrente I, temos V1 =1 (Au/AY)

Entao temos:

Vi LAy/Ay Ay 035 - j0,2

T S Toc oo = o= 2 = 1,61 29,8
v, II(AIZ/AY) A, 0,25
No circuito da Fig. 10-20, determinar as tensdes dos nés 1 e 2, empregando as

admitancias de entrada e de transferéncia.

A matriz (Y) das admitancias, para os nés escolhidos, é:

11,1 e
1075772 2

[yl = -
1 1 1 1
_(2) (2 T34t S0
(016 - j072) - 0,5
-0,5 (0,62 — j0,06)
Entéo:
0,6 - j0,2) 0,5
Ay -0,5 (0,62 — j0,06) _ 0,194 /555 .
1= An T ; = = 0,313 /- 4
241 A1 (0,62 — j0,06) 0,62 /5.56° 0,313 /- 49,94°
Ay 0,194 /555 )
Ytransftzn= E; = W = 0,388 /-55,5
Noné 1: V L L
ono 1i: = — 4 ==
! Yil Ytransf(21)

Como néo ha corrente devida ao gerador no né 2, temos:

I o
1 (50 /0°)/10 .
vV, = Y. = Taral daor - 15,95 /49,94

1 0,313/-4994°
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I : |
e R G175 U P Y
Yianst Yie 0,388 [-55,5°

2
3 .
AT~ 10
j4

Problemas Propostos

Do mesmo modo, V,, =

(0]

Resp.: (z

Fi a 10-20
gur 10.16 Escrever

10.15 Determinar o nimero de equagdes de tensdes de nés necessario a éolugéo de
cada uma das estruturas mostradas na Figura 10-21 (a-f).

‘ 10.17 Escrever
matricial.
matriz ob

(a) ®)
% 4‘5‘% -
(c) )

Figura 10-21
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2,9 [55,5° W
SRR RN
®

Figura 10-21 (continuagdo)

Resp.:(a) 3, (b) 5. (c) 1, (d) 4, (e) 4, () 4.

10.16 Escrever a equagao do n6 indicado no circuito da Fig. 10-22.

R,

AW

R,

W

e

trio a solugao de

AC % JoL,

S =
| Figura 10-22
10.17 Escrever as equagdes dos nés do circuito da Fig. 10-23 e coloca-las sob a forma
' matricial. Em seguida, escrever [y] por inspegdo da figura e comparar com a
matriz obtida a partir das equagdes.
2
72 5 T~

Figura 10-23
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10.18 Escrever as equagdes dos nos da estrutura da Fig. 10-24 e coloca-las sob a
forma matricial. Em seguida, escrever [Y] pela inspegéo da figura e compara-la
com a matriz obtida a partir das equagoes.

1

Figura 10-24

10.19 A Fig. 10-25 mostra o circuito da ponte de Wien. Escrever as trés equagdes dos
nés e coloca-las sob a forma matricial. Escrever {Y] por inspecdo da figura e
compara-la com a matriz obtida a partir das equagoes.

Figura 10-25

10.20 Determinar a poténcia fornecida pela fonte de 50 volts e a poténcia nos dois
resistores da Fig. 10-26, empregando o método dos nés.
Resp.: 140 W; 80 W; 60 W.

10.21 Calcular a tenséo V 44 no circuito da Fig. 10-27, empregando o método dos nos.
Resp.: 75,4 [55,2° V.

10.22 Determir
Resp.: 4.

10.23 No circui
sentido ¢
Resp.: 1



:oloca-las sob a
ra e compara-la

3s equagodes dos
a¢ao da figura e

oténcia nos dois

método dos nés.
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10
_—JMWV

50&(—)' T~ 5

Figura 10-26

AMA A
5

100/45° (.) 1 i 20

720

B
Figura 10-27

10.22 Determinar a tensdo do n6 V, no circuito da Fig. 10-28.
Resp.:43,9 [14,9° V.

so/0 (5} (s

Figura 10-28

10.23 No circuito da Fig. 10-29, determinar a tens&o do n6 1 e a corrente 1;. Admitir o

sentido de 1, indicado no diagrama.
Resp.: 17,7 [-45° V;1,77 [135°A.
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AAAAA

vvvvv 1 :
10
50/0°
_:_L .

Figura 10-29

10.24 Empregando o método dos nés, determinar a poténcia fornecida pela fonte de 10
volts e a poténcia em cada resistor do circuito da Fig. 10-30.
Resp.:36,7; 27,8; 6,66 € 2,22 W.

10/0°

Figura 10-30

10.25 Determinar a poténcia fornecida pela fonte V, =50 0" ao circuito da Fig. 10-31.
Qual a poténcia dissipada em cada resistor do circuito?

Resp.: P=354 W; P, = =256 W; P, =771 W, P;=912We P, =11,3W.

1
R=5 R,=2
R,=3 R;=5

Figura 10-31

10.26 Empregando o método dos nés, determinar I, no circuito da Fig. 10-32.
Resp.: 5 [90°A.

10.27 Determinar.
no resistor ¢
Resp.: 24,2

10.28 No circuito d:
nonoé 1?
Resp.:71,6 /.

10.29 Calcular a ten
Resp.:179 [2(




1 pela fonte de 10

ito da Fig. 10-31.

=11,3W.

3. 10-32.
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< 1
5 5 L E5
S ' i5 i5
J -7
T
£

Figura 10-32

10.27 Determinar a tensao eficaz da fonte V de modo a ter uma poténcia de 75 watts
no resistor de 3 ohms do circuito da Fig. 10-33.
Resp.: 24,2 V.

Figura 10-33

10.28 No circuito da Fig. 10-34, qual a tens&o V que acarreta uma tenséo 50 /0" volts
noné 1?
Resp.: 71,6 [-30,2° V.

1
2 3
5
&y f‘*
i

Figura 10-34

10.29 Calcular a tens&o no né 1 do circuito apresentado na Fig. 10-35.
Resp.: 179 [204,8° V.
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10.33 Determin
240/-1201 esp.: P
. Jj4 = 10.34 A corrent
—— 1 Determin.
- Resp.: 0,
240/ 0°
5
Figura 10-35

10.30 Determinar as trés correntes de linha 1, I e 1 do circuito da Fig. 10-36.

Resp.: 10 /60°; 10 /-~ 60" e 10 /180" A.

! 10.35 No circuit
pelo méto
Resp.: 0,7
= 50/-30° 5/30°
5/30°
50[-150"I
Q=
Figura 10-36
10.31 No circuito da Fig. 10-37, determinar a tens&o da fonte V,, de modo que seja

nula a corrente na impedancia 2 + 4. 10.36 Determinai

Resp.: 125 [~ 135" V. nos.
Resp.:0,1¢

10.32 Qual a corrente na impedancia 2 + j4 da Fig. 10-37, se a fonte V, for 100 /30°?
Resp.: 12,1 /~11° A.

p) 5
2
soss Of O
4
Figura 10-37 ‘
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10.33 Determinar a poténcia fornecida por cada fonte do circuito do Probl. 10.32.
Resp.: P, =-90,6 W; P, = 1000 W.

10.34 Acorrente de excitagdo da Fig. 10-38 é I,. A corrente no resistor de 10 ohms é L.
Determinar a relagéo 1,/1,.

Resp.: 0,151 /25,8".

Il AV‘IAi"Y‘V L Iz
3 =
5 10
: j4
ig. 10-36. [ ~—
1
Figura 10-38

' 10.35 No circuito da Fig. 10-39, determinar a fungéo transferéncia de tensao, Vy/V,

pelo método dos noés.
Resp.: 0,707 [45".

14
N _
75 5 5
V, Vv,
S
Figura 10-39

le modo que seja
10.36 Determinar V/V; do circuito apresentado na Fig. 10-40 utilizando o método dos
nos.

V.. for 100 /30°2 Resp.: 0,159 [~ 61,4°. Comparar com o Probl. 9.36.
2 H

— I/
00 N\
: v, 5 10 |v,
Figura 10-40
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10.37 Determinar a tens&o entre os terminais do circuito paralelo da Fig. 10-41 empre-
gando 0 método dos nés.
Resp.: 72,2 [53,8".

8
—— W —
3 J4
— MWW ———
1=20/ 45° . I
Figura 10-41
10.38 Determinar, pelo método dos nés, as tensdes V 45, Vg € Vi, NO circuito da Fig.
10-42.
Resp.:35,4 [45° V;50 /0" V; 13,3 /- 90" V.
AMMA i
Yy N
5 -2
5
——%4 B AW c D¢———
1=10/0" 5 4 I
AW I
Figura 10-42

10.39 Empregando o método dos nés, determinar a tensdoc nas impedancias em
paralelo da Fig. 10-43.

Resp.:35 [-24,8" V.

~AMAA

100.0"(~)}

A

Figura 10-43

10.40 No circuit
fonte 10
Resp.: 3,

10.41 Determin:
10-45.
Resp.: 39

30/0

10.42 No circuit:
o sentido
Resp.: 1,3

10.43 Determine
corrente r
referénciz
Resp.: 95



“ig. 10-41 empre-

10 circuito da Fig.

|

impedancias em

i
|
|
|
!
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10.40 No circuito da Fig. 10-44, determinar as tensfes dos nés V, e V, e a corrente na
fonte 10 /30° volts.
Resp.:3,02 [65,2° V; 1,34 /-~ 31,3" V; 1,44 [38,8° V.

Figura 10-44
10.41 Determinar, pelo método dos nds, a poténcia no resistor de 6 ohms da Fig.
10-45.
Resp.:39,6 W.

Figura 10-45

10.42 No circuito da Fig. 10-45, determinar a corrente na impedancia 2 + j3, admitindo
o sentido positivo para a direita.
Resp.: 1,73 [40" A.

10.43 Determinar a tensdo V, no circuito da Fig. 10-46, de modo que seja nula a
corrente no resistor de 4 ohms. Escolher um dos extremos desse resistor como
referéncia.

Resp.: 95,4 [-23,2° V.
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AAAAAA
wyvyy

AAAAA

YWy

o) 27

2
L —

<2 Oy,

Figura 10-46

/90"

10.44 No circuito da Fig. 10-46, V, = 50 [0 e V, é desconhecida. Determinar V,, de
modo que a corrente no resistor de 4 ohms seja nula.

Resp.:26,2 [113,2° V.

10.45 No circuito da Fig. 10-47, determinar a corrente 1, com o sentido ali indicado.

Resp.: 11,7 [112,9° A.

50@"('-)1 5

Figura 10-47

10.46 Calcular a relagao entre as tensées de nés V,/V, no circuito da Fig. 10-48.

Resp.: 2,26 [96,35" .

Jj5

N

we@f B

Figura 10-48

A st

N

10.47 Determine
método d¢
Resp.: 1,5

10£0°(

10.48 Calcular a:
Resp.: 18,

50/0°(

10.49 Determinar
nula a corre

Resp.: 4 [ 1

10/



[90r

eterminar V,, de

2 ali indicado.

Fig. 10-48.
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Q)

AA‘?“

Figura 10-49

e

YYYvyvy

i

A

™~ 72

Ai—2— g ——

=

Figura 10-50

e Of

10.48 Calcular as tensdes de nés V, e V, no circuito da Figura 10-50.
Resp.: 18,6 [68,2° V.

K~> 26,2/113,2°

J5 J2
00 500 ™ MM ——
3 T~ J2
Figura 10-51

10.47 Determinar a tensdo V,, no circuito da estrutura da Fig. 10-49, empregando o
método dos nés.

Resp.: 1,56 [1 28,7 V.

10.49 Determinar a tensao do gerador V,, no circuito da Fig. 10-51, de modo que seja
nula a corrente do mesmo.
Resp.: 4 [180° V. Comparar com o Probl. 9.50.

SENAL/ DR/ Al

NUCLEO DE INF
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10.50 Na estrutura da Fig. 10-52, determinar a corrente 1, de modo que a tensao V
seja 5 /30" volts.

Resp.:9,72 [ - 16" A.

10 A

315 gﬁ ‘
- T

Figura 10-52

1 —

MAKRON
Books

Introducac

Uma e
correntes de me

Seja a
ligadas, uma de
do-se cada impe
conseqiienteme:
balho necessari
estrutura ativa
e de Norton pre

—

Ol




ue atensao Vg

1 l Capitulo 11

MAKRON TEOREMAS DE
THEVENIN E NORTON

Introducao

Uma estrutura cujas impedéncias sio fixas pode ser resolvida pelas
correntes de malha ou pelo método das tensées dos nés.

Seja a estrutura da Fig. 11-1. As impedancias Z,, Z, e Z; devem ser
ligadas, uma de cada vez, ao circuito. Conforme o método empregado, inserin-
do-se cada impedéancia no circuito, resulta uma matriz diferente paraZ ouY e,
conseqiientemente, sdo necessdarias trés solugdes completas diferentes. O tra-
balho necessdrio para isso fica consideravelmente reduzido, se substituirmos a
estrutura ativa por um circuito equivalente simples. Os teoremas de Thevenin
e de Norton prestam-se a esse propésito.

3 ) oA o— *— *—
Zn A

VOl [~ I | | O

Figura 11-1

289
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Teorema de Thevenin

Esse teorema estabelece que qualquer estrutura linear ativa com ter-
minais de saida como AB da Fig. 11-2(e) pode ser substituida por uma tinica
fonte de tenséo V’, em série com uma impedéncia Z’, como mostra a Fig. 11-2(b).

A tensdo equivalente de Thevenin, V°, é a tensdo em circuito aberto
medida nos terminais AB. A impeddncia equivalente, Z’, é a impedancia da

estrutura, vista dos terminais AB, quando todas as fontes internas sdo anula-
das*.

1 _ oA —————e A
7
Rede
linear v '
ativa
-1 eB e B

(@) (&)
Figura 11-2 Circuito equivalente de Thevenin.

A polaridade da tensdo V’ equivalente de Thevenin deve ser escolhida
de modo que a corrente através de uma impedéncia ligada tenha o mesmo
sentido que teria com a impedéncia ligada & estrutura ativa original.

Exemplo 1

Dado o circuito da Fig. 11-3, determinar o circuito equivalente de Theve-
nin, em relacéo aos terminais AB. Empregar o resultado, determinando a
corrente nas duas impedéncias Z, =5-j5e Z, = 10/0°, ligadas, cada uma,
aos terminais AB e calcular a poténcia a elas fornecida.

Na Fig. 11-3, a corrente é:

1=50/0°/(5 +5~;5) =10 0".

A tensdo V’ de Thevenin equivalente é, entdo, a queda de tensfo na
impedéancia 5 + j5. Logo,

*  N.T. Substituidas pelas respectivas impedancias internas.

A impe«

O circu
dirigids

v
70,7/45°

Ligand
Theven

L
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V=V,=I656+j5 = 70,7 [45°

-5
ativa com ter- ‘ ﬁ{L ey
por uma Gnica \
1aFig. 11-2(5). (1) >
. . 50/0° 1
Yircuito aberto ]
mpedancia da Js
nas séo anula- B
Figura 11-3
—e A
A impedancia, vista dos terminais AB, é:
» _ (5 + j5) (5) —F _
Z =5 B 0
—e B S . S :
O circuito equivalente de Thevenin é o da Fig. 11-4(a) com a fonte V’
dirigida para o terminal A.
VA A
55
: ser escolhida
nha o mesmo v
nal. 70,7/45°
B
(@)
nte de Theve- VA A
terminando a
as, cada uma, Z,
v 10/0°.
70,7/45°
*z
()
Fi a 114
de tensdo na gur

Ligando-se a impedancia Z, aos terminais do circuito equivalente de
Thevenin, tem-se, como se vé na Fig. 11-4(b):

I, = (70,7/45/(5 5 + 5 - j5) = 5/90° e P, = (I)? 5 = 125 W
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Quando a impedancia Z, é ligada, como na Fig. 11-4(c), tem-se:

L, = (70,7/45")/(5 — j5 + 10) = 4,47/63,43" e P, = (I) 10 = 200 W

Teorema de Norton

O teorema de Norton estabelece que qualquer circuito linear ativo de
terminais de saida tais como AB da Fig. 11-5(a) pode ser substituido por uma

Unica fonte de corrente I’ em paralelo com uma impedéncia Z’ como mostra a
Fig. 11-5(b).

PR K —-Y A r — A
Rede
linear 7
ativa

————=e235 r —® B

(@) )]
Figura 11-5 Circuito equivalente de Norton.

A corrente equivalente de Norton, P, é a corrente através do curto-cir-
cuito aplicado aos terminais da estrutura ativa. A impedéncia paralela 2’ é a
impedéncia vista dos terminais AB, quando todas as fontes internas sdo anula-
das.* Portanto, dado um circuito linear ativo, as impedéancias Z’ dos circuitos
equivalentes de Norton e Thevenin sio iguais.

A corrente através de uma impedéncia ligada aos terminais do circuito
equivalente de Norton deve ter o mesmo sentido que a corrente através da
mesma impedéncia, ligada a estrutura ativa original.

Exemplo 2

Dado o circuito da Fig. 11-6, determinar o circuito equivalente de Norton,
em relacio aos terminais AB. Com o resultado obtido, calcular a corrente

*  N.T. Substituidas pelas respectivas impedancias internas.

nas impe
terminai

Aplicado
=50/0° /(-

A Fig. 11-
corrente é

Ligada a i
€OmMo mos!

e,
ZléP1=E

Quando a

tem-se: I,



m-se:

: 200 W

linear ativo de
ituido por uma
como mostra a

— oA

és do curto-cir-
paralela Z’ é a
rnas sao anula-
2’ dos circuitos

nais do circuito

nte através da

:nte de Norton,
ular a corrente
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nas impedéncias Z, = 5 - j5 e Z, = 10/0°, ligadas sucessivamente aos
terminais AB, e determinar a poténcia fornecida a cada uma.

-5
i )
I8 o4

5

soo ()
j5
-eo B
Figura 11-6

Aplicado um curto-circuito aos terminais AB (Fig. 11-7), temos I’ =

YO T s , _ 5B +j5) _ .
=50/0° /(—j5) = 10/90°. Anulada a fonte, Z’ = B+ 55 5 — j5.

Figura 11-7

A Fig. 11-8(a) mostra o circuito equivalente de Norton. Observe-se que a
corrente é dirigida para o terminal A.

Ligada a impedéncia Z, aos terminais do circuito equivalente de Norton,
como mostra a Fig. 11-8(b), tem-se a corrente em Z,.

_p [ Z ) _ [ B —=J5 ) _ . o .
I =1 (Z’ . Zl] = 10 90" [10 —le) = 5 /90°. A poténcia fornecida a
Z,éP, = 5(,)2="125 W

Quando a impedancia Z, é ligada em AB, como se vé na Fig. 11-8(c),
tem-se: L, = P(5 — j5)/(15 — j5) = 4,47/63.43° e P, = 10 (I,)* = 200 W.
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I —

10/90°

Figura 11-8

Circuitos Equivalentes de Thevenin e Norton

Os teoremas de Thevenin e de Norton foram aplicados aos dois circui-
tos idénticos do exemplo 1 e do exemplo 2, respectivamente, obtendo-se resul-

tados idénticos. Segue-se que os circuitos de Thevenin e de Norton séo
equivalentes entre si.*

Z’
— 4 o= —e 4

v O .

® B = —® B

Figura 11-9 Circuitos de Thevenin e Norton.

*  N.R. Narealidade se diz que um é o dual do outro.

Na Fiy
terminais AB, ¢
corrente no Th:
correntes sdo ig
de Nortonea t

A mest
aberto em cada
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freqiiéncia. As
impedéncia equ
foram determin
ativa. Uma vez
circuitos de The
foram calculadc

111  Determinar

A impedan
impedanci:

Z =5+

A corrente

=1,117/-2

J4) ohms.
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aos dois circui-
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 eA
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Na Fig. 11-9 encontra-se a mesma impedancia Z’ & esquerda dos
terminais AB, em ambos os circuitos. Aplicando-se um curto em cada circuito, a
corrente no Thevenin é dada por V/Z’, enquanto no Norton é . Como as duas
correntes sdo iguais, temos uma relacéo entre a corrente do circuito equivalente
de Norton e a tensao equivalente de Thevenin, isto é, I’ = V/Z.

A mesma relagéio pode ser obtida se for considerada a tensdo circuito
aberto em cada circuito. Para o circuito de Thevenin, ela é V’ e, para o Norton,
T'Z’. Igualando as duas tensdes, V’ = I’Z’ ou I’ = V’/Z’, como vimos acima.

Os circuitos de Thevenin e de Norton sdo equivalentes para uma sé
freqiiéncia. As impedéncias complexas da estrutura ativa foram reduzidas a
impedancia equivalente Z’. A tensio equivalente V’ e a corrente equivalente I’
foram determinadas com o emprego das impedéncias complexas da estrutura
ativa. Uma vez que as reatincias dependem da freqiiéncia, conclui-se que os
circuitos de Thevenin e de Norton sdo equivalentes apenas na freqiiéncia em que
foram calculados.

Problemas Resolvidos

11.1  Determinar o circuito equivalente de Thevenin da estrutura ativa da Fig. 11-10.

3
)

Figura 11-10

A impedancia equivalente Z’ é calculada substituindo-se a fonte por sua
impedancia interna. Assim, temos:

S 5@ +j4) .
Z ~]5+5+3_j4—2,5+J6,25
A corrente I do circuito aberto da Fig. 11-10 é I = (10/0°)/(5 + 3 + j4) =

=1,117/—26,6°. A tensdo em circuito aberto é a queda na impedéncia (3 +
Jj4) ohms.

.
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V' =1(3 +j4) = (1,117/~ 26,6°)(5/53,1°) = 5,58/26,5°

VA

A
2,5 + j6,25
v (S
5,58/26,5°
Ly
Figura 11-11

A polaridade de V é dada pelo sentido da corrente que entra na impedn-
cia 3 + j4. Assim, a fonte V’ debita no sentido do terminal A no circuito

equivalente da Fig. 11-11.

11.2  Determinar o circuito equivalente de Norton da estrutura ativa da Fig. 11-10.

A impedancia equivalente é a mesma calculada no Probl. 11.1: Z’ = 2,5 +

+6,25.

JS

wf/\/wl_.fzszfzs\

3

()] .

"

Figura 11-12

Aplicado um curto-circuito aos terminais AB, como mostra a Fig. 11-12, a

impedéncia total que o circuito apresenta i fonte 10/0° é:

3 + j4ys5

Z,=5 + 3+jdigs 5,83 + j2,5 = 6,35 23,2

Assim:

I, = 10/0°/Z, = (10 /0°)/(6,35 [23,2°) = 1,575 /-23,2" e
3 +j4

» _ / . {5/53,1"
I‘IT3+j4+j5"1’575"23’2 (3+j9

J = 0,83 /- 41,65°

A Fig. 11
corrente
terminal

11.3 Nos termi
sivamente
a poténcit

Determn
rente é 1
eV, =1

Exprime
V=V
Quando :
igual & ¢

5.

z =

*  N.T. Melhor




a na impedan-
tl A no circuito

a Fig. 11-10.
11.1:2=25 +

:aFig. 11-12,a
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A Fig. 11-13 mostra o circuito equivalente de Norton. Observe-se que a
corrente I’ é dirigida para A, ja que a corrente do curto-circuito entra pelo

terminal A.
— y A
0,83/—41,65°
2,5 + j6,25
| i ® B
Figura 11-13

11.3 Nos terminais AB do circuito de corrente continua da Fig.11-14, ligam-se, suces-
sivamente, trés resistores R, = 1 ohm, R, = 5 ohms e R; = 10 ohms. Determinar
a poténcia dissipada em cada resistor.

A
“T N .

+
10 == = 20
_- ]

I’ —

Figura 11-14

5 15
WW— I AW

Determina-se o circuito equivalente de Thevenin. Na Fig. 11-14, a cor-
rente é I = (20 — 10)/(5 + 15) = 0,5 ampeére. A queda no resistor de 5 ohms
€V, =1(5) = 2,5 volts com a polaridade indicada.

Exprime-se a tensdo de A em relagio a B, isto é,
V=V =10+ V, = 12,5 volts

Quando as fontes de tensdo continua sdo anuladas *, a impedancia Z’ fica
igual 4 combinacéio paralela dos resistores de 5 e 15 ohms,

, _5-15 _
z =2 =375

*  N.T. Melhor diriamos, substituidas pelas respectivas impedéncias internas.
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A Fig. 11-15 mostra o Thevenin equivalente. Ligando-se cada um dos trés
resistores aos terminais AB, pode-se calcular as poténcias respectivas.

ParaR, = 1ohm, I, = 12,5/(3,75 + 1) = 2,63 A
eP, =1)%(1)=(2,63)?%(1) =691 W.

Para R, = 5 ohms, I, = 12,5/(3,75 + 5) = 1,43 A

e P, =(1,)%(5) = (1,43)2(5) = 10,2 W.

Para Ry = 10 ohms, I; = 12,5/(3,75 + 10) = 0,91 A
e P, = (L)% (10) = (0,91)% (10) = 8,28 W.

7 A
®
3,75
v = R,
125 T
B
Figura 11-15

11.4 Para o circuito da Fig. 11-16, determinar o circuito equivalente de Norton, em
relagao aos terminais AB.

| +

i

4:
[
[\]
(o]

10 =

Figura 11-16

Aplicando um curto-circuito aos terminais AB, determina-se I:

I'=10/5+ 20/15=3,33 A

A imped:
tensdo, é

Z =5(15
A Fig. 11

115 Determin:

No circw
A corren

‘ 5

L =
55

A tensio
reducéo



Teoremas de Thevenin e Norton 299

ia um dos trés A impedancia equivalente, vista desses terminais, anuladas as fontes de
respectivas. tensdo, é:
Z’ = 5(15)/(5 + 15) = 3,75 ohms.

AFig. 11-17 apresenta o circuito equivalente de Norton.

r— oA
3,33

Z’

3,75
I'=— ® B

Figura 11-17

11.5 Determinar o Thevenin equivalente do circuito da Fig. 11-18.

No circuito aberto, ha duas correntes de malha, como mostra o diagrama.
A corrente I, é dada por

‘5 +j5 558 (-17,4"'
0

75 .
: 279 /72,6
L = = 2. _ 333/0°
de Norton, em 2 5 + J5 _J5 83,7 ﬁ_72 6 L
55 8 +j8
.3 .
1\
55,8/-17,4° GD '
® B
Figura 11-18
se I ’
A tenséo em circuito aberto sera V,, = I, (6) = 3,33/0° (6) = 20/0°. Pela

reducéo do circuito,
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6 [—5@ + @ +j3)]

5+ j5
7 = ] = 3,32 + j141

5(@5) ;
+ [*5 + /5 + (2 + j3)

AFig. 11-19 mostra o circuito equivalente Thevenin com V’ dirigido para
A.

Figura 11-19

11.6  Determinar o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-18.

Aplicado um curto-circuito em AB, obtém-se a corrente I,, através do

curto:
5+j5 558/-17,4°
5 0
e 2719 /126° .
L=T_-= 51 5 =5 + 500 5,58 /-23,14
-5 5 + j8

Aimpedancia Z’ = 3,32 + j1,41 foi calculada no Probl. 11.5.

Como verificag#io, a tenséio em circuito aberto do circuito equivalente de
Norton, mostrado na Fig. 11-20, pode ser comparada com V’ de Thevenin
do Probl. 11.5.

V,, =TZ’ = 558/-23,14°(3,32 + j1,41) = 20,1/-0,140

No Probl.

11.7 Substituir ¢
terminais A

Na tinicar
I=20/0.
A queda de

AtensdaoV
de 10 ohm:

V=V,p=




P dirigido para

ig. 11-18.

I,, através do

equivalente de
¥’ de Thevenin
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r— o4
5,58/-23.14°
i 3,32 + jl,41
= - e B
Figura 11-20

No Probl. 11.5, V’ = 20/0°. Resultados bastante préximos.

11.7 Substituir o circuito ativo da Fig. 11-21 por um equivalente de Thevenin nos

terminais AB.
10/45° 5
-~ A
! 3 (M {(De0k
T 3
e B
Figura 11-21

Na 1inica malha do circuito, a corrente é:
I=20/00°/010+ 3 — j4) = 1,47 17,1°

A queda de tens#o no resistor de 10 ohms ¢, entéo, V,, = I(10) = 14,717,1°.

Atensdo V,; é a soma das tensdes das duas fontes e da queda no resistor
de 10 ohms, com as polaridades indicadas na Fig. 11-22. Assim,

Figura 11-22
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103 — j4)

0+8-d° 797 - j2,16.

AimpedanciaZ = 5 +

A Fig. 11-23 mostra o circuito equivalente de Thevenin.

Z?
A
7,97 - j2,16

V’gbf 11.9 No circuit
\ t circuito
11,39/264.4 circuito de

® B

Figura 11-23

11.8 Determinar o circuito equivalente de Norton do circuito da Fig. 11-21.
7’ =7,97 —j2,16, calculada no Probl. 11.7.

Aplicando um curto-circuito nos terminais AB e escolhendo o sentido dos
ponteiros do relégio para as correntes nas malhas principais, temos

13 — j4 -20 i
-10 (20 — 10/45°%) 156 /247 4° ,- Anulada ¢
r=1L-= : = = _ 1,39 279,7° L
13 -j4 -10 112,3 /-32,3° 5
~10 15 7 - O -
b+
No Norton, a fonte de corrente I’ debita no terminal A, como mostra a Fig. Em circujt
11-24. ( I, pelo dia
Comparando a tenséo em circuito aberto V ,, deste circuito, com a tensdo I, =5 /30
V’ do Thevenin equivalente do Probl. 11.7:
V,, = TZ = (1,39 279,7°)(8,25 [-15,2") = 11,45 [264,5° Uma vez q
‘ V=L’
e V’ = 11,39/264,4° S
AFig. 11-2
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P oA
1,39/279,7°
Z’
8,25/-15,2°
P - ® B
Figura 11-24

11.9 No circuito ativo da Fig. 11.25 ha uma fonte de corrente | = 5[30". Achar o
circuito de Thevenin equivalente, nos terminais AB.

10

I ° A
Lo WW—
2 5 LSS5
11-21.
! Jb Jbs
1o o sentido dos I— - ® B
ais, temos
Figura 11-25

. Anulada a fonte, a impedancia equivalente, vista daqueles dois termi-
- 1,39 279,7° nais, consta de dois ramos em paralelo. Entéao,

G + j5)(A5 + j5)

Z=Gip+15+5 T+
a0 mostra a Fig. Em circqito aberto, a corrente I se divide entre os dois ramos. Calculando
: I, pelo diagrama, temos:
to, com a tensdo I =5/30 S +J5 ) _ 1,585 [48,4°
1 20 + j10 ’ :

Uma vez que a tensfio V,; =V’ é a queda de tensédo na impedéncia 5 +j5

V' =1,(5 +5) = (1,585/48 4°) (7,07/45°) = 11,2/93.4°

A Fig. 11-26 mostra o circuito de Thevenin equivalente.
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4453
v(-)|
11,2/934°

Figura 11-26

® B

11.10 Determinar o circuito equivalente de Norton do circuito ativo da Fig. 11-25.

11.11

A impedéncia equivalente, calculada no Probl. 119,62’ =4 + j3 =
=5/369°.

Aplicando um curto-circuito em AB da Fig. 11-25, a corrente nesse circui-
toé

o . 5+ 5 _ o
r= 5@(‘5 T 5+ 10] = 2,24 /56,6

A Fig. 11-27 apresenta o circuito equivalente de Norton.

r— o4
2,24/56,6°
Z’
5/36,9°
P e B
Figura 11-27

A circuito aberto, o circuito equivalente de Norton tem uma tensdo V b =
=(2,24/56,6°) (5/36,9°) = 11,2/93,5°. No Probl. 11.9, a tenséo do Thevenin
equivalente é V’ = 11,2/93 4°.

Determinar o Thevenin equivalente ao circuito em ponte dado na Fig. 11.28. Em
que condigGes a tensdo em circuito aberto dos terminais AB é igual a zero?

Anulada
AB, é cor
combinag¢

A circuitc
diagrama

L=V,
Admitind
V=V,

VZ,

+

Z

N

1



Fig. 11-25.
Z, = 4 +]3 =

te nesse circui-

1atensdo V , =

io do Thevenin

a Fig. 11.28. Em
jual a zero?
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Figura 11-28

Anulada a fonte de tensdo, a impedincia equivalente, vista dos terminais
AB, é constituida pela combinagio paralela de Z, e Z,, em série com a
combinagéo paralela de Z, e Z,. Entéo,

7,7, Z,7,
= +
Z +2, Z,+12Z

>

A circuito aberto, a fonte Vg acarreta as correntes I, e I,, mostradas no
diagrama.

L=V/AZ +Z) e, =V /L, + Zy
Admitindo que o potencial de A é superior ao de B, temos:

V=V,=1Z - LZ

_ VgZ4 _ VgZ3
Z1 + Z4 Z2 + Z3
-V Z2Z4 B le?,
81(Z,+2Z)Z,+ 1)
e

Figura 11-29
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A tensdo V’ do Thevenin equivalente é proporcional a diferenca Z,7, - 11.13 Substituir
Z,Z,. Quando Z,Z, = Z,Z, a tensio V’ = 0. Gy
circuito ec
11.12 Determinar o Thevenin equivalente do circuito em ponte da Fig. 11-30. ,
' A imped:
dancia 5
equivaler
65
JEO) 7, =
24
Figura 11-30
A impedancia equivalente nos terminais AB, depois de anulada a fonte, é:
, _ 21(12 + j24) _ 50(30 + j6O) _ .
Z="331joa * 80+j60 - ATALEE
Em circuito aberto, a corrente, no lado esquerdo da ponte, é L= (20/0°y 7. estd e
5 ]
(33 + j24). No lado direito, I, = (20/0°)/(80 + j60). e
2 = LY
Admitindo que o ponto A tem potencial superior ao de B, temos:
2’ é obtid
(20 Y12 + j24) (20 J0°)(30 + j60)
V’ = V AB = B e Iy : > (139
33 + j24 80 + j60 Z =2
= @0/09Q +j2) |zs2— -~ —3%__|_ 0398 1705° ». Consider
33 +j24 80 + j60 ’ > malha '
7
C 3 oA 8.
47,4/ 26,8° -
Vv L = —
0,328/ 170,5“()' 2 8 .
B I ’
Figura 11-31 A tensfio
V = 1,(5)



ferenca Z,Z, —

11-30.

lada a fonte, é:

é I, = (2000°y

€1os:
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11.13 Substituir o circuito a esquerda dos terminais AB da Fig. 11-32 pelo Thevenin

equivalente. Em seguida, determinar a corrente na impedéancia 2 — /2, ligada ao
circuito equivalente.

A impedéancia Z’ pode ser encontrada pela reducéo da estrutura. A impe-
déncia 5 —j2 est4 em paralelo com a resisténcia de 3 ohms. A impedéancia
equivalente é

_ (65— j2)3 + j0)

z = 1,94 - ;0,265

1 8 — j2
5 m \ @ - %2 ,
10 /30° t E‘j\ﬁ
Figura 11-32

Z, estd em série com j5. Somando as duas, obtemos

Z, = 1,94 — jO,265 + j5 = 1,94 + j4,735

Z’ é obtida pela combinagfo de Z, e o resistor de 5 ochms. Assim,

. _ (1,94 + j4,785)(5) _ . .
Z =694+ 74,735 3,04/33,4° = 2,54 + j1,67

Considerando o circuito aberto, calcula-se I, pelo método da corrente de
malha.

ls -Jj2 10/30°

-3 0
30 /30°
L = = [30° - = 0,433 9,7
8 — j2 _3 69,25 /20,3
-3 8 +j5

A tensédo a circuito aberto é a queda no resistor de 5 ohms:

V=L5) = (0,43309,7°) 5 = 2,16/9,7°
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Conectando a impedéncia 2 — j2 ao Thevenin equivalente (Fig. 11-33), a
corrente pedida sera:

2,54 + j1,.67
}II_\

Figura 11-33

I=VAZ +2-j2) =(2,16/9,7°)/(4,54 — j0,33) = 0,475/13,86°

11.14 Determinar uma tens&o V,, no circuito da Fig. 11-34, de modo que seja nula a
corrente na impedéancia 2 + j3.

Figura 11-34

Aplica-se o teorema de Thevenin ao circuito dado e obtém-se a tensio
equivalente medida nos terminais AB. A circuito aberto, as duas cor-

rentes de matha sdo I, = (30/0°)/(5 + j5) e I, = V,/10.
Supondo que o potencial de A seja mais alto que o de B, tem-se:
V' =V, =1, (j5) — L,(6) = 30/0° (5)/(5 + j5) — V,(6)/10 = 21,2/45° — 0,6V,

A corrente no Thevenin equivalente da Fig. 11-35 serd nula se V’ = 0.
Entao,

0=21,2/45"~ 0,6 V, .. V, = 35,4/45" (veja Probl. 9.19)

Observagdo: o valor da impedancia Z’ da Fig. 11-35 néo é necessério no
problema. Entretanto, seu cilculo é deixado ao leitor como exercicio.

11.15 Determine
na fonte 2

Calcula-s
terminais
O valor d

5

L =—
5

el

A tensdo ¢

Vi

836

Ao se liga
mostra a ]
V’ devera
V, =20/0°




e (Fig. 11-33), a

a0

) que seja nula a

ém-se a tensao
0, as duas cor-
am-se:

1,2/45° - 0,6V,

nula se V’ = 0.

€ necessdario no
0 exercicio.
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VA A

49 + j25

I

(21,2/45° — 0,6V,)

Y )

Figura 11-35

11.15 Determinar a tenséo V, da fonte da Fig. 11-36, de modo que seja nula a corrente
na fonte 20/0°.

B
Figura 11-36

Calcula-se o equivalente de Thevenin para o circuito ativo a esquerda dos

terminais AB. A circuito aberto, existemn duas correntes de malha, Iel,
O valordel, é
15 +j5 Vi
—J5 0 .
L AT
2 = = 5
5+ j5 5 83,6 [712,6
—i5 8 + ;8

A tensdo a circuito aberto é agora a queda no resistor de 6 ohms, L, (6):

v Vv, 5 /90°
83,6 /12,6°

Ao se ligar o circuito equivalente de Thevenin aos terminais AB, como
mostra a Fig. 11-37, fica evidenciado que, para que a corrente seja nula,
V’ deverd ser igual & outra fonte, isto 6, V’ = 20/0°. Assim, (0,359/17.4°)
V, = 20/0°, donde V, = 55,7/~17,4" (veja Probl. 9.20).

6) = (0,359 174" V,
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Também neste caso é valida a observacdo feita no final do problema
anterior.

(0,359/17,4"V,

Figura 11-37

11.16 Trés impedancias, Z, = 10/30°, Z, = 20/0" e Z; = 5 - j5, deverao ser ligadas,
sucessivamente, aos terminais AB da Fig. 11-38. Determinar a poténcia dissipa-
da em cada uma delas.

50/0°

(———niw
5 J10

AWWW 7000

L
o i

Figura 11-38

Substituido o circuito por seu equivalente Thevenin nos terminais AB, as
impedancias séo ai ligadas, uma de cada vez.

Para o calculo da impedéncia de entrada escolhem-se trés cortes de
malha, como se uma fonte hipotética estivesse debitando entre os termi-
nais AB, conforme mostra a Fig. 11-39. A impedéancia de entrada Z,, ¢ 7’
do circuito de Thevenin. Da defini¢do de Z,, temos Z,, = A /A, onde

(5 + Jjb) -5 G + j5)
A = -5 (10 + j10) (-5 — j10)| = 1455 [121°
G +j5 (=5 —j10) (15 + j15)

1
Ay = E_

Substitui
+75,34.

A circuita
11-40. Sa



il do problema

erdo ser ligadas,
poténcia dissipa-

erminais AB, as

trés cortes de
-entre os termi-
entradaZ,, é Z’
\,/A, onde
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_ @0 + j10) (5 - 10)] _ :
A= |G - j10) (s + ji5)| — 21350694

Su.gs;;‘iltuindo 7 =7, =A/A,, =1455/121°/213,5/69.4° = 6,82/51,6° = 4,23
+j5,34.

MWW

5
L\

AW —— 00
b,
5 B

10
000 ——AWW

Figura 11-39

A circuito aberto hé duas correntes de malha, I, e L,, como se vé na Fig.
11-40. Sio elas:

50/0° T
P, WY

5 15 + j5

Jb T
—" D00+ AWWW
Figura 11-40
l5o 5
50 15 + jb .
558 /26,6
I, = . = > — 262/-42,8°
1 llO + j10 5 I 213,5 /69,4°
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e
10 + j10 50
5 50 558 /63,4°
I = = 2 _ 262/6
2 A, 213,5 [69,4°

A tensdo do equivalente Thevenin V’ € a tensdo em circuito aberto V, 5,
admitindo-se o ponto A a um potencial maior do que o de B. Na Fig. 11-40,
as quedas de tensio no resistor de 5 ohms do ramo central e na reatincia
J5 do ramo inferior estdo indicadas com polaridades instantaneas. Entdo,

V =V, = 1,(5) - L(5) = (2,62/-42,8'X5) - (2,62/-6") (5/00") = 23,4/-69.4°

z A

4,23 + j5,34

vl

23,4/-69,4°

B

Figura 11-41

A Fig. 11-41 mostra o circuito equivalente de Thevenin com a impedéincia
de carga Z, ligada aos terminais AB.

Substituindo os valores de Z; dados, em I = VAZ + Z,), obtém-se as
correntes e as poténcias pedidas. Assim, temos:

Com Z, =Z, = 10/30° = 8,66 + j5,

23,4 /-69.4° B .,
L = 423 j534 + 866 + j5) - LAM4108.2

e P, = (I)?ReZ, = (1,414)? (8,66) = 17,32 W,

comZ; =2, = 20/0°, temos:

23,4 /-694°

I, = (4,23 +j5,34 + 20)

= 0,940 /818" e P, =(0,940)%20) = 17,65 W;

11.17 Determinar
da Fig. 11-.
Resp.:Z' =

11.18 Obter o circ
Resp.: 2’ =

11.19 Obter o cir
Fig. 11.43.
Resp.:Z' =

:
50 V1

11.20 Determinar
Resp.:Z' =




ito aberto V5,
.Na Fig. 11-40,
| e na reatancia
1itaneas. Entdo,

=23,4/69,4°

n a impedéancia

1), obtém-se as

0) = 17,65 W;
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com Z; =74 =5 — j5, temos:

I - 23,4 /-69.4°
3~ (4,23+,534+5—j5)

= 254715 e P, = (254)%5) = 32,3 W.

Problemas Propostos

11.17 Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo
da Fig. 11-42.
Resp.:Z' = 9,43 ohms; V' = 6,29 V (B+).

g 12V
Al 4

o]
Figura 11-42

11.18 Obter o circuito equivalente de Norton do circuito da Fig. 11-42.
Resp.:Z' = 9,43 ohms; I' = 0,667 A.

11.19 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da
Fig. 11.43.
Resp.:Z' = 1,52 ohms; V' = 11,18 V (B+).

4 5
A
50 V...=_ 2 =20V

’ i

Figura 11-43

|+
m

11.20 Determinar o circuito equivalente de Norton no circuito da Fig. 11-43.
Resp.: Z’ = 1,52 ohms; I' = 7,35 A.

pma g A
SENAL

NUCLEO D
TECNOL:
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11.21 Obter o Thevenin equivalente ao circuito em ponte da Fig. 11-44, visto dos
terminais AB.

Resp.: Z' = 55,5 ohms, V' = 0 volt.

20 40
24 V=
250 500 11.25 Aplicandc
: ligado ao
Figura 11-44 Resp.: 2,

11.26 Repetir
11.22 Mudado o resistor de 500 ohms do circuito da Fig. 11-44 para 475 ohms, petir o

determinar o circuito equivalente de Thevenin.
Resp.: Z' = 55,4 ohms; V' = 0,0863 V (A+). !

11.23 Aplicando o teorema de Thevenin ao circuito em ponte da Fig. 11-45, determinar
a deflexdo de um galvanémetro, ligado em AB, com uma resisténcia de 100 ;
ohms e uma sensibilidade de 0,5 pA por mm. ‘
Resp.: D= 19,5 cm. |

11.27 Obter o «
Fig. 11-4.
Resp.: Z

i 11.28 Obteroc
Resp.: Z

Figura 11-45

11.24 Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB da ponte de CA,
mostrada na Fig. 11-46.

Resp.:Z' = 88,7/11,55"; V' = 0,192/43,4".




11-44, visto dos

dara 475 ohms,

1-45, determinar
sisténcia de 100

da ponte de CA,
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Figura 11-46

11.25 Aplicando o teorema de Thevenin, determinar a poténcia num resistor de 1 ohm
ligado aos terminais AB do circuito da Fig. 11-47.
Resp.:2,22 W. g

11.26 Repetir o Probl. 11.25, empregando o circuito equivalente de Norton.
-2 -5
2 3 E A
10/0° 1 2

e B

Figura 11-47

11.27 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da
Fig. 11-48.
Resp.:Z' = 10,6/45"; V' = 11,17/-63,4".

11.28 Obter o circuito equivalente de Norton nos terminais AB do circuito da Fig. 11-48.
Resp.:Z' = 10,6/45"; I' = 1,05/251,6".

10 Jjl6 J5

Figura 11-48
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11.29 Empregando o teorema de Thevenin, determinar a poténcia entregue a uma
impedéncia 2 + j4 ligada aos terminais AB do circuito ativo da Fig. 11-49.
Resp.: 475 W.

11.30 Repetir o Probl. 11.29, aplicando o teorema de Norton.

(L

Figura 11-49 3 11.35 Substituin

11.31 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito ativo da equwa.le’n'
Fig. 11-50. Resp.Z'-

Resp.:Z' =5,55/0°; V' = 5,9/16,4".

11.32 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-50.
Resp.:Z' = 5,55/0°; I' = 1,06/16,4".

)50

ot
F

<
O
%
B ——

=

[o=]

l

11.36 Repetir o
Figura 11-50 , nais AB.
gur Resp.: 2’ -
11.33 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB da estrutura ativa da
Fig. 11-51.
Resp.:Z = 2,5 + j12,5; V' = 25V2 /45"

11.37 Uma fonte
pontos inc
Resp.:Z' -

11.34 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-51.

11.38 Determine
Resp.:Z’ =25+ j12,5;F =2,77/-33,7".

11-53.
Resp.:Z -




entregue a uma
ig. 11-49.

circuito ativo da

11-50.

sstrutura ativa da

11-51.
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Jb 5

5 5

()

O

50790°
Figura 11-51

11.35 Substituindo a estrutura da Fig. 11.52, nos terminais AB, por seu Thevenin
equivalente, determinar a corrente 1 na impedancia 3 + j4.
Resp.:Z = 3,53/45°; V' = 70,7/135°; 1 = 8,3/85,2".

5 75
MWW 5 000
3
50@16) 1 Il j4 ‘ <~ 50&‘
B
Figura 11-52

11.36 Repetir o Probl. 11.35 empregando um circuito equivalente de Norton nos termi-
nais AB.

Resp.:Z = 3,53/45°; ¥ = 20/90°; | = 8,3/85,2".

11.37 Uma fonte de corrente 15/45° ampéres alimenta o circuito da Fig. 11-53 nos
pontos indicados. Substituir o circuito por um Thevenin equivalente em AB.
Resp.:Z' = 11,48 + j1,19; V' = 28,6/83,8".

11.38 Determinar o circuito equivalente de Norton nos terminais AB do circuito da Fig.
11-53.
Resp.:Z' = 11,48 + j1,19; I' = 2,47/77,9".
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11.42 Repetir ¢

Figura 11-53
11.39 Obter o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito da Fig.
11-54.
Resp.:Z' = 5,34/-49,8"; V" = 43,3/-70,6". 11.43 Obter o ¢
1\10\& Resp.:Z:
76 9 11.44 Determin
] Resp.: Z
4 T~ J3

11.45 Determin
- Fig. 11-5
: / Resp.:Z

Figura 11-54

11.40 Obter o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 11-54.

Resp.:Z = 5,34/-49.8"; I' = 8,1/-20,8".

11.41 Empregando o teorema de Thevenin, determinar a poténcia dissipada na impe-
dancia Z = 10/60° ohms, ligada aos terminais AB da estrutura da Fig. 11-55.

Resp.: 23 W.

210 90°
o 10 72 11.46 Obter o ¢
Resp.:Z

5
I A 11.47 O circuitc
uma fon
2 2 Thevenir
Resp.: Z
® B

Figura 11-55




circuito da Fig.

1-54.

sipada na impe-
la Fig. 11-55.
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11.42 Repetir o Probl. 11.41, empregando o circuito equivalente de Norton.

11.43

11.44

11.45

11.46

11.47

10/
15 2
I e A
5 AT~ 74
—eB
Figura 11-56

Obter o circuito equivalente de Thevenin do circuito ativo da Fig. 11-56.

Resp.:Z' = 5,09/-82,5"; V' = 46,2/-57,5".

Determinar o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-56.
Resp.:Z' = 5,09/-82,5"; I' = 9,05/25".

Determinar o circuito equivalente de Thevenin nos terminais AB do circuito da
Fig. 11-57.

Resp.:Z' = 6,2/51,8"; V' = 62,6/44,17".

I, 433 j2.5 1,
T 2
10L0° l 4 50°
5 § Jj10
T B
I - — I,
Figura 11-57

Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-57.

Resp.:Z' = 6,2(51,8";I'=10,1/-7,63".

O circuito ativo da Fig. 11-58 contém uma fonte de corrente de 4/45° ampéres e
uma fonte de tensdo de 25/90° volts. Determinar o circuito equivalente de
Thevenin nos terminais AB.

Resp.:Z' = 3,68/36"; V' = 22,2/08".
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11.48 Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-58.
Resp.:Z' = 3,68/36"; I = 6,03/62".

1— —e4

4/45° 3 10
#E) sl

I - ® B
Figura 11-58

11.49 Determinar o Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito ativo da Fig.

11-59.
Resp.:Z' = 3,47/6,85"; V' = 31 ,2/6,89°.

11.50 Obter o circuito equivalente de Norton para o circuito da Fig. 11-59.
Resp.: 2’ = 3,47/6,85°; I' = 9,0/0".

5 75!
50°
A 10
200(-)¥ B j4
J
! e
Figura 11-59
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l l Capitulo 12

. TEOREMAS GERAIS
DE CIRCUITOS

Introducadao

Os métodos das correntes de malha e das tenstes nos nés tornam
possivel a resolu¢do, praticamente, de todos os circuitos. A introducéo dos
teoremas de Thevenin e de Norton, no Capitulo 11, mostrou sua utilidade na
reducio dos cdlculos numéricos quando vérias impedéncias devem ser ligadas,
individualmente, a um par de terminais. Também os teoremas apresentados
neste capitulo atendem 4 mesma finalidade de simplificacdo da solucdo de
determinados tipos de problemas sobre circuitos. Este capitulo pode, por esta
razdo, ser considerado como uma ampliacido do Capitulo 11.

Transformacao A-Y

Uma estrutura passiva de trés terminais, constituida por trés impe-
dancias Z,, Zy e ZC, como mostra a Fig. 12-1(a), forma o que se chama uma
ligacdo em A (delta ou tridngulo). Um circuito passivo de trés terminais, consti-
tuido por trés impedancias Z,, Z, e Z, ligadas, como mostra a Fig. 12-1(d),
constitui uma ligacdo em Y (estrela). Os dois circuitos serdo equivalentes se
suas respectivas impedancias de entrada, de saida e de transferéncia forem
iguais.

321
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Z Z, VA
I 31— & I -
(1)
\'A ID Z, Zc [ @ v, V, ID [] Z, G v,
(a) )
Figura 12-1

Seja V; a tenséo de entrada e V, a correspondente tenséo de saida em
cada circuito. Escolhendo a corrente de entrada, I, e a de saida, I, com o
mesmo sentido horario, em cada circuito, seja La corrente da malha central da
ligacdio em A, com o sentido indicado.

A forma matricial das equag¢des das correntes de malha do circuito
ligado em A é:

Z, -Z, 0] [t v,
2, Z,+Zy;+7, -Z,||L|=|o0
0 —Z. Z, | |I,| |V

As correspondentes impedancias de entrada, de saida e de trans-
feréncia sdo:

g 8 Tl
! n Ly +Zy
7z o5 _ Zlc
0 33 Lp + Zg
AZ
Ztransf = A_ = ZB

13

As equagbes das correntes de malha do circuito ligado em Y, Fig.

12-1(b), séo:
Z, + Z, —Z, I; l V;
-7 Z, + Z,| |T,| ~ |-V,

t

As corr
feréncia sao:

Igualan

Substit:
tirando os valor:

Assim, -
uma ligacdo em

Para ob
3), D e(d)etm
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Z, As correspondentes impedancias de entrada, de saida e de trans-
— feréncia sédo:
pd 7 - i B 77, + 2,2, + 2,7,
o Vo 1L7A, Z, +2Z,
_ A, _ 27, +77, + 7Z,Z,
0 Ay Z, + 2,
z _ A, ~ 77, + 7,2, + 7,7,
_ 3 transf T A - Z.
o de saida em 12 2
\ida, Iy, com o Igualando as impedéncias de mesmo nome, nos dois circuitos:
alha central da ’
z,7, _ 27, + 77, +7,Z, @)}
lha do circuito Z, + 7y Z, + 24
Z,7, _ 77,+ 77, + 7, )
Z, + Z, Z, +Z,
_ 27, + 2.2, + Z,Z, 3
i ‘B Z2
la e de trans- Substituindo Z; em (1) e (2) pelo seu valor em (3) e, em seguida,
tirando os valores de Z, e Z, vem:
o 77, + 77, + 177, @)
‘A Z,
7 - 727, + 7.7, + 7,Z, (%)
C Z,

Assim, uma ligacdo em estrela de Z,, Z, e Z, pode ser substituida por
: uma ligacdo em tridngulo de Z,, Z e Z,, atendidas as equacdes (3), () e (5).

. Para obter-se a transformacéo de A para Y, somem-se as trés equacdes
do em Y, Fig. (3), (4) e (5) e tome-se o inverso. Vem:

1 Z1Z2Z3 (6)
Z, + Iy + Ly (2,2, + Z,Zy + L2,
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Multiplicando o primeiro membro de (6) por Z,Zy e o segundo membro
pelas expressdes de Z,em (4)ede Z, em (3), temos:

1
7 5 5 |Z,Z, =
(ZA+ZB+ZCJAB

_ Z,2,7, 2.7, + Z7, + 2,2,) (2,2, + 7.2, + Z,Z,
2,2, + 2.7, + Z,Z,)* Z, z,
2,24

donde Z =—F "
VoZ,+ 72, + Z,
Semelhantemente, obtém-se expressées para Z, e Z, em fungéo de Z

Zy e Z,. Os resultados completos das transformagoes Y A e vice-versa sao
tabulados a seguir.

Transformacio Y — A Transformacio A-Y
_ 27, +27Z, + 7,72, 7 - VAV /S

A z, Vo Z, +Z, + 7,
_ 22, + 227, + 71,7, 7 - z,z,

B z, 2 Z,+2,+ 127,
7 _ 27, +Z7Z, + 7,7, _ z.7,

c z, 3 Z,+Zy +Z,

Figura 12-2

As relagdes acima podem ser obtidas pelas duas regras mneménicas a
seguir:

1. Transformag

Qualg
duas, das impe
é oposta.

Na Fj
impedéncia qu
2. Transformag

Qualgq:
cias adjacentes

Na Fig
tridngulo, divic

Teorema d

Este te
estrutura bilat
respostas obtid
anuladas.*

O prin:
de malha e das
como relagdes ¢

*  N.T. Substitu




:gundo membro

ZIZ3 + Z,7,

n funcdo de Z,,
vice-versa sdo

-Y

mnemonicas a
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1. Transformagdo Y — A

Qualquer impedancia do tridngulo é igual a soma dos produtos, duas a
duas, das impedéncias da estrela, dividida pela impedancia da estrela que lhe
€ oposta.

Na Fig. 12-2, Z, é igual a soma dos trés produtos, dividida por Z,,
impedéancia que lhe fica oposta na estrela.

2. Transformagdo A—Y

Qualquer impedéncia da estrela é igual ao produto das duas impedén-
cias adjacentes do tridngulo dividido pela soma das trés impedéncias do tridngulo.

Na Fig. 12-3, Z, é igual ao produto Z,Z,, impedéancias adjacentes do
tridngulo, dividido pela soma das trés impedéncias do tridngulo.

Figura 12-3

Teorema da Superposicao

Este teorema estabelece que a resposta, em qualquer elemento de uma
estrutura bilateral linear que contenha duas ou mais fontes, é a soma das
respostas obtidas individualmente por cada fonte, com todas as devidas fontes
anuladas.*

O principio da superposigfo estava implicito nos métodos das correntes
de malha e das tensdes dos nés. Essas correntes e tensdes foram encontradas
como relagdes de dois determinantes (ver Capitulos 9 e 10). O desenvolvimento

*  N.T. Substituidas pelas respectivas impedéancias internas.
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dos determinantes do numerador em funcio dos elementos da coluna que
contém as fontes resultou em equacdes do tipo:

Ay An (7
—V—+V2A V3A_
e
A A, A 8)
11 1 31
VIZIIA—+12X—+I3"—A + ...

Y Y

Os termos da equacéo (7) sdo as correntes componentes da corrente de
malha I, devidas as tensdes V,, V, etc. Na equagéo (8) os termos séo as tensdes
componentes da tensdo de n6 V,, devidas as correntes I, I, etc.

Caso as correntes de malha sejam escolhidas de modo que as fontes
figuem todas em ramos nfo-acoplados, os termos de (7) serdo idénticos as
correntes devidas a cada fonte, atuando isocladamente. Do mesmo modo, se as
fontes de correntes de uma estrutura a ser resolvida pelo método dos nés
tiverem todas um mesmo ponto de retorno, tomando-se esse ponto como refe-
réncia, os termos da equacéo (8) serio idénticos as tensoes de nés que resultam
quando cada fonte atua isoladamente.

O principio da superposi¢do se aplica 4 determinacéo de correntes e de
tensdes de nés linearmente relacionadas as fontes que ajem no circuito. A
poténcia ndo pode ser determinada pela superposi¢do, por ser quadratica a
relacdo entre poténcia e corrente ou tensdo.

Teorema da Reciprocidade

Estabelece este teorema que, num circuito, com uma éinica fonte, linear
e bilateral, a relacéo entre excitag¢éo e resposta é constante, quando se invertem
as posicdes entre excitagio e resposta.

Na hipétese de corrente de malha com uma tinica fonte atuando na
estrutura, pode-se demonstrar o teorema, considerando a seguinte equacio
para a corrente I :

I =V VAzr

A A
rr sr
- 1Az .+Vr?+v‘s?+...

Seja V,

Arelag

Interce
torna Vr e acor

Arelag

As dua
em qualquer es
dancia [Z] é sirr
iguais. Assim, a
a mesma corret
para a malha r.
ndo permanecel

O teor«
nham uma uni
tensdo que apai
que atua nos te
de corrente é de:
outros pontos dc

Teorema d.

A qued
é dada porIZ. I
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0 idénticos as
no modo, se as
1étodo dos noés
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r quadratica a
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Seja V_ a fonte tnica da estrutura. Entéo

A
sr
L=V.y
z

A relacdo entre a excitagéo e a resposta é

V., A 7 9
Ir Asr transf(sr)
Intercambiando-se as posigdes entre a excitacdo e a resposta, a fonte se

torna Ve a corrente I -

A relacéo entre excitagiio e resposta é, entdo,

V. A 10)
I_ = K— = Ztransf(rs)
s rs

As duas impedéncias de transferéncias sio iguais [equacdes (9)-e (10)]
em qualquer estrutura linear bilateral, pois, nesses circuitos, a matriz impe-
déncia [Z] é simétrica em relagdo a diagonal principal e os cofatores A s €A 880
iguais. Assim, a corrente na malha r devida a uma fonte de tensio na malha s é
a mesma corrente produzida na malha € quando a fonte de tenséo é deslocada
para a malha r. Deve-se ressaltar que as correntes em outras partes do circuito
ndo permanecerdo as mesmas.

O teorema da reciprocidade aplica-se também a circuitos que conte-
nham uma tnica fonte de corrente. O teorema estabelece que, nesse caso, a
tensdo que aparece em um par de terminais mn, devida a uma fonte de corrente
que atua nos terminais ab, é a mesma tenséo que aparece em ab, quando a fonte
de corrente é deslocada para os terminais mn. Deve-se ressaltar que as tensées em
outros pontos do circuito ndo permanecerdo as mesmas. Ver Probl. 12.9.

Teorema da Compensacdo

A queda de tensdo em uma impedéncia Z, em que circula a corrente I,
é dada por IZ. De acordo com o teorema da compensagdo, essa impedancia pode
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ser substituida por uma f.e.m. de compensagdo, cuja amplitude e fase sejam
iguais a IZ. Do mesmo modo, se V é a tensiio em um elemento ou ramo de uma
estrutura cuja impedéncia é Z, esse elemento ou ramo pode ser substituido por
uma fonte de corrente I = V/Z. As correntes e tensdes em todas as demais partes
do circuito permanecem inalteradas, apés a substituicdo da fonte de compensa-
¢do. O teorema da compensacfio chama-se, também, teorema da substituicio.

Na Fig. 12-4(a), um ramo de uma estrutura contém as impedancias Z N
e Zy. Se a corrente nesse ramo for I,, a queda de tensdo em Z, sera Z2,Z,, com
a polaridade indicada. A Fig. 12-4(b) mostra a fonte de compensago, Vo.=12Z,,
que substitui Z,. A polaridade de V. deve ser a indicada, pois a seta, no sentido
convencional, aponta para o terminal positivo.

Caso ocorra alguma alteragéo no circuito que influa sobre I,, a fonte de
compensagdo devera ser modificada convenientemente. Por esta razdo, a fonte
de compensagdo V, é chamada de fonte dependente.

@) ®)
Figura 12-4

O teorema da compensaggo é ttil na determinacio das alteracdes da
corrente e da tensdo, em um elemento de circuito, quando se muda o valor de
sua impedéncia. Esta aplicagdo ocorre em circuitos de pontes e de potencidéme-
tros, onde uma pequena varia¢do em uma impedancia resulta num desvio das
condic¢des de equilibrio.

Na Fig. 12-5(a), a fonte V acarreta no circuito uma corrente I = V/Z. Na
Fig. 12-5(b), a impedéancia total é substituida por (Z + 8Z). A corrente é, entio,
I = V/AZ + §Z). Uma fonte de compensacéo V. =18Z, atuando no circuito, depois
de anulada a fonte original, acarreta uma corrente A, como mostra a Fig.
12-5(c). AI é a alteragdo na corrente, devida & variacdo 8Z na impedancia do
circuito. Pelo teorema da superposicio, I + Al=Pou Al =T-1.

O

Exemplo

No circuito
=2 +j1. D¢
o resultadc

Antes da
acrescenta

I1=VAZ +¢
A variagdo

Al="-1-=
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TN

VOl IE

)

(a
T\ z ~AIN Z
VOl o
oz 1 Ve = 187
(b)

(©

Figura 12-5
Exemplo

No circuito da Fig. 12-6, troca-se a impedancia 3 + j4 por 5 +j5, isto é, 5Z=
=2 +j1. Determinar a variacio da corrente pelo célculo direto e verificar
o resultado, aplicando o teorema da compensacéo.

T\

"
wiN
+ 1
S
a~

v - s

Figura 12-6

Antes da troca, I = V/Z = (50/0°)/(5/53,1°) = 10/-53,1°. Quando se
acrescenta 8Z ao circuito, como mostra a Fig. 12-7(a), tem-se:

I =VIZ + 8Z) = (50/0°)(5 + j5) = 7,07/-45°

A variacdo na corrente é

AL=P—I=(5-j5)—(6—j8) = -1 +3 = 3,16/108,45°
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Z:
T\ 3+ ja ZATN 3+ 4
v = soL0 (=)} 3 =
§7 = 2 + _]].
2+ ' Ve =
22,35/-26,5°
(@ )
Figura 12-7

Aplicando o teorema da compensacio, a fonte de compensacio V, = I8Z =
=(10/53,1°)(2 +j1) = 22,35/-26,5°. Introduzindo essa fonte no circuito que
contém Z e 8Z e tornando igual a zero a fonte 50/0°, como mostra a Fig.
12-7(), a variagéio de corrente é:

Ve 22,35 /-26,5°

AL = - o Co = - 25 5 = 3.16/108.45

Portanto, quando se modifica uma impedancia em um circuito e se deseja
conhecer a correspondente variacio de corrente, Al, determina-se essa
variagdo fazendo atuar a fonte de compensacio, V., com as demais fontes
tornadas iguais a zero.

Teoremas da Maxima Transferéncia de Poténcia

Os teoremas que se seguem determinam os valores de impedéancias de
carga que resultam em méxima transferéncia de poténcia entre os terminais de
um circuito ativo.

Seja uma fonte e uma impedéncia complexa fixa, associadas em série,
fornecendo poténcia a uma carga, constituida por uma resisténcia varidvel ou
uma impedéncia complexa varigvel.

Caso 1 Carga: resisténcia varidvel R, (Fig. 12-8). A corrente no circui-
to é:
A"

I= f -
(Rg+RL) +JXg

A potén

O valor
encontrado igua

ou

e

Entio, ter
Sendo s

estrutura ativa,
carga for igual a




Z=
3+ j4

87 =
2 + j1

~ Ve =
22,35 /-26,5°

acdo V., =IdZ =
:no circuito que
o mostra a Fig.

wito e se deseja
ermina-se essa
s demais fontes

ncia

impedancias de
os terminais de

iadas em série,
icia variavel ou

rente no circui-
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A poténcia entregue a R; é, entéo:

I

Z, = R, + jX,

=II|\j gz e
(Rg+RL)+ g

A

P=I2RL=(Rg+RL)2+X2

Figura 12-8

V?,R 7

g

331

O valor de R; que determina a méxima poténcia transferida a carga é

dP d

dR, ~

(R, + R)* + X7] - R(DR, + R o

g (R, + R)® + X2P
ou R§+2RgRL+R%+X§—2RLRg—2R%
e Rg + Xg = R%
Entéo, temos: R, = VR§ + X§ = 1Z,1

encontrado igualando-se a zero a primeira derivada dP/dR;.

VPR,

L AR |®, + R + X2

Sendo a carga uma resisténcia varidvel pura entre os terminais da

estrutura ativa, ocorre a maxima transferéncia de poténcia se a resisténcia de
carga for igual ao valor absoluto da impedéncia do circuito.
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Se a componente reativa da impedancia em série com a fonte for nula,
isto é, X = 0, a médxima poténcia sera transferida para a carga se as resistén-
cias da carga e da fonte forem iguais, R =R -

Caso2 Carga:impedancia Z,; com resisténcia e impedancia varidveis
(Fig. 12-9).

Z, = R, + jX,

Figura 12-9
A corrente do circuito é:
I Vg

T B, + Ry, X, + X))
Vg

I=1Il =
VR, + R)? + X, + X))?

A poténcia entregue pela fonte é:

V2 1n
P =I’R, = zgR L 5
(Rg + Rp)* + (Xg + X))
Fixando-se R; em (I1), o valor de P é méaximo quando X = X, A

equacdo (11) torna-se:

VIR,

P=— &L
(Rg+RL)2

Considere-se, agora, R; varidvel. Como mostra o caso 1, a poténcia
méxima é entregue a carga quando R; = R o SeR, =R e © X, =-X > tem-se
Z, =17 -

Se a impedancia de carga é constituida de resisténcia e reatincia
varidveis, a maxima transferéncia de poténcia, nos terminais do circuito ativo,

da-se quando a
impedéancia Zg |

Caso ¢
fixa (Fig. 12-10

Obtém-
condicdo de que
derivada de P e

Como 7
impedanecia tni
maxima transfe
da impedancia d

12.1 Determinar
a Fig. 12-11




a fonte for nula,
1 se as resistén-

Jancia varidveis

n

dng=—XL.A

so 1, a poténcia
L= —Xg, tem-se

1cia e reatancia
o circuito ativo,
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dé-se quando a impedéancia de carga Z; é igual ao conjugado do complexo da
impedéncia Z 'y do circuito.

Caso 3 Carga: impedéncia Z; com resisténcia varidvel e reatancia
fixa (Fig. 12-10).

Obtém-se as mesmas equagdes para I e P ja obtidas no caso 2, com a
condig8o de que X; permaneca constante. Quando se iguala a zero a primeira
derivada de P em relagdo a R;, tem-se:

R} =R + X, + X,)?

e R, = 1Z, + jX,|

Figura 12-10

Como Z, e X; sdo admitidas fixas, podem ser combinadas em uma
impedéncia tinica. Assim, com R, varidvel, o caso 3 reduz-se ao caso 1 e a
méxima transferéncia de poténcia ocorre quando R; é igual ao valor absoluto
da impedéncia do circuito.

Problemas Resolvidos

12.1 Determinar o circuito em A equivalente as impedancias ligadas em Y, conforme
a Fig. 12-11.

Z, Z,
5 10

Z,
10

Figura 12-11
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O circuito equivalente em A tem para impedéncias Z,, Z, e Z, conforme
a Fig. 12-12, onde:
g By * Lils + Zols  5(j10) + 5(10) + 10G10) _
A~ Z, h 10
_ 50 +j150 _ 5 + j15
10
7 - 2.2y + 2,25 + 2,2, _ 50 + 7150 _ 15 _ 5
B Z, Jj10
27, + 77, + 7,7 9
e 13 2%3 50 + j150 r
Z, = Z, = = =10 — j30
Zy
L )
b =
Figura 12-12
Como verificacéo, converter as impedancias do circuito em A, novamente,
nas impedéncias do circuito em Y:
gz - Lol _ (6 + j15)15 — j5) _ 150 + j200 _
1" Z,+Zy+Z, " 5 +j15 + 15 — j5 + 10 + j30 30 + j40
. Z,Z, _ 6.+ 15)10 +30) _ ..o
25 2, + Zy + L, 30 + j40 =J
7 - Zpfc  _ (15 - j5)10 +j30) _ o
8 Z, + 2y + Z, 30 + j40
12.2 Uma ligagdo em A contém trés impedancias iguais a ZA = 15/ 30". Determinar

as impedancias da ligagdo em Y, equivalente.

123

Z, =
1 ZA

Logo,Z, =
Assim, pa
um circuil
do cirecuitc

Inversame
sdo iguais
lente em t
estrela.

Mostrar qu:
substituida

Aplica-se 1
12-13. Chs
e I, tensdo
0 circuito, -

As equacgoe

onde: I1 =




e Z, conforme

1 A, novamente,

150 + j200 _
30 + j40

! 30°. Determinar

Teoremas gerais de circuitos 335

123

Z ZiZy deZ, =Z, =17, =ZA
= g——=———— onde = = = .
1" Z, + 2, + Z, A= "B~ %

Logo, Z; = ZN/3 = (15/30°)/3 = 5/30°. Do mesmo modo, Z, = Z, = ZA/3 = 530"
Assim, para qualquer circuito em A com trés impedancias iguais temos
um circuito equivalente em Y, cujas impedéncias sdo um tergo daquelas
do circuito em A.

Inversamente, quando todas as impedéncias de um circuito em estrela
s8o iguais, sdo também iguais entre si as impedéncias do circuito equiva-
lente em tridngulo e sdo iguais a trés vezes as impedéancias do circuito em
estrela.

Mostrar que uma estrutura passiva de trés terminais e varias malhas pode ser
substituida por uma associagao de trés impedancias, ligadas em A.

L — -—
I I
' Rede ?
\A passiva v,
Figura 12-13

Aplica-se uma tensdo V, aos terminais da esquerda, como mostra a Fig.
12-13. Chamando I, & corrente que entra no circuito e designando por V,,
e L, tensdo e corrente nos terminais da direita, tem-se que, sendo passivo
o circuito, todas as demais tensdes sdo nulas.

As equacées das correntes de malha, na forma matricial, sdo:

Zn Z12 Zln I1 V1
Z21 Zzz Iz V2
=10

. 0

I 0

A A A
onde:II:V£+Vﬁ e L=V 2,y 2
'z
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Exprimindo-se essas duas equagbes simultidneas na forma matricial,

tem-se:
ﬁ Ay | |V I
7 Ay
A Ay
A, A, V2 I2
Zy
— el P ——
I, L
v, Z, Z; |V,
Figura 12-14

Esta equacdo matricial é semelhante & que resulta de uma estrutura de
trés nés dos quais um é tomado para referéncia. A Fig. 12-14 apresenta
essa estrutura onde Z,, Zy e Z, estéo ligadas em A. Introduzindo Z,, 1,
V, e L, com os mesmos sentidos que na Fig. 12-13 e escrevendo as
equagdes matriciais correspondentes, por aplicacido do método das ten-
soes dos nos, temos:

1,1y 1 ] [
zA ZB ZB

1 (1,1
Zy Zg  Zc|| V| |
Igualando os elementos correspondentes das duas matrizes, temos:

1 1)_Au 1, 1) _ A 1 _fa
(1) (ZA + ZBJ - AZ’ (2) [Z + Zc)'“ ’ (3) Z - A

124

Substitun

Z = —-—

A A%
E sempre
uma estru
A. Pode ac
serem fisi

Aplicar os
equivalente

Escolhida



»rma matricial,

ma estrutura de
12-14 apresenta
‘oduzindo Z,, I,
3 escrevendo as
método das ten-

zes, temos:

\g:8

-1
ZB
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12.4

Substituindo (3) em (1) e (2), obtemos:
A A A

Z, =—*=> 7 =--%£ Z, =2
AT Ayt Ay, B Ap € Ay + Ay

E sempre possivel, matematicamente, como se vé, a transformacgéo de
uma estrutura de trés terminais em um circuito equivalente em Y ou em
A. Pode acontecer, entretanto, de os elementos do circuito equivalente néo
serem fisicamente realizdveis. Ver Probl. 12.4.

Aplicar os resultados do Probl. 12.3 ao circuito da Fig. 12-15 e obter o circuito
equivalente em A.

2 2 j2

— o005

Figura 12-15

Escolhidas as correntes de malha indicadas no diagrama, temos:

5-j2 0 -5
A, =] 0 —j2 —j4
5 —j4 5 -j2

= 40 — j24 = 46,6 /-31°

e
|2 - e 5=z -5 |__, .
Ay = 1—j4 5_jzl—12 710, A22—l _5 5 j2| = 4 — j20,
IN I -2
b1 = O\ ja 5 - jo| =20

Empregando as expressées do Probl. 12.3, temos:

Z 46,6 /-31°
A ! .
Z, = . " = 19— il0 20 = 2,98 /70,8
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12.5

A, 466/31° N
ZB =A - L 2’33@

Ay 720

A 46,6 [-31°
Z. = Z__ _ 2 — — 11,65 /149°
C Ay + Ay T —4 - j20 + 520 L

Observe-se que Z, pode ser obtida pela associacdo de uma resisténcia e
uma capacitdncia em série e Zy pela associagdo, também em série, de
uma resisténcia e uma induténcia. A impedancia Z, entretanto, exigiria
uma resisténcia negativa. Um circuito com as trés impedéncias calcula-
das ndo pode, portanto, ser construido.

Dado o circuito da Fig. 12-16, determinar a corrente no resistor de 2 ohms por
aplicagdo do principio da superposigao.

Seja I’ a corrente no resistor de 2 ohms, devida a V, quando V,, é igualada
a zero, e I” a corrente no mesmo ramo devida a V,,, quando V, é igualada
a zero. Escolhidas as correntes de malha indicadas na Fig. 12-16, tem-se,
paral’e I”:

Vi 5 0
V. 12 —4
1 12 -4 5 0
o -4 6 10!-4 6‘ - 10 ‘—4 6
I = = = 1,075 amp.
7 5 0 242
5 12 -4
0 -4 6
0 5 0
-V 12 -4 5 0
2
o -4 6| ~C20 ‘_4 6|
r = 949 = 242 = 2,48 amperes

Aplicando-se o teorema da superposicéo, a corrente I,, devida as duas
fontes atuando simultaneamente, é:

I, =T+1I"=1,075 + 2,48 = 3,655 ampéres

12.6 Aplicar o
corrente n
V, = 50/
Seja 'V, =
Z., =5
TI
e
Vi
L, =5~
1 ZT
A corrent
I =1
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5 3
L AW I WW _|_
+ +
V,
S E? Y&y
A
O
.a resisténcia e
n em série, de AW —
stanto, exigiria 2
dncias calcula-
Figura 12-16
r de 2 ohms por 12.6 Aplicar o teorema da superposigdo ao circuito da Fig. 12-17 e determinar a
corrente na impedancia 3 + j4 ohms.
oV, éigualada 5 Jjo
2V, éigualada AMMA- 000
. 12-186, tem-se, 1‘ 3
V, = 50/90° (~>f K»«) V, = 50/0°
Jj4
i
= 1,075 amp. Figura 12-17

Seja V, = 0 e V, a tinica fonte presente no circuito. Tem-se:

_ S +45 ; _ .
{ Zp =5+ gl = 583 + 25 = 635 /23,2
e
\ 50 /90°
1 .
X I, = 50— =—""—7 = 1787/668
ipéres T =7 5 ’ 2
1 r, 635 /23,2
levida as duas A corrente no ramo 3 + j4, devida apenas a V,, é:

_ B B Y, .
I, = 1T1(3 " jg) = 7,87 /66,8 (3 A jg] = 4,15 /85,3
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12.7

Seja, agora, V, = 0 e V, a tinica fonte presente. Tem-se:

Zy =Jj5 + 5&33 : }f ) = 25 + j6,25 = 6,74 /68,2

V.

50 /0°
I, =52 =—C - 742/682
T, = 7 . s
: 2y 6,74/682

A corrente no ramo 3 + j4, devida apenas a V,, é:

_ N .
I, = — (7,42 /-68,2") (8 . 4] = 4,15 /85,3

onde o sinal menos indica que I, tem o mesmo sentido de I no diagrama.

A corrente total no ramo 3 + j4 é:

I=1 +I,=4,15/853" + 4,15/85,3" = 8,30/85,3"

Aplicar o teorema da superposigdo ao circuito da Fig. 12-18 e determinar a

tenséo V 4.
-~ 1,
4,0 amp
10
I 2
2,0 amp A §
5
I, 5 I,
Figura 12-18

Com I, = 2 ampéres atuando no circuito e I, = 0, tem-se Vi =

=(2X5)(12)/17 = 7,06 volts.

Se, agora, I; = 0 e I, = 4 amperes atua no circuito, a corrente no resistor
de 5 ohms serd I; = 4(2/17) = 8/17 amperes. Entéo, V”,p=8/17)5 =235

volts.
Agindo as duas fontes, a tensdo é:

Vap = Vg + V745 = 7,06 + 2,35 = 9,41 volts.

12.8 No circuito
I, no ramo
dade ness¢

Na Fig. 12
pedida é a

10 +/5
—Jj5
0

I=L=
10 +,
-j5
0
Aplicando,

a excitacé
correntes ¢
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12.8 No circuito da Fig. 12-19(a), a fonte de tensdo 100/45° acarreta uma corrente

dade nesse circuito.

I no diagrama.

3 e determinar a

Na Fig. 12-19(a) véem-se as correntes de malha I, I, e I;. A corrente I,

10 10
W
Ly |y I
100/45: ()} B AN §5
(@)
Figura 12-19
10 10

AW
N fla\,‘ 100/45°

B A5

Il

@)

Figura 12-19

pedida é a corrente de malha I

i 10+j5 —j5 100 /45°
| -5 10 0
0 J5 L 25
| L=L= =100 /45° [—— =2,16 /57,5° (1)
1045 -5 0 1165 [-12,5°
e e -j5 10 Jj5
em-se V', 0 i B

ente no resistor

= (8/17)5 = 2,35

Aplicando, agora, o teorema da reciprocidade, pela troca de posigdes entre

a excitacfio e a resposta, como mostra a Fig. 12-19(b), e empregando as
correntes de malha indicadas, além de notar que I_ = I, temos:

341

I, no ramo de 5 ohms. Achar I, e, em seguida, verificar o teorema da reciproci-
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0 —j5 0
0 10 jb _
N 5 5~ j5
1,-1,- 1ol Pl oops [—B o265 @
* Az 1155 /~12,5°

12,9

Verificada a igualdade de (1) e (2), fica verificado o teorema da reciproci-
dade, pois I, é igual nas duas equagdes.

O circuito da Fig. 12-20(a) contém uma unica fonte de corrente | = 12/90°
ampéres. Determinar a tenséo V, do né 2. Aplicar o teorema da reciprocidade
e comparar os resultados.

Sob a forma matricial, as duas equagbes nodais da estrutura da Fig.
12-20(a) sdo:

T . Vi 12 /90°
3 +j4 j10 Jj10
1 11, 1
710 j10 "5 T2+ 2|V, 0
donde:
0,12 -50,26 12/90°
Jo,1 0 0.1
V, = =12 Jo0° | ——L> 1= 7,45 [99,65°
2 bo [0,161 [260,35")

0,12-j0,26  jo,1
jo1  0,45-;0,35

Empregando o teorema da reciprocidade, aplica-se a corrente I entre o né
2 e o de referéncia, no circuito da Fig. 12-20(b). Calcula-se, em seguida, a
tensdo nos terminais em que penetrava corrente. Basta uma equacéo de
né, pois s6 existem dois nés no circuito. Logo:

( 1 1,1 }V2=12m donde V2=% 21,3 /124 4°

3+j14° 5 2+,2 0,563 [-34,4°

|

HH
Ind

8
=3

I

Atensido \

m:%(

Comparar
V_, naest
do, assim,
permanece

12.10 No circuito
V,. Trocar
teorema da
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Jj10

55-9—0 7000
3 2
2,16 [57,5° (2) §5
Jjé j2
- =
na da reciproci- T @

rente | = 12/90°
da reciprocidade

trutura da Fig.

Figura 12-20

A tensdo V_§, entdo:

vy [ 3+ ) _ o (3 + 4 _ .
V.=V, (3 Py j10] =21,3/124,4 (3 - j14] = 7,45 /99,6
Comparando os valores calculados de V, no circuito da Fig. 12-20(a) e de
V_, na estrutura da Fig. 12-20(b), verificamos que eles sio iguais, provan-
do, assim, o teorema da reciprocidade. Observe-se, também, que V, ndo
permanece a mesma, depois da troca de posi¢éio entre excitacéio e resposta.

12.10 No circuito de uma Unica fonte de corrente da Fig. 12-21(a), determinar a tensio

=745 {99,65" V,. Trocar as posicbes entre a fonte de corrente e a tensao V.. Verifica-se o
’

teorema da reciprocidade?

I—
5/90° 111 14
nte I entre o né 5 2 2 111 2
2, em seguida, a v ® -7
1ma equagéo de ) 121 5/90°
Jjb T~J2 v, J5 T~J2
{ o | - J ——
E 21,3 124,4: (a) (b)

Figura 12-21
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12.11

Na Fig. 12-21(a), a corrente L, =1 (,5] i’g) &(7—;’—3} 4,64 [111,8°.

Logo, a tenséo V, = I, (-j2) = (4,64/111,8°)(2/-90°) = 9,28/21,8° volts.
Na Fig. 12-21(b), a fonte de corrente Teos terminais em que se mede V,

sdo trocados. A corrente I, =1 ( J 5 @0_( J 1,31 /-23,2°.

Uma vez que V,_ = (1,31/23,2°) (5 +j5) = 9,2721,8° volts, como antes, fica
verificado o teorema da reciprocidade.

Substituir a reaténcia j4, no circuito da Fig. 12-22(a), por uma f.e.m. de compen-
sagao.

Escolhidas as correntes de malha I , € 1,, como mostra o diagrama, tem-se
para valor de I, (corrente na reaténcia j4):

5+710 20
5 20 '
20(10) 5
I = = = 1,94 /14,05
2 ° b 2
5 + j10 5 103 /104,05
5 8 + j4
3
war (D] E
j4
(@)
Figura 12-22
5
W
3

e B

V.
t 7,76/ 75,95°

)
Figura 12-22

A fonte de
Fig. 12-22(
reaténcia j
Verifique a
um ramo e

12.12 Substituir a

compensagci
A impedanc
=146 + ji
Z,=5+1

A fonte de -
VC = IT Zeq

A Fig. 12-2
corretamer



}J: 4,64 /111,8°.
21.8° volts.

que se mede V,

,31 /23,2°.
como antes, fica

.e.m. de compen-

agrama, tem-se

~-
o
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A fonte de compensagédo é V, = L,(j4) = 1,94/-14,05°G4) = 7,76/75,95°. A
Fig. 12-22(b) mostra o circuito com a fonte de compensac¢io em lugar da
reatancia j4.

Verifique a equivaléncia dos dois circuitos, calculando uma corrente em
um ramo em cada circuito e comparando os resultados.

12.12 Substituir a associacdo paralela das impedancias j10 e 3 + j4 por uma fonte de

compensagao.
A impedéancia equivalente as impedancias em paralelo é Zaq = -%(%_ﬁ_}_)_ =
=1,46 + j3,17 = 3,50 /65,3°. Entéo:

. . V__ 200 .
Z,=5+146+;317=718/262" e L,=5-=—""——=279 /262

T Zp 7,18 26,2°

A fonte de compensacio é:

Ve =12, =(2,79/26,2°)(3,50/65.3°) = 9,77/39,1°

A Fig. 12-23(b) mostra o circuito com a fonte de compensacéo polarizada
corretamente.

710

000/

el

ja

o) (@Y

b)
Figura 12-23
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12.13 A impedancia 3 + j4 da Fig. 12-24(a) é substituida por 4 + j4, Fig. 12-24(b).

Determinar a corrente no resistor de 10 ohms, antes e depois da troca. Aplicar o
teorema da compensagao e determinar a diferenga entre as duas correntes no
resistor de 10 ohms.

Antes da troca de 3 + j4 [Fig. 12-24(a)], temos:

7, =10 +88 A _ 111413 6 1
T 3 +Jj9

50 o 5
= 4,50 /13
11,1 13°

-y
7

Depois da troca [Fig. 12-24(b)]:

J5¢4 + j4)

b —
ZT—10+ 4+79

= 11,03 + j2,68 = 11,35 /13,65°

\4 .
e Pp=g- =44l [-13,65

A fonte de compensagéo é V, = I(8Z), onde I, corrente inicial no ramo 3 + j4,

e
oy (BN oy pame () u
1=1, [3”.9)_4,5[ 13 (3”_9) 2,37 [5,5°.

e8Z =(4+j4)— (3 +j4) = 1. Entdo, V. = 2,37/5,5°(1) = 2,37/5,5° com sentido
oposto a corrente 1.

A variagiio da corrente Al é determinada fazendo-se igual a zero a fonte
inicial de tenséo e deixando-se V. como tinica fonte atuando no circuito,
como mostra a Fig. 12-24(c).

Nesse circuito, portanto, Zp=4+j4+ % =10/58,1°e

Ve 5 2,37 /5,5° J5 :
Al = — [?T} (WJ = -~ (10 5.1 (10 n j5} = 0,1055 /195,8
Comparando com a diferenca entre I, e L, temos:
Pp-1; = (4,41 /-13,65") - (4,50 /~13°) = - 0,10 —j0,03 = 0,1045 /1967

Observe-se que os dois valores de AL, néo séo exatamente iguais. O valor
determinado com a tensdo de compensacsio V. é mais exato que o obtido

pela sub
pequena
acarreta
€rTr0 1o ¢
madame

12.14 Calcular ¢

reduzir o0\

Sejam I ¢
mudanga

N|<

Al =D -

Se calcul:

=I(0Z) =
A variaca



i, Fig. 12-24(b).
la troca. Aplicar o
uas correntes no

= 4,50 ~18°

3

°

{ no ramo 3 + j4,

5,5" com sentido

al a zero a fonte
indo no circuito,

/53,1 e

0,1055 /195,8°

= 0,1045 /196,7

e iguais. O valor
ato que o obtido
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pela subtracio I’y — L. Isso é verdadeiro, particularmente, quando é
pequena a variacdio de impedéincia. Conforme se verifica acima, isso
acarreta uma pequena varia¢io na corrente, introduzindo, portanto, um
erro no célculo da diferenca de duas quantidades que sdo muito aproxi-
madamente iguais.

10
AAAAA
Yyyy
T T 3
sot0: (=)} 5
ja
(a)
10
AV‘V‘V‘VAVAV VC =
v 1 2,37/5,5°
,
5 4
Jja
&) (¢)
Figura 12-24

12.14 Calcular a variagdo na corrente do circuito em série da Fig. 12-25(a), ao se

reduzir o valor da reatancia para /35.

Sejam I e I, respectivamente, as correntes no circuito, antes e depois da
mudanca da reatancia [Fig. 12-25(a) e (b)].

vV 100 45° \ 100 /45° .
I= - =——=-20/[81; P= = — = 2,17 /4,4
Z 5 {53,1° Z+ 82 30 + 35

Al =T -1=217/44 - 2,0/8,1° = 0,223 31,6
Se calcularmos Al por aplicacéo do teorema da compensacdo, temos V, =

=I(8Z) = 2,0/-8,1° (-j5) = 10/-98,1°, dirigida, como mostra a Fig. 12-25(c).
A variaco de corrente é:
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10

1 . 20

1001;456) 1

Jj40
(@)
10
AW
10 20
AL N
T 20 Jj40
1 ("DIOO [45° J40 -5
V, =
§jz5 = f 16/-98,1°
) (@)

Figura 12-25
Al = —VC/(Z + 8Z) = - (10 [-98,1°)/(30 + j35) =

= (10 [81,9°)/(46,1 /49,4°) = 0,217 [32,5°
Novamente, temos um pequeno erro devido & pequena variagio da impe-
dincia.

12.15 No circuito da Fig. 12-26, a carga Z, é constituida por uma resisténcia pura R,.
Determinar o valor de R, para o qual a fonte entrega a maxima poténcia a carga.
Determinar o valor dessa poténcia maxima, P.

7, = 10 + j20

/I\\

3o O} /H .

Figura 12-26

Améximat
= 22,4 ohm

Assim, I ="
maxima fo:

12.16 Na hipdtese

complexa Z.
que resulta
maxima.

A méxima
=10 + j20,
A impedar

Conseqiien
62,5 watts.

12.17 Na estrutura

uma resisté
ohms. Deter
de poténcia.

A tensdo equ

=45,6 /60,
ABéZ =:
No circuitc
impedanci:
ajustavel e
ohms. Logc

R, = IZ,-
Z=Z+Z

Entéo, tem

v
I=2 =
ZT




20
740
_]5
V. =
~) 10/-98,1°

riagdo da impe-

sisténcia pura R,.
poténcia a carga.
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12.16

12.17

A méxima transferéncia de poténcia ocorre quando R, = | Z . 1 =110+;201=
=224 ohms.

Assim, I=VAZ, + R;) = (5000)/(10 +j20 + 22,4) = 1,31/-31,7 e a poténcia
méxima fornecida & carga é P = ’R; = (1,31)%(22,4) = 38,5 watts.

Na hipdtese de a carga da Fig. 12-26 ser constituida por uma impedancia
complexa Z,, em que A, e X; sejam ambas varidveis, determinar o valor de Z;
que resulta na maxima transferéncia de poténcia. Calcular o valor da poténcia
maxima.

A méxima transferéncia de poténcia ocorre quando Z; = Z - Como Zg =
= 10 + j20, teremos Z; = 10 — ;20.

A impedéncia total do circuito é Z; = (10 + j20) + (10 — j20) = 20.

Conseqiientemente, I = V/Z, = (50/0°)/20 = 2,5 0" e P = I?’R = (2,5)2(10) =
62,5 watts.

Na estrutura da Fig. 12-27, a carga ligada entre os terminais AB é constituida por
uma resisténcia varidvel R, e uma reatancia capacitiva X, variavel entre 2 e 8
ohms. Determinar os valores de R, e X que acarretam a maxima transferéncia
de poténcia. Calcular a poténcia maxima P fornecida a carga.

50 /45°
5+j10
=45,6 [60,3°. A impedincia da estrutura ativa ligada nos terminais
AB é Z’ = 3(2 + j10)/(5 + j10) = 2,64 + j0,72.

A tensio equivalente de Thevenin nos terminais AB é V’ = (2 +j10) =

No circuito dado, a maxima transferéncia de poténcia ocorre com uma
impedancia Z; = Z’ = 2,64 — j0,72. Nas condi¢des do problema, X, é
ajustével entre 2 e 8 ohms. O valor mais préximo para X €, portanto, 2
ohms. Logo:

R, = 1Z,—jX;| = 12,64+j0,12~j21 = 12,641,281 = 2,93 ohms
Z=7+7Z = (264+293)+j0,72-2) = 5,57 —j1,28 = 5,70 /-13°

Entéo, temos:

1=V - B8B03 _gom33 o p= PR, = (802293 = 187TW.
Z, 570/-13 -

SENALIDR /
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3
A
—X. 2
50745 (~)}
R, 710
B
Figura 12-27

12.18 Aresisténcia R, do circuito da Fig. 12-28 é ajustavel entre 2 e 55 ohms. Qual o

valor de A que acarreta a maxima transferéncia de poténcia nos terminais AB ?

Figura 12-28

No circuito dado, a resisténcia de carga R; é fixa. Os teoremas de mdxima
transferéncia de poténcia ndo se aplicam, portanto. Obviamente, a maior
corrente ocorre quando R e € minima.

Fazendo, portanto, R < igual a 2 ohms, temos:
Z,= (2 +j5+ 10) = 13/22,6°
e I =V/Z, = (100/0°)/(13/22,6" = 7,7/-22,6°

A poténcia maxima é P = (7,7)2 10 = 593 watts.

Problemas Propostos

12.19 Determinar o circuito em Y equivalente a iigagéo em A da Fig. 12-29.
Resp': (075 _1015)1 (3 _/1)v (1 +j3)

12.20 A estrutura
paralelo. De
Resp.: (5 +

12.21 Na Fig. 12-
paralelo cot

| estrela eqt
Resp.:Z =.
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2473

| 32 U 2+j16

Figura 12-29

12.20 A estrutura da Fig. 12-30 é constituida por dois circuitos em Y, ligados em
paralelo. Determinar a estrela simples equivalente.
Resp.: (5 + j5), =, (5 + /5).

+ 55 ohms. Qual o
0s terminais AB ?

Figura 12-30
'mas de mdxima :
amente, a maior ‘ 12.21 Na Fig. 12-31,-um circuito equilibrado com Z = 10@, ligado em A, estd em
paralelo com um circuito equilibrado, com Z = 4/~45", ligado em Y. Determinar a

estrela equivalente.
Resp.:Z =2,29/-3,5".

12-29.

Figura 12-31
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12.22 Mostrar que a estrutura passiva de trés terminais da Fig. 12-32(a) pode ser
substituida por um circuito em estrela, como o da Fig. 12-32(b), onde Z, = (A;; — A,,)/
Ay, Z, = AjJAy e Zy = (Ay, — Ayy)/A,. (Ay € Os cofatores referem-se as equagdes
das tensées nos nds, na forma matricial.)

(@) I 12
Rede
passiva
l
®
Zl Zﬂ
Z,
Figura 12-32

12.23 Substituir a estrutura da Fig. 12-33 por um circuito equivalente em estrela,
empregando os processos desenvolvidos no Probl. 12.22.
Resp.: (12 + j1); (— 1 + j2); (4 + j1).

10 5 2
W —

J5 Js

Figura 12-33
12.24 Determinar a ligagdo de trés impedancias em Y equivalente a estrutura da Fig.

12-34.
Resp.: 6,25; 2,5; 10,5 ohms.

5 m 10
S0 =

Figura 12-34

12.25 Obter o circ
Resp.: 10,2!

12.26 Obter o circ
Resp.: (3 —,

12.27 Empregandc
ohms do circ
Resp.: =4,

12.28 Afonte de te
superior. De
da superpos
Resp.: 1=1,

12.29 Na estrutura
cada uma de
Resp.: 2,27 ;
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2-32(a) pode ser 12.25 Obter o circuito em A equivalente a estrutura da Fig. 12-34.
deZ, = (A — Ay Resp.: 10,25; 43; 17,2 ohms.

n-se as equacgdes
. 12.26 Obter o circuito em A equivalente a estrutura da Fig. 12-35.

Resp.: (3 - j2); (2 + j3); (2 + j16).

-2 5

4
N
5 §10

Figura 12-35

] 12.27 Empregando o teorema da superposi¢ao, determinar a corrente no resistor de 2

ohms do circuito da Fig. 12-36.
lente em estrela, Resp.: 1= 4,27 A.

12.28 Afonte de tenséo V, da Fig. 12-36 é mudada para 8,93 volts, positiva no terminal
superior. Determinar a corrente no resistor de 2 ohms, com o auxilio do teorema
da superposigao.

Resp.: 1= 1,43 A.

2 5 1
WW WW
——
L7 L
1 T 5 t =g
1 estrutura da Fig. T
Figura 12-36

12.29 Na estrutura da Fig. 12-37, determinar a corrente no resistor de 5 ohms devida a
cada uma das fontes de tensao.
Resp.: 2,27 A; 3,41 A.
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Figura 12-37
12.30 Determinar as componentes da tensio do né V,, devidas a cada uma das fontes
de corrente da Fig. 12-38. ‘ 12.33 Determina
Resp.: 8,48/-2,8"; 8,20/12,2". devidas a «
Resp.: 5,8
1 5/3Q o
510_30__4 N -1 12.34 No circuitc
/0. 5.0 ampéres. (
E i10 : V,.
L= = L
Figura 12-38

12.31 Na estrutura da Fig. 12-39, determinar a corrente no resistor de 4 chms devida a
cada uma das fontes de tensao.

Resp.: 3,24/60,95"; 6,16/~142,2".

12.35 Determinar
Aplicar o te
Resp.: 2,27

Figura 12-39

12.32 Permitindo-se que as fontes de tensao da Fig. 12-40 atuem separadamente no
circuito, constata-se que as correntes correspondentes, no resistor de 10 ohms,
sao iguais. Qual é o valor da relagio V,/V,?

Resp.:0,707/-45".




a uma das fontes

4 ohms devida a

s3paradamente no
istor de 10 ohms,
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5 Jb J10
7500 -

“Ol 20 (O

Figura 12-40

12.33 Determinar as componentes da tensdo de né V,, no circuito da Fig. 12-41,
devidas a cada uma das fontes de correntes 1, e I,..

Resp.: 5,82/-5,5"; 9,22{22,9.

12.34 No circuito da Fig. 12-41, a fonte de corrente 1, é mudada para 3,16/191,6°
ampeéres. Com o auxilio do teorema da superposicéo, determinar a tensio de né

‘ v,
1 G, B I
La L o2 o3 -
5/30° 5/90°
5 §5 5
I, —— ——],
Figura 12-41

! 12.35 Determinar a corrente | na impedancia 3 — j4 ohms do circuito da Fig. 12-42.
Aplicar o teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes.

Resp.:2,27[53,2".

5
3 I 3
25/0° 1
T
Figura 12-42
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12.36 Determinar a corrente | na impedancia 2 — j2 ohms do circuito da Fig. 12-43.
Aplicar o teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes.

Resp.: 10,1 [129,1".

2 . 2
s O
Jj4 /‘\ —J2
Figura 12-43

12.37 Calcular a corrente no resistor de 4 ohms do circuito da Fig. 12-44. Aplicar o
teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes. Que variagbes de
corrente resultam nos ramos dos resistores de 5 ohms e de 2 ohms?

Resp.: 2,5 ampéres. Apds a aplicagio do teorema da reciprocidade, as correntes
nos resistores de 5 ohms e 2 chms s&o nulas. Anteriormente, as correntes eram
de 2 e de 5 ampéres, respectivamente.

L d

Figuara 12-44

12.38 Na estrutura da Fig. 12-45, determinar a corrente no resistor de 5 ohms. Aplicar
0 teorema da reciprocidade e comparar as duas correntes.
Resp.: 0,270/53,75".

12.39 Calcular a corrente I no resistor de 50 ohms da Fig. 12-46. Verificar o teorema da
reciprocidade, trocando de posicao a fonte de tenséo e a corrente resultante 1.
Resp.: 1,32 mA.

12.40 Determina
dade e col
Resp.: 35;

12.41 Calcular V
reciprocide
Resp.: 5,0
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o da Fig. 12-43.
es. 10 f 10/0° Jj10
‘ AW Wé\M
1
—
5

12-44. Aplicar o
ue variagdes de
‘hms? J
ade, as correntes
s correntes eram

100

MWW

Figura 12-46

12.40 Determinar a tenséo V, no circuito da Fig. 12.47. Aplicar o teorema da reciproci-
dade e comparar as duas tensdes.

Resp.:35/-12,1°".

] —

20/90° .
10 J5
2 5 ohms. Aplicar —
[
Jo < 2 v
icar o teorema da =
: resultante L Figura 12-47

12.41 Calcular V, no circuito da Fig. 12-48 e, em seguida, verificar o teorema da
reciprocidade.
Resp.: 5,08[21 ‘.
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V. l
| G 3
20/ 45°
3
§10
8
Te—
Figura 12-48

12.42 Determinar a tens@o V, no circuito da Fig. 12-49. Trocar de posigéo a fonte de
corrente e a tenséo V, e verificar o teorema da reciprocidade.

Resp.: 2,53/-162,3".

[—
5/-90° L
§§2 3 V,
(O 210
E=
j5 Jj4
Figura 12-49

12.43 Substituir as impedancias em paralelo 3 + j4 e 3 — j4 do circuito da Fig. 12-50 por
uma fonte de tensé@o de compensagado. Como verificagao, determinar a corrente
no resistor de 5 ohms, antes e depois da substituigao.

Resp.:V =11 ,35& volts; | = 2,73& amperes.

5
3 Es3
25/0(~)]
74 < T4
Figura 12-50

B NIV

12.44 Substituir ¢
compensag
substituicac
Resp.:V, =

12.45 Substituir c:
uma fonte «
fonte de 50
Resp.:11,3.

12.46 Conforme n
resistor de 1
fonte passa
da fonte de
Resp.: Al =
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12.44 Substituir o resistor de 5 ohms da Fig. 12-50 por uma fonte de tensdo de
compensagao e determinar a corrente total da fonte de 25/0°, antes e ap6s a
substituicao.

Resp.:V = 13,65/0° volts; | = 2,73/0° ampéres.

12.45 Substituir cada uma das associagbes em paralelo de resistores da Fig. 12-51 por
uma fonte de tensdo de compensacéo e calcular a corrente total de saida da

fonte de 50 volts.
Resp.:11,35V; 4,55V, 3,41 A.

10

osi¢do a fonte de

[“Al
<
| +
i
[4
(==

Figura 12-51

12.46 Conforme mostra a Fig. 12-52(a), 1 é a corrente na fonte de 20 volts. Quando o
resistor de 10 ohms do lado de cima é trocado para 12 ohms, a corrente naquela
fonte passa a ser I'. Determinar a variacéo de corrente Al = (I’ - ), com o auxilio
da fonte de tensdo de compensagédo, como se vé na Fig. 12-52(b).

da Fig. 12-50 por Resp.: Al =-0,087 A.
sminar a corrente

10 12
——W— Wi — il
20 5 5
AW — —_‘_AT—’WMN—

T
W g

(@) &)

Figura 12-52
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12.47 O resistor de 5 ohms da Fig. 12-53(a) é mudado para 8 ohms. Determinar a 12.50 No circui
variagao de corrente Al que resulta na impedancia 3 + j4. de 15 oh
Resp.: 0,271/159° A. qual a pc

‘ Resp.: (&
5 8 Y,
MWW
3
10/0:(~)f §j5
j4
(@) ®)
Figura 12-53

12.48 A corrente 1 circula na fonte 50/45° do circuito da Fig. 12-54(a). Troca-se o : 12.51 Duas font
resistor de 10 ohms para 5 ohms. Empregar o teorema da compensagéo para ; AB do cir
determinar Ve Al [Fig. 12-54(b)]. forem var
Resp.: 21,45/-166" V; 2,74/-36° A. i da maxim

Resp.: (4,
10 5
. 1.
‘ I i3 T~ J6 t Al i3 -6 T~ —j6
50/45°(~)] v.(0)l
(@) ®)
Figura 12-54

12.49 Determinar o valor de R, que acarreta a maxima transferéncia de poténcia no
circuito da Fig. 12-55. Calcular o valor da poténcia maxima.
Resp.: 11,17 ohms; 309 watts.

j10

100/0° 1 . g R,

L 4

Figura 12-55



ns. Determinar a

AIl3

Jj4

y4(a). Troca-se o
impensagao para

ia de poténcia no

T
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12.50 No circuito da Fig. 12-56, a carga € constituida por uma reatancia capacitiva fixa
de 15 ohms e uma resisténcia varidvel R,. Determinar (&) o valor de R, para o
qual a poténcia transferida € maxima; (b) o valor da poténcia maxima.

Resp.: (a) R, = 11,17 ohms; (b) 236 watts.

10 Jjl10
15
100/0°(~)]
R,
Figura 12-56

12.51 Duas fontes de tensdo atuam sobre a impedancia de carga ligada aos terminais
AB do circuito da Fig. 12-57. Se tanto a reatancia como a resisténcia da carga
forem variaveis, que valor da carga Z, recebera a maxima poténcia? Qual o valor
da maxima poténcia ?

Resp.: (4,23 + j1,15)Q; 5,68 W.

50.0° 1 A ‘G) 95/90°
B
Figura 12-57




Capitulo 13

MAKRON

Books INDUTANCIA MUTUA

Introducao

Os circuitos estudados nos capitulos anteriores eram constituidos por
malhas e nés. Como duas malhas contiguas possuem um ramo comum e dois
nés se ligam por elementos passivos ou ativos, malhas e nés se dizem acoplados
condutivamente. Os métodos mistos solucionam essas estruturas.

Neste capitulo, analisaremos outro tipo de acoplamento — o acopla-
mento magnético. Quando a interagéio entre duas malhas tem lugar através de
um campo magnético, em lugar de fazé-lo pelos elementos comuns, diz-se que
as malhas est&o acopladas indutiva ou magneticamente.

Auto-Indutancia

Quando a corrente varia em um circuito, o fluxo magnético que o
abrange varia e, no cireuito, induz-se uma f.e.m. Admitindo constante a per-
meabilidade, a f.e.m. induzida é proporcional & taxa de variacdo da corrente,
isto é:

di ¢))

=Ly

362

onde a constan
A unidade de a

Numa

onde Nd¢ defin
equagdes (I) e (

onde:

Indutancic

Na Fig
tempo. A corre:
fluxo abrange a
O fluxo restant:
2 é dada pela le
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¢do da corrente,

(D

Induténcia mitua 363

onde a constante de proporcionalidade L se chama auto-indutéincia do circuito.
A unidade de auto-induténcia é o weber/ampére ou henry (H).

Numa bobina de N espiras a f.e.m. induzida é dada por:

_ A do 2
S

onde Nd¢ define o “fluxo de ligacdo” (“flux linkage”) do circuito. Combinando as
equacdes (1) e (2), temos:

LE_yo
onde:

a9
L=N_

Indutancia Mutua

Na Fig. 13-1, consideremos a corrente i,, na bobina 1, variando com ¢
tempo. A corrente varidvel i, estabelece um fluxo magnético ¢,. Parte desse
fluxo abrange apenas a bobina 1 e chama-se fluxo de perdas ¢,, (“leakage flux”).
O fluxo restante ¢,, abrange, também, a bobina 2. A tenséo induzida na bobina
2 é dada pela lei de Faraday:

L 3)

Figura 13-1
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Como ¢,, esta relacionado a corrente i1, Uy € proporcional a taxa de
variacdo da corrente i, ou:

di, @
v, = Md—t

onde a constante de proporcionalidade M se chama indutdncia miitua entre as
duas bobinas. A unidade de indutancia mitua é a mesma unidade de auto-in-
dutancia (o henry).

Combinando as equacées (3) e (4), temos:

d di
pa?) Y |

R T

ddy, (4)
M = N2 d_il

A indutancia mttua de um par de bobinas enroladas no mesmo niicleo
de ferro é dada pela equacdo (5); o fluxo e a corrente nio se relacionam
linearmente. Se, em lugar do ferro, 0 meio for o ar, o fluxo e a corrente estario
relacionados linearmente e a indutdncia mitua sera:

M = N2¢12 (6)

L

O acoplamento mituo é bilateral e resultados andlogos serdo obtidos se
uma corrente varidvel i,, fun¢do do tempo, circular na bobina 2 da Fig. 13-1. Os
fluxos de ligagéo sdo, portanto, 9y, 0y; € Oy, a tensdo induzida na bobina 1 é
v, = M(di,/dt) e as equagdes (5) e (6) tornam-se, respectivamente:

N,d¢,,

Ny,
M= di, @ e M=—=

2

®

2

Coeficiente de Acoplamento, k

Na Fig. 13-1 o “fluxo de liga¢éo” depende do espacamento e orientacio
dos eixos das bobinas e da permeabilidade do meio. A fracdo do fluxo total

que abrange as
temos:

Como ¢

As oper
tancias L, e L,

M2=

Substit
M2 =}

Andlise de

Com a f
sobre as tensoes
como mostra a F

Como, e
malha ie iy 5801
malhas sdo escri-
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@
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()
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. se relacionam
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(6)

serdo obtidos se
da Fig. 13-1. Os
ana bobina 1 é
e:

nto e orientacéo
o do fluxo total
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que abrange as duas bobinas chama-se coeficiente de acoplamento k. Entdo,

temos:

k

o, 9,

Como ¢,, < ¢, e ¢y, < ¢,, 0 maximo valor para & é a unidade.

As operagbes a seguir permitem obter-se M em termos das auto-indu-
tancias L, e L,. Multiplicando as equactes (6) e (8), obtém-se:

M2 = N2.¢12 N1.¢21

51

Iy

N2k¢1 N1k¢2

2 )

"1 iy

Substituindo L, = N,¢,/i, e L, = N,b,/i, em (9), temos:

M? = K’L,L,

e

M = kLI,

Anadlise de Circuitos Acoplados

Nyo; ) [Ny

€)

Com a finalidade de mostrar o sentido dos enrolamentos e seus efeitos
sobre as tensdes de indutdncia mitua, as bobinas sdo apresentadas no ntcleo,

como mostra a Fig. 13-2.

Figura 13-2

Como, em cada circuito, existe uma fonte de tensio, as correntes de
malha i, e i, sdo escolhidas no mesmo sentido das fontes e as equacdes das duas
malhas sfo escritas de conformidade com a lei de Kirchhoff:
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di, _ di

. 2
Rlll + L]. E =+ ME =] Ul
(10)
, di,  di,
Rzlz + L2 E + Mﬁ = UZ

As tensdes de indutancia mitua podem ter qualquer polaridade depen-
dendo do sentido do enrolamento. Os sinais corretos em (10) podem ser deter-
minados por aplicacfo da regra da méo direita a cada bobina: segurando-se a
bobina, de modo que os dedos envolvam as espiras no sentido em que a corrente
as percorre, o polegar direito aponta no sentido do fluxo. Os sentidos de ¢, ede
¢, séo, portanto, os indicados na figura. Se os fluxos ¢, e ¢,, devidos a correntes
de sentidos supostos positivos, se somam, os sinais das tensdes de induténcia
mitua sdo os mesmos das tensées de auto-indutdncia.

Na Fig. 13-2 observa-se que ¢, e de ¢, tém sentidos opostos. Escrevendo
(10), novamente, com os sinais corretos, temos:

‘ di, _ di,

Rlll + LIE - M—E = U1 (11)
' di, _ di

RZ"Z + L2E e —E = U2

Admitindo fontes de tensGes senoidais, o conjunto (I1) torna-se, em
regime estaciondrio:

®, + joL)I, - joML, = V,
(12)
oML, + R, + joL,)L, = V,

Recordando o sistema de duas equacdes simultaneas das correntes de
malha (Capitulo 9), temos:
Zyl, £ ZpL, =V,
13)
tZ,1, + Z,1, =V,
Vimos que Z,, = Z,, eram as impedéncias comuns as duas correntes de matha
I, e I,. As malhas eram acopladas condutivamente, j4 que as correntes circula-
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vam num rame comum. No circuito da Fig. 13-2, temos um sistema semelhante
de equagbes, onde joM corresponde a Z,, e Z,, das equagdes (13). As malhas
néo séo acopladas condutivamente, pois as duas correntes néo percorrem impe-
déncias comuns. Entretanto, as equacdes indicam que existe acoplamento. Em
tais casos, o acoplamento é chamado mutuo ou acoplamento magnético.

Corrente Induzida

Na secdo precedente, apés admitir o sentido das correntes, examina-
mos um circuito com duas malhas acopladas mutuamente, cada uma contendo
uma fonte de tensdo. Algumas vezes, torna-se necessdrio analisarmos a cor-
rente induzida numa malha em que n#o existe fonte de tensdo. O sentido dessa
corrente é determinado por aplicacéio da lei de Lenz.

Figura 13-3

Seja o circuito da Fig. 13-3, onde apenas a malha 1 contém uma fonte
de tensdo. Admitindo para a corrente I, o sentido de acordo com a fonte V )
aplica-se a regra da mio direita para determinar o sentido do fluxo 019. Aleide
Lenz estabelece que a polaridade da tensio induzida é tal que, se o circuito for
completado, circulara pela bobina uma corrente de sentido tal que crie um fluxo
que se oponha ao fluxo principal, estabelecido pela corrente L.

Portanto, quando o interruptor é fechado no circuito da Fig. 13-3, o
sentido do fluxo 95, de conformidade com a lei de Lenz, é o indicado. Aplicando-
se ent&o a regra da méo direita, com o polegar apontando no sentido de 095 05
dedos envolverso a bobina 2 no sentido da corrente induzida. As equacoes das
correntes de malha sio, entdo:
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R, + jaL)I, — joML, = V,
(OF))
—JoMIL, + (R, + jaLy)L, = 0

Como nio existe fonte de tensdio na malha 2, segue-se que a corrente
induzida I, resultou da tensdo na induténcia mitua (B, +joLy)L,, que éigual a
JoMI,. Na Fig. 13-4, representa-se essa tensdo como uma fonte. O sentido da
fonte deve ser o indicado pela seta para que o sentido da corrente L, seja o
positivo. Portanto, a polaridade instantinea da tensdo de induténcia mitua,
na bobina 2, é positiva no terminal em que a corrente induzida sai do enrola-
mento.

R

AWM

joMI, 1

Figura 13-4

Regra do Ponto - Bobinas Acopladas

O processo de determinag¢io da polaridade relativa das tensbes de
indutincia mutua por consideragdes quanto ao niicleo e ao sentido do enrola-
mento néo € pratico. Para simplificar a representacio de circuitos acoplados, as
bobinas sdo marcadas com pontos, como mostra a Fig. 13-5(c). Coloca-se um
ponto nos terminais das bobinas que sejam instantaneamente da mesma pola-
ridade, tendo em vista a indutancia mitua, apenas. Para isso, devemos, portan-
to, saber em que terminal de cada bobina colocar o ponto. Devemos, também,
determinar o sinal atribuido & tensfo de indutincia mitua, ao escrever as
equacdes das correntes de malha.
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Figura 13-5

Para localizar os pontos em um par de bobinas acopladas, escolhe-se
um sentido para a corrente em uma delas e coloca-se um ponto no terminal por
onde a corrente penetra no enrolamento. Esse terminal é instantaneamente
positivo, em relacdo ao outro terminal da bobina. Aplica-se a regra da méao
direita para determinar o fluxo correspondente, como mostra a Fig. 13-5(a). O
fluxo na segunda bobina deve-se opor ao fluxo original, de acordo com a lei de
Lenz. Ver a Fig. 13-5(b).

Com o auxilio da regra da méo direita, determina-se o sentido da
corrente induzida e, como a tensido de indutincia miitua é positiva no terminal
por onde a corrente induzida deixa o enrolamento, deve-se colocar um ponto
nesse terminal, como na Fig. 13-5(b). Uma vez identificada a polaridade das
bobinas por intermédio dos pontos, ndo havera mais necessidade do niicleo no
diagrama. As bobinas podem, entdo, ser ilustradas como indica a Fig. 13-5(c).

Para determinar o sinal da tens&o de indutincia mitua nas equacdes
das correntes de malha, usa-se a regra dos pontos, que estabelece: (1) quando
ambas as correntes entram ou saem de um par de bobinas acopladas pelos
terminais que tém ponto, os sinais dos termos em M sdo iguais aos sinais dos
termos em L; (2) se uma das correntes entra e a outra sai, os sinais dos termos
em M sdo opostos aos dos termos em L.

N e g e

Figura 13-6

SENAI /DR /

NUCLEQ D
TECNG
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A Fig. 13-6 mostra quando os sinais dos termos em M e em L séo
opostos. A Fig. 13-7 ilustra dois casos em que os sinais de M e de L sio iguais.

Figura 13-7

Ainda como ilustracdo das polaridades relativas nos circuitos com
acoplamento miituo, seja o circuito da Fig. 13-8, onde estéo indicados os pontos
e as correntes I, e I,. Como uma corrente entra e a outra sai, pelos terminais
com ponto, o sinal dos termos em M é oposto ao dos termos em L. Sob a forma
matricial, as equacbes das correntes de malha para este circuito séo:
—joM][1, v, (15)

le

joM

Figura 13-8

A Fig. 13-9 apresenta uma estrutura simples a duas malhas com
acoplamento condutivo. Estdo indicados os terminais positivos. Sob a forma
matricial, as equagées das correntes de malha séo:

Z -Z{|I v (16)

11 1 1

-z Z,|l1I 0

22 2
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(L) L)

Figura 13-9

A impedéncia Z, comum a ambas as correntes de malha, apresenta
sinal negativo porque as correntes I, e I, tém sentidos opostos no ramo que
contém Z.

Cobrindo-se as “caixinhas” nas Figs. 13-8 e 13-9, os dois circuitos
diferem, apenas pelos pontos, em um deles, e pela notacéo de sinais, no outro.
Comparando (15) e (16), verifica-se que o sinal negativo atribuido a joM
corresponde ao sinal negativo de Z.

Circuitos Equivalentes Acoplados Condutivamente

Na andlise de circuitos, é possivel substituir-se um eircuito com acopla-
mento mituo por um outro equivalente, acoplado condutivamente. Seja o
circuito da Fig. 13-10(a), com os sentidos das correntes 1, e L, como se repre-
senta. As equactes das correntes de malha sdo, entdo, sob a forma matricial:

R, +joL, —joM|[L] [V, a7

—joM R, + joL,||L| |V,

Sejam os mesmos os sentidos das correntes nas Figs. 13-10(b) e
13-10(a). As correntes I, e I, tém sentidos opostos no ramo comum; a impedan-
cia é, entéo, joM. Nas equacdes (17), Z,, = R, + joL,. Como a corrente de malha
I, passa no ramo comum que contém a impedincia joM, devemos inserir
(~joM) na malha e escrever:
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Z11=R1+ij1—ij+ij=R1+j(oL1
Semelhantemente, na malha 2, temos:
Z22:R2+jcuL2—jn)M+j(oM=R2+j(nL2
Se escrevermos as equagdes das correntes de malha para o circuito da
Fig. 13-10(d), obteremos a equagbes (17). O circuito da Fig. 13- 10(d), acoplado

condutivamente, é, portanto, equivalente ao circuito de acoplamento mituo da
Fig. 13-10(a).

(a)
R, JOL-M) joL M) R

®)

Figura 13-10

Este método de anilise, entretanto, nem sempre conduz a um circuito
equivalente fisicamente realizdvel. Isto é verdade quando M > LiouM > L,

Para substituir a liga¢éo em série das bobinas acopladas mutuamente,
mostradas na Fig. 13-11(a), procede-se da seguinte maneira: aplica-se o método
acima descrito, obtendo-se o circuito equivalente da Fig. 13-11(5) com os pontos;
em seguida substitui-se esse equivalente pelo equivalente condutivo mostrado
na Fig. 13-11(c).
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A ———TOT—
R, JjoL, JjoL, R, Jo(L+L,-2M)
® (c)
Figura 13-11

A anélise do circuito da Fig. 13-11(a) exige que se considere os fluxos,
na determinacéo dos sinais das tensdes de indutincia miitua. No circuito da
Fig. 13-11(b) nédo ha necessidade de se conhecerem os fluxos, mas é necessaria
a regra dos pontos. Com o circuito da Fig. 13-11(c) podem-se escrever as
equacdes pela forma usual, sem que se exija atencdo especial ao fluxo, aos
pontos ou a indutidncia mudtua. Todos os trés circuitos possuem a mesma
impedéncia complexa Z = R, + jo (L, + Ly, — 2M).

Problemas Resolvidos

13.1  Em um par de bobinas acopladas, a corrente continua na bobina 1 é 5 ampéres
e os fluxos correspondentes ¢,, e ¢,, sdo, respectivamente, 20000 e 40000
maxwells.* Sendo N, = 500 e N, = 1500 os totais de espiras, determinar L,, L,,
M e k(1 weber = 10% maxwells).

O fluxo total é ¢, = ¢,, + ¢;, = 60000 maxwells = 6 x 10~ webers. A
auto-indutancia da bobina 1 ¢, entéio, L, = N,¢,/I, = 500 (6 x 1074)/5 =
= 0,06 H.

O coeficiente de acoplamento é &, = ¢,,/¢; = 40000/60000 = 0,667.
Aindutincia miatua M = Nyb, /1, = 1500 (4 x 10%/5=0,12H
Como M = kNL,L,, vem 0,12 = 0,667 V0,06L, e L, = 0,539 H.

* N.R. Aqui a palavra “maxwells” designa uma antiga unidade (do sistema CGS) para fluxos

magnéticos.
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13.2 Duas bobinas, L, = 0,8 He L, = 0,2 H tém um coeficiente de acoplamento k =
=0,9. Determinar a indutancia mutua M e a relagao de espiras N,/N,.
Aindutincia mitua é M = k\lLle = 0,9V0,8(0,2) = 0,36 H.
Tomando M = Ny$,5/i;, fazendo ¢,, = k¢, e multiplicando por N /N i
obtém-se
M = Nt Mot e NN, = kL M = 0,90 6 =
= k]—vl il = kFl 1 e 1/ 9 = 1/ =Y ( :8)/013 = 2
13.3 Duas bobinas cujas respectivas auto-indutancias sio L, = 0,05 He L, = 0,20 H
tém coeficiente de acoplamento k = 0,5. A bobina 2 tem 1000 espiras.
Sendo i, = 5 sen 400t a corrente na bobina 1, determinar a tensao na bobina 2 e
o fluxo maximo estabelecido pela bobina 1.
A induténcia matua é M = B\)LlL2 = 0,5V0,5(0,20) = 0,05 H. A ten-
séo na bobina 2 serd, entdo: v, = M(di,/dt) = 0,05 % (5 sen 400¢) =
=100 cos 400t. Como a tensdio na bobina 2 é também dada por vy =
=N,(d$,,/dt), temos:
100 cos 400t = 1000(d¢,,/dt)
e
by = 1073 J. 100 cos 400t dt = 0,25 x 1072 sen 400z
O fluxo ¢,, maximo é 0,25 x 103 weber, entéo:
_ Pomax) _ 0,25 x 1073 e ks
wao = o5 - 05 = O
13.4 Aplicar a lei de Kirchhoff para as tensées ao circuito da Fig. 13-12 e escrever sua

equacao sob a forma instantanea.

O exame do sentido dos enrolamentos das bobinas mostra que os sinais
dos termos em M séo opostos aos dos termos em L. Observe-se, também,
que em cada bobina aparece uma tensio de indutdncia mitua, devida a
corrente i, na outra bobina.
. di di 1 0.
Ri + L ——M—+—J dt + L
1gt " Ve tcld?

di ..di
ogr Mg =V

ou Ri +
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ouRi+(L1+L2—2M)%+% idt =v

Figura 13-12

13.5 Escrever as equagdes instantaneas do circuito acoplado da Fig. 13-3

Escolhidas as correntes i 1 €y, como mostra o diagrama, aplica-se a regra
da mio direita a cada enrolamento. J4 que os fluxos se somam, os sinais
dos termos em M sdo iguais aos dos termos em L. Assim:

' di, di,

R111+LIE+MEZU
_ di, di,

R212+L2d—t+ME—v

Figura 13-13

13.6 Repetir o Probl. 13.5, sendo a corrente ip a indicada na Fig. 13-14.
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Ao se aplicar a lei de Kirchhoff para as tensoes 4 malha da corrente i,,, sdo
negativas as tensdes de indutdncia mttua. Assim, temos:

. . d .. . di,
R - i) + L, (—ﬁ(z1 — i) + ME =v
.. . di, d,. . d,. . di,
R (iy—1y) + Ryiy + LZE - Ma(z2—zl) + L, 5(12 ~1y) - M-(—i—t—= 0
Figura 13-14

13.7 Duas bobinas ligadas em série tém indutancia equivalente L, se a ligacao for
ativa e indutancia equivalente L se a ligagao for subtrativa (em oposicao).
Determinar a indutancia matua M em termos de L, e L.
Quando a ligacdo é aditiva, a induténcia equivalente é dada por:
L,=L,+L,+2M 1)
Quando é subtrativa, tem-se:
Ly=L+L,~2M @
Subtraindo (1) de (2), temos:

1
L, - Ly =4M eM:Z(LA—LB)

Esta solu¢do indica um processo prdtico para a determinacéo de M:
ligam-se as duas bobinas das duas maneiras possiveis e medem-se as
indutincias equivalentes numa ponte de CA; a indutdncia mitua é um
quarto da diferenca entre as duas induténcias equivalentes.

13.8 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-15, com os pontos colocados nas

bobinas. Achar a tensao na reatancia — j10, empregando o circuito equivalente.
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Figura 13-15

Para localizar os pontos, consideram-se apenas as bobinas e os respecti-
vos sentidos de enrolamento. Admitida a corrente penetrando pelo ter-
minal de cima da bobina da esquerda, coloca-se ai um ponto. O sentido do
fluxo correspondente é de baixo para cima, na parte esquerda do niicleo.
Pela lei de Lenz, o fluxo na bobina da direita deve, também, ser de baixo
para cima. A regra da mdio direita indica, entdo, o sentido da corrente
induzida. Essa corrente sai do enrolamento pelo terminal superior. Deve-
se colocar um ponto nesse terminal, como mostra a Fig. 13-16.

5.j5

O

Figura 13-16

10/90°

Com os sentidos apontados para i, e i,, as equagdes das malhas, na forma

matricial, séo:

5 —-j5 5+3|1L 10
5+j3 10 +j6||L 10 — j10
10 5+ j3
10 —j10 10 + j6
onde I, =

k4

A = 1,015 /113,95°




378 Circuitos Elétricos

A tensdo na reatancia —j10 é, entéo:

V =1,(-10) = 10,15/23,95°

13.9 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-17, com o0s pontos colocados nas
bobinas, e escrever a respectiva equacao.

Figura 13-17

Localizam-se os pontos pelos métodos empregados no Probl. 13.8, obten-
do-se o circuito da Fig. 13-18.

Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as tensdes & malha simples, temos:

1 .
{R+}E+J(x)(L1+L2+L3+2MA—2MB-ZMC)}I=V

JoM,

,j/mM’ oM
. 7 A\% B
i jeaL,

Figura 13-18

13.10 No circuito da Fig. 13-19, dados os pontos na localizagio indicada, determinar a
tens&@o no resistor de 5 ohms. Inverter a polaridade de uma bobina e repetir o
problema.

Para a in
JX, = jk

A corrent

Logo, a te
Vi = L
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resultand

Atensdorx

Vo= 1, (
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Figura 13-19

Para a indutédncia mitua, tem-se:

X, = jeNX, X, = j8V5(10) = j5,66

A corrente de malha L é:

{ 3 +j1 50|
-3 -j166 0 5
L, = = A2 _ g0 g

3+j1 -3 j166] 199/538
-3 - j1,66 8 + j6

Logo, a tenséo no resistor de 5 chms é:

V. = L(5) = 43 /24,8

Trocando-se a polaridade de uma bobina, muda a matriz impedancia,
resultando um outro valor para L,

l 3 +j1 501
-3+j966 0 .
- _ 505 /12,7 3.83 /119.1°

3+j1 -8+ jo66| 182/394°
3 + j9,66 8 + j6

A tensio no resistor de 5 ohms sera:

V., =1L, (5) = 19,15 /-112,1°
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13.11 Determinar a indutancia equivalente da ligagio em paralelo de L, e L,, mostrada
na Fig. 13-20(a).

o 03 H
000 ® /I—\ ®
ID 03 H 0,8 H
000
0,8 H M=0,343 H
(@) ®)
Figura 13-20

Aindutincia miatua é M = k \/LIL2 = 0,7V0,3(0,8) = 0,343 H.

Redesenhado o circuito, como mostra a Fig. 13-20(d), e introduzidas as
correntes de malha, vem:

(z] - [/90.3 0,043
~ [j00,043 w0414
Az “ O 3 . _ . 2
_ A je0,3(00414) — (00,0437
Za=n = Jj@0,414 R

Aimpedancia equivalente das bobinas acopladas é, entdo, 0,296 H.

13.12 A Fig. 13-21 apresenta o circuito da ponte de Heaviside, usada na determinacéao
da indutancia mutua de duas bobinas. Determinar M em fungdo das demais
constantes da ponte, quando a corrente I, do detetor se anula.

Figura 13-21
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II(R4 +

Igualand
RR,= R

13.13 Substituir
AB.

A tensdo
Escolhida

Para dete
corrente d

AB, anula

*  N.T. Substituic
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L; e L,, mostrada O diagrama mostra as correntes I, e I,), escolhidas. Sendo I, = 0, devem
ser iguais as quedas de tensdo em R, e R,, logo:

° i LR, = LR, )

08 H Pela mesma razdo, devem ser iguais as quedas em (B, +jo L) e (Rg +jo L,).

Entretanto, em L, aparece uma tensfo devida a indutincia mitua, e a
corrente na outra bobina do par, L, é a soma I, + L,.

LR, + jaL) + joMI, + L)) = LR + joL,) @

Substituindo I, = (R,/R,)I, em (2), temos:

- LR, + joLjoM) + (R,/R)L,(joM) = (R,/R,)L,(R; + joL,) (€))
Igualando as partes reais e imaginarias de (3), vem:

i R R R,L,-R)L,

- ; e SNk _
RR,=R.R; e jo (L4+M+ RZM)_ Jm}TZLg, donde M = R,+F,

introduzidas as

13.13 Substituir o circuito da Fig. 13-12 pelo Thevenin equivalente visto dos terminais
AB.

A tensio V’ do Thevenin equivalente é a tensdo a circuito aberto em AB.
0. 0.296 H | Escolhidas I, e L,, tem-se para L;:

1 na determinacgéo
ingao das demais
L I =

5+j5 10
—2+j3 0

I 20 — j30

5+j5 —24+j3 10+J67
-2 +j3 6 + j5

= 0,533 /-137,8°

Entéo,
V=V, =L4 = 2,13 /1378

Para determinar Z’ do Thevenin equivalente, estabelece-se a terceira
corrente de malha I, e calcula-se Z, , que é a impedéncia nos terminais
3

AB, anuladas todas as fontes internas.*

* N.T. Substituidas pelas respectivas impedéncias internas.




382 Circuitos Elétricos

5+j5 -2 +j3 0

-2 +j3 6 +j5 -4

A, 0 -4 8

2 =7 prnda3 = A 1
33 5+j5 -2+j3
~2 +J3 6 + j5
, _  Jj466 A
A e Y 67 " 6,74 /8,5° = 6,67
3
MWW
Escolhidas
o Of
l2
| I2 =

2 +
+i
A J
."; ‘ O valor de
NI 1 angulo de
AW ——o ; malha, é d
B : P .
4 i tancia mut
) : mesmo val
Figura 13-22 | impedanci:
' devido & in

ATFig. 13-23 mostra o circuito equivalente de Thevenin.
13.15 No circuito ¢

z A " determinar .

6,67 + 70,996 potencia.
Vv A impedan
mindo-se e
2,13[ -137,8°
Z=5—-j54
]
: Para que a
Figura 13-23 § a induténce
13.14 Mostrar que os pontos sdo desnecessarios no circuito da Fig. 13-24, desde que i 19~ 2k V1<
a segunda malha seja passiva. A ligacdo 11

! da indutan



13-24, desde que
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13.15

ROl

Figura 13-24

Escolhidas as correntes de malha mostradas no diagrama, tem-se

2 +j5 50'

i 0 _50(+ jd)

] T 224 1 ja5

= 3,92 /61,9° + 90°
2 +j5 +j4
+j4 5 + j10

O valor de A, ndo é afetado pelo sinal de M e a corrente L, terd para
angulo de fase 151,9° ou — 28,1°. Como nio existe fonte de tensdo na
malha, é desnecessério o conhecimento da polaridade da tenséo de indu-
tancia mitua. As quedas de tensdo nas impedancias da malha teriam o
mesmo valor absoluto e 4ngulo de fase diferindo de 180°. A poténcia numa
impedéncia nio seria afetada e I, seria a mesma, fosse qual fosse o sinal
devido 4 indutincia miitua.

No circuito da Fig. 13-25, depois de escolher a melhor ligagéo para as bobinas e
determinar k, determinar o valor de R, que resulta na maxima transferéncia de
poténcia.

A impedéncia do circuito & esquerda de AB deve ser um minimo. Expri-
mindo-se essa impedincia, tem-se:

Z=5-j5+j12 +j12 * j2X,, = 5 + j19 + j2k\12(12)

Para que a impedéincia seja um minimo, a reatincia deve ser nula; logo,
a induténcia mitua deve ter sinal negativo. Assim, temos:

19 -2k V12(1) =0 e k = 19/24 = 0,792

A ligacdo indicada na Fig. 13-26 acarreta sinal negativo para as tensoes
da indutincia miitua, conforme se deseja. Logo, a impedancia do circuito,
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a esquerda de AB, é 5 ohms, resisténcia pura, e a poténcia serd maxima
quando R, = Rg =5 ohms.

k
° e A
e—000-—e &—— V000 &6—@
j12 j12
5
R
-5 L§
vl
o=
B
Figura 13-25
—r——
® ®
——ij
Figura 13-26

13.16 No circuito da Fig. 13-25, R, = 10 ohms e V= 50@. Supondo possiveis as duas
ligagoes das bobinas e k varidvel de 0 a 1, determinar a faixa de valores de
poténcia que pode ser fornecida ao resistor de carga.

Com o acoplamento indicado na Fig. 13-26, o sinal da induténcia
mutua € negativo e a impedéncia total do circuito, incluindo a carga, é
Z,=5-j5+j12 + j12 —j24%k + 10. Para k = 1:

Z,=15 - j5 = 158/-1845°, I = v ___sof = 3,16 /18 45°
E— Z; 158/-1845° —

A poténcia no resistor de 10 ohms é P = I’R = (3,16)%(10) = 100 watts. Para
k =0, temos:

Z, =15+ j19 = 242 /51,7°, 1 = 500°/(24,2 /51,7°) = 2,06 /-51,7°

A poténcia no resistor de 10 ohms é P = I’R = (2,06)2 (10) = 42,4 watts.

Mudando
torne posi

| Z,=15

A poténci:

O resisto
entre 12 e

. 13.17 Determinat

acoplamen

Escolhida.
3+ /1

-3 -2

No circuitc
com 0s me
matriz imj
Nno ramo cc
prépria da
impedénci
pede uma
mostra a F



ia sera maxima

yossiveis as duas
xa de valores de

da induténcia
1indo a carga, é

- = 3,16 /18 45°
100 watts. Para

2,06 [-51,7°

= 42,4 watts.
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Mudando a ligacdo das bobinas para que o sinal da indutincia mitua se
torne positivo, acarreta Z, =15 + j19 + jk24. Para k = 1, vem:

‘ Z, =15 + j43 = 45,6 70,8°, T = 50 /0°/(45,6 [70,8) = 1,095 /-70,8°
A poténcia correspondente é P = I?R = (1,095)%(10) = 12 watts.

O resistor de 10 ohms deve, portanto, admitir uma poténcia varidvel
entre 12 e 100 watts.

13.17 Determinar um circuito acoplado condutivamente, equivalente ao circuito de
acoplamento mutuo da Fig. 13-27.

Escolhidas as correntes I, e L, pode-se escrever sob a forma matricial:
3+j1 -3-j21L 50 J0°

-3-j2 8+j6||L 0

50[9;(91 ’ m %5

Figura 13-27

No circuito acoplado condutivamente, escolhem-se as correntes de malha
com os mesmos sentidos que tém no circuito de acoplamento mituo. Da
matriz impedancia, Z,, = — 3 — j2. Como as correntes tém sentido opostos
no ramo comum, a impedancia desse ramo deve ser 3 +j2. A impedéncia
prépria da malha 1 é Z;;, = 3 + j1. H4 necessidade, portanto, de uma
impedéncia —j1 na malha. Da mesma maneira, com Z,, = 8 + j6, a malha
pede uma impedéancia 5 + j4, além dos elementos do ramo comum, como
mostra a Fig. 13-28.

SENAL/ DR/ AW
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J1 J4
- 31—

50@;(91 (13 [] 3+j2m §5

Figura 13-28

13.18 Determinar o circuito acoplado condutivamente equivalente & estrutura de aco-
plamento mdtuo da Fig. 13-29.

Escolhidas as correntes de malha I, e I,, as equagbes, sob a forma 13.19 Duas bot
matricial, ficam: espiras. (
‘ Reduzind

7 + j8 -2 —j12|{L{ |V na bobinz
-2 -j12  6+,19 ||L] |0 Resp.: 37

13.20 O coeficie

No circuito acoplado condutivamente, as correntes circulam em sentidos e N, = 8
opostos, pelo ramo comum. Como Z,, é — 2 — j12, na matriz impedéncia, a bobina 2,
impedancia desse ramo deve ser 2 + j12. Ainda, da matriz impedancia, ‘ Resp.: 0,

Z,,="17+j8eZy, =6 +j19. Logo, as demais impedancias nas malhas 1 e

.Y 4 . 13.21 D b
2 do circuito equivalente devem ser, respectivamente: 3 LD

em série
5 de L,, L,,
AWM Resp.: L,
: 13.22 Duas bob
m 2 @ 4 quatro for
V(")t . /J4\ as dispos
18 j3 indutanci:
Resp.: 15
[
13.23 Duas bot
Figura 13-29 - Determin:
ligadas e1
Z1 =(7T+j8)-(2+j12)=5-jde Z,=(6+j19)-(2+j12) =4 +j7 Resp.: 16
A Fig. 13-30 mostra o circuito equivalente pedido. 13.24 Duas bot
ciente de




estrutura de aco-

s, sob a forma

am em sentidos
iz impedéncia, a
riz impedéncia,
inas malhas 1e

=4 +jT

o
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13.19

13.20

13.21

13.22

13.23

13.24

v 'm []zqm@m[

Figura 13-30

Problemas Propostos

Duas bobinas tém coeficiente de acoplamento k = 0,85 e a bobina 1 tem 250
espiras. Com i, = 2 ampéres na bobina 1, o fluxo total ¢, é 3,0 x 10~* weber.
Reduzindo-se i, linearmente até zero, em dois milissegundos a tensao induzida
na bobina 2 fica igual a 63,75 volts. Determinar L,, L,, Me N,.

Resp.: 37,5 mH; 150 mH; 63,8 mH; 500.

O coeficiente de acoplamento de duas bobinas, respectivamente, com N, = 100
e N, = 800 é 0,85. Com a bobina 1 aberta e uma corrente de 5 ampéres na
bobina 2, o fluxo ¢, & 3,5 x 10~ weber. Determinar L,, L, e M.

Resp.: 0,875; 5,95 mH.

Duas bobinas idénticas tém indutancia equivalente de 0,080 H, quando ligadas
em série aditiva, e de 0,035 H, quando em série subtrativa. Quais sao os valores
de L,, L,, Me k?

Resp.: L, = L, = 28,8 mH; M= 11,25 mH; k= 0,392.

Duas bobinas acopladas com L, = 0,02 H, L, = 0,01 H e k= 0,5 s&o ligadas de
quatro formas diferentes: série aditiva, série subtrativa e em paralelo com ambas
as disposigoes possiveis dos sentidos dos enrolamentos. Quais sdo as quatro
indutancias equivalentes? '

Resp.:15,9; 44,1; 9,47; 3,39 mH.

Duas bobinas idénticas tém L = 0,02 H e coeficiente de acoplamento k = 0,8.
Determinar M e as duas induténcias equivalentes, admitindo que elas estejam
ligadas em série aditiva e em série subtrativa.

Resp.: 16; 72; 8 mH.

Duas bobinas cujas indutancias estio na relagdo de quatro para um tém coefi-
ciente de acoplamento k = 0,6. Ligadas em série aditiva, sua indutancia equiva-
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lente € 44,4 mH. Determinar L, L, e M.
Resp.: 6; 24; 7,2 mH.

13.25 Duas bobinas de indutancias L, =6,8mH e L, = 4,5 mH s&o ligadas em série
aditiva e em série subtrativa. As indutancias equivalentes dessas ligagdes séo,
respectivamente, 19,6 mH e 3 mH. Determinar M e k.

Resp.: 4,15 mH; 0,75.

13.29 Representa
R, e calcular a
= R, Resp.: 4,47,

YiviYy

AMAMA

Figura 13-31

13.26 Arbitrar as correntes de malha no circuito da Fig. 13-31 e escrever suas equa-
¢Oes instantaneas. Representar o circuito equivalente, localizar os pontos,
escrever suas equacdes e comparar os resultados.

13.27 Tragar o circuito com ponto equivalente ao das bobinas da Fig. 13-32 e deter-
minar a reatancia indutiva equivalente.
Resp.: j12.

Jj4

1
m 13.30 Achar o circ
o h 13-35, situa

\ ~ 77 / terminais Al
a Resp.: 0,23¢

J3 [__I Jj5 |_| J6 {% 13.31 Determinar «

) ' minar a imp«
Figura 13-32 Resp.: 2,54

i

13.28 Determinar, situando os pontos, o circuito equivalente as bobinas da Fig. 13-33
€ escrever sua equacao instantanea.



igadas em série
as ligacdes sdo,

ever suas equa-
izar os pontos,

l. 13-32 e deter-

as da Fig. 13-33
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7
_PL
)
Figura 13-33

13.29 Representar o circuito equivalente as bobinas da Fig. 13-34, situando os pontos,

e calcular a corrente |.
Resp.: 4,47[26,7"_

50/0"
Figura 13-34

13.30 Achar o circuito equivalente para as trés bobinas acopladas, mostradas na Fig.
13-35, situando os pontos, e determinar a indutancia equivalente, vista dos
terminais AB. Todos os coeficientes de acoplamento séo de 0,5.

Resp.: 0,239 H.

13.31 Determinar o circuito equivalente ao da Fig. 13-36, situando os pontos, e deter-
minar a impedancia equivalente nos terminais AB.

Resp.: 2,54 + j2,26.
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Figura 13-35

13.32 Ainda no circuito da Fig. 13-36, inverter o enrolamento de uma das bobinas e
determinar a impedancia equivalente.
Resp.: 2,53 + j0,238.

Figura 13-36

13.33 Determinar o valor de k e situar os pontos, no circuito em série da Fig. 13-37, de
modo que o circuito esteja em ressonancia em série.
Resp.: R =0,177.

PN
OO OO
jA 72
3 3
—1
'@ T™
Figura 13-37

B s i

13.34 Determinar
modo que ¢
Resp.: k=1

13.35 Determinar
poténcia de
Resp.: W=

13.36 Ainda no Pi
posicao dos
Resp.: 54,2

13.37 No circuito
Repetir par
Resp.: 1,41

13.38 No probl. 1
V, =100/0°
Resp.: 100,




a das bobinas e

da Fig. 13-37, de
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13.34 Determinar o valor de k e situar os pontos, no circuito em série da Fig. 13-38, de
modo que o circuito esteja em ressonancia em série.

Resp.: k= 0,112.
¢ A
18 o 8 Jj10
Figura 13-38

13.35 Determinar k e situar os pontos, no circuito da Fig. 13-39, de modo que a
poténcia de saida da fonte de 50/0° voits seja 168 watts.
Resp.: W =0,475.

E
A
J5 j8
50/0° t 10
Figura 13-39

13.36 Ainda no Probl. 13.35, determinar a poténcia de saida da fonte, ao inverter-se a
posicao dos pontos. Utilizar o valor de k encontrado no Probl. 13.35.
Resp.: 54,2 watts.

13.37 No circuito da Fig. 13-40, determinar a relagao V,/V, que anula a corrente I,.
Repetir para a hipétese de anular 1,.

Resp.:1,414/-45"; 0,212/32".

Figura 13-40

13.38 No probl. 13.37, que tensido aparece nos terminais da reatancia j8, quando
V,=100/0"el, =0?
Resp.: 100/0° (+ no ponto).
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13.39 Determinar a reatancia indutiva joM do circuito da Fig. 13-41, quando a poténcia
no resistor de 5 ohms é 45,2 watts.
Resp.: j4.

socoe()} s é j10 5

Figura 13-41

13.40 No circuito da Fig. 13-42, determinar as componentes da corrente 1, devidas a
cada uma das fontes V, e V..
Resp.: 0,77[112,6°; 1,72/86°.

Figura 13-42

13.41 Determinar o valor de k, no circuito da Fig. 13-43, sendo de 32 watts a poténcia
no resistor de 10 ohms.
Resp.: 0,791.

Figura 13-43

13.42 Determinar
seja maxim
Resp.:1,4-

13.43 Achar a imyg
Resp.:3 +,

13.44 No circuito
Resp.: 25,2

13.45 Achar a imj
Resp.:1 +_
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Jando a poténcia 13.42 Determinar a impedancia de carga, Z,, no circuito da Fig. 13-44, de modo que
seja maxima a transferéncia de poténcia nos terminais AB.
Resp.: 1,4 — j2,74Q.

Figura 13-44
snte 1, devidas a 13.43 Achar a impedancia de saida do circuito da Fig. 13-45, nos terminais da fonte.
Resp.: 3 + j36,3.

13.44 No circuito da Fig. 13-45, determinar a tens&o na reatancia j5, sendo V = 50/45".
Resp.: 25,2/49,74".

watts a poténcia Figura 13-45
' 13.45 Achar a impedancia equivalente do circuito acoplado da Fig. 13-46.
Resp.: 1+ j1,5.
.
2
[ ] 2
. o J ™~
Jo Jb
~ ®

Figura 13-46
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13.46 Determinar o circuito de Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito da
Fig. 13-47.
Resp.:Z’ =2+ /8,5; V' =5+ /5.

13.47 Determinar o circuito equivalente de Norton nos terminais AB da estrutura da
Fig. 13-47.

Resp.:Z’ =2 + j6,5; I' = 1,04/-27,9".

J5

.jS,\jS. 4

13.51 Acharaim
Resp.: 6,2
10/0° t 10/90°

Figura 13-47

13.48 Determinar o circuito de Thevenin equivalente nos terminais AB do circuito da
Fig. 13-48.
Resp.:Z’ = 8,63/48,75"; V’ = 4,84[-—34,7".

Figura 13-48

13.49 Determinar o circuito equivalente de Norton para a estrutura da Fig. 13-48.

Resp.:Z’ = 8,63/48,75°; I’ = 0,560/-83,4".

13.50 Calcular a impedancia de entrada do circuito da Fig. 13-49,vista dos terminais da
fonte V.

Resp.: 7,06 + j3,22.




3 do circuito da

Ja estrutura da

3 do circuito da

%ig. 13-48.

los terminais da
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Figura 13-49

13.51 Achar a impedancia equivalente da estrutura da Fig. 13-50 nos terminais AB.
Resp.: 6,22 + j4,65.

Ae . AL

~J3

Figura 13-50




’ Capitulo 14

MAKRON

Books SISTEMAS POLIFASICOS

Introducao

Um sistema polifasico é constituido por duas ou mais tensoes iguais,
com diferencas de fase fixas, fornecendo energia as cargas ligadas as linhas. No
sistema bifasico, duas tensdes iguais diferem em fase de 90°; no sistema trifasi-
co, a diferenca de fase entre as tensdes é de 120°. Nos retificadores polifasicos
usam-se, as vezes, sistemas de seis ou mais fases, com o objetivo de obter uma
tensdo retificada com pouca ondulacgo (“ripple”); o sistema trifdsico é, entre-
tanto, o comumente usado para a geragdo e transmisséo de energia elétrica.

Sistema Bifdasico

A rotagdo do par de bobinas perpendiculares da Fig. 14-1(a) num
campo magnético constante acarreta tensoes induzidas cuja diferenca de fase
constante ¢ 90°. Com o mesmo ntimero de espiras nas bobinas, as tensdes
instantineas e dos fasores tém as mesmas amplitudes, como mostram os
respectivos diagramas nas Figs. 14-1(5) e (¢).

O diagrama do fasor tenséo da Fig. 14-1() tem Viy = Vi £0° como
referéncia; como conseqiiéncia Vun = Vieb [90°. Se os terminais A’ e B’ das

396

bobinas forem 1
nas trés linhas-.
Zes maior que a;

+ Vg = Vi £C

N 7

Sistema Tri

E de 1
bobinas igualme
bobina A atinge -
pela C. Essa seq
rotacdo anti-hor
A-B-C-A-B-C ...
14-2(c), onde se -
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bobinas forem ligados, constituindo a linha N, o sistema bifésico fica contido
nas trés linhas A, B, N. A diferenca de potencial entre as linhas A e B é V2 ve-
zes maior que as tensdes de linha para neutro e é obtida pela soma V =

ant
+Vyp =V, 00° +V, , /180 =\2 V, , /135",

7N

“ K
SAV/A
i
N g B
) (c)

Figura 14-1 Sistema bifasico.

Sistema Trifasico

E de 120° a diferenca de fase entre as tensdes induzidas nas trés
bobinas igualmente espa¢adas da Fig. 14-2(a). Na seqiiéncia ABC, a tenséo na
bobina A atinge um maximo em primeiro lugar, seguida pela bobina B e, depois,
pela C. Essa seqiiéncia fica evidente pelo diagrama de fasores, sendo positiva a
rotacdo anti-hordria, onde os fasores passam por um ponto fixo na seqiiéncia
A-B-C-A-B-C ..., e também pelo tracado das tensdes instantdneas da Fig.
14-2(c), onde se verifica que 0s m4ximos ocorrem na mesma ordem.
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(a)

240~
C/ \B
®) (c)

Figura 14-2 Sistema trifdsico com seqiiéncia ABC.

A rotacdo das bobinas em sentido oposto resulta na seqiiéncia CBA,
como mostra na Fig. 14-3.

A

Figura 14-3 Sistema trifasico com seqiiéncia CBA.

A méquina apresentada na Fig. 14-2(a) é teérica; diversas limitacdes
praticas impedem sua utiliza¢do. Realmente, na prética, o campo gira, en-
quanto o enrolamento trifasico é estaciondrio.

A ligacdo dos terminais A’, B’ e C’, como na Fig. 14-4(e), resulta num
alternador ligado em Y (em estrela), ao passo que a ligacdo de A em B’, de B em

C’edeCemA’, c
ou tridngulo).

A

(@)

Na ligag:
séo iguais, enqua
em tridngulo, séc
linha s&o V3 veze

Seja qua
trifasico de tens:
condutor do siste:

Tensoes do £

A escolhs
mina os dngulos «
VBC foi escolhida
todas as tensdes 1

A tensdo
BeCouCeA.l
neutro é 13 ve:
quatro fios, CBA,
de linha para neu



eqiiéncia CBA,

-

srsas limitacdes
:ampo gira, en-

a), resulta num
.em B’, de Bem
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C’ e de C em A’, como na Fig. 14-4(b), resulta num alternador ligado em A (delta
ou tridngulo).

A 2 A
B
B
C’
A C
C
(a) )

Figura 14-4

Na ligacdo em estrela, as correntes na bobina (ou “de fase”) e na linha
sdo iguais, enquanto a tenséo de linha é V3 vezes a tenséo de fase. Na ligagdo
em tridngulo, sfo iguais as tensdes de linha e de fase, porém as correntes de
linha sdo V3 vezes as correntes de fase. Ver Probl. 14.2.

Seja qual for a ligacéo, as trés linhas A, B e C constituem um sistema
trifasico de tensdo. O ponto neutro da ligacdo em estrela fornece o quarto
condutor do sistema trifdsico a quatro condutores.

Tensoes do Sistema Trifasico

A escolha de uma tenséo de referéncia com idngulo de fase nulo deter-
mina os dngulos de fase de todas as demais tensoes do sistema. Neste capitulo,
V- foi escolhida para referéncia. Os tridngulos das Figs. 14-5(a) e (b) mostram
todas as tensoes nas seqiiéncias ABC e CBA.

A tensdo do sistema é a tensido entre quaisquer pares de linhas, A e B,
B e C ou C e A. No sistema a quatro fios, a amplitude da tensdo entre linha e
neutro é 1A3 vezes a tenséo de linha. Por exemplo, num sistema trifdsico a
quatro fios, CBA, de 208 volts, as tensodes de linha sio de 208 volts e as tensoes
de linha para neutro (tensoes de fase) sdo de 208/V3 ou 120 volts. A Fig. 14-5(b)
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determina os 4ngulos de fase das tensdes. Assim, Vg, = 208/0°, V= = 208/240°,

Vi, = 208/120°, V, = 120/-90", V= 12030 e Vg = 120/150°"

A
" = V120"
Vie = V,[0°
Ve = V.[240°
VAN = (VL/‘]_)M
Va = (V,/N3)]-30°
Vew = (V,/N3)]-150°
c B

(a) Seqiéncia ABC

c B

Ve = V,[240°

Ve = VL‘£

Ve = V,[120°

Ve = (V,/¥3)|-90°
Vaw = (V,/N3)[-80°
Vo = (V,/V3)[-150°

A

(a) Seqiiéncia CBA

Figura 14-5

Cargas Trifasicas Equilibradas

Exemplo 1 Um sistema ABC trifasico a trés condutores, 110 volts,
alimenta uma carga em tridngulo, constituida por trés impedancias
iguais de 5/45° ohms. Determinar as correntes de linha I 4> Ip e I e tracar
o diagrama de fasores.

A Fig. 14-6 esquematiza o circuito, aplicadas as tensdes e representados
os sentidos positivos das correntes de linha e de fase. Dai, temos:

V °
1, - A8 HMOA20" o ppe 574 o1a

2 5 /45

v 110 o°
BC
L, =—2¢ = = 22 [-45° = 15,55 — j1555
BC — Z 5 [45°

L. = h
cA~ g
Aplicando -

tem-se:

L =1L, +
Ip =Ip, +
I, =1, +
O diagram:
bradas, de



V5 = 208/240",

res, 110 volts,
s impedéncias
Izel,etracar

representados
temos:
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Vea 110 p40°

I, = =22 /~195° = —21,2 — j5,7
CA VA 5/4_5‘,
1o,
L,— A
Ve L
110] 120° 5(45" 545
5145°
I,/ B | S
Ve Vie
10[240°} |110]0° L
IL—C
Figura 14-6

Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes a cada vértice da carga,
tem-se:

I, = Ly + L. =22/15° - 22/195° = 38,1 /45°
Ip = Xp, + Ipo = —22/75° + 22/45° = 38,1 i5°

I, = I, + Iy = 22/195° — 22 /-45° = 38,1 /165°

O diagrama de fasores da Fig. 14-7 mostra as correntes de linha, equili-
bradas, de 38,1 ampéres com dngulos de fase de 120° entre elas.

Figura 14-7
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Para uma carga equilibrada ligada em triéngulo, a tenséo de linha e a
tensdo de fase sGo iguais e a corrente de linha é 3 vezes a corrente de fase.

Exemplo 2 Um sistema CBA trifisico a quatro condutores, 208 volts,
alimenta uma carga em estrela, constituida por impedancias 20/-30°
ohms. Calcular as correntes de linha e tracar o diagrama de fasores.

AFig. 14-8 mostra o circuito, aplicadas as tensdes de linha para neutro da
Fig. 14-5(b). O diagrama apresenta todas as correntes de linha, veri-
ficando-se que elas retornam pelo condutor neutro. Assim:

Vv 120/90°

1, = = = 6,0 /-60°
AT Z 20 /-30°
v, 120 /30°
BN °
IB :7 =‘L= 6,0[60

20 /-30°

Vey 120 /150°
I = = = 6,0 /180°
¢z 20 /-30°

I A
Vi L || | 20130°
1201-90
I, N 20(-30°
V. [-30°
R,
I, B
Veu
120 [150°
I c

Figura 14-8

Admitindo positiva a corrente do neutro, quando se dirige para a carga,
tem-se:

Iy=—, + Iz +1.)=-(6,0,60° +6,0/60° + 6,0/180°) = 0

O diagran
linha, este
corresponc

Numa ¢
iguais as correni
vezes a tensdo de

Circuito M
Equilibrad

De conf
tulo 12, um con
equivalente a w
onde Zy, = (1/3)Z
estrela para ca
formas.

O circui
quatro condutor
uma tenséo de a
a zero. A corren:
referido ao Angu
estardo avancac
para neutro, do



‘do de linha e a
corrente de fase.

wres, 208 volts,
Ancias 20/-30°
de fasores.

. para neutro da
de linha, veri-

5

€ para a carga,
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Figura 14-9

O diagrama de fasores da Fig. 14-9 mostra as correntes equilibradas de
linha, estando cada uma delas adiantada, em relacdo a tensio simples
correspondente, de um dngulo igual ao 4ngulo da impedéincia respectiva.

Numa carga equilibrada ligada em estrela, as correntes de linha sdo
iguais as correntes de fase. A corrente no neutro é nula e a tensao de linha é V3
vezes a tensdo de fase, ou seja, V; = V3 VF.

Circuito Monofasico Equivalente para Cargas
Equilibradas

De conformidade com as transformagcoes de Y para A, vistas no Capi-
tulo 12, um conjunto de trés impedéncias Z,, numa ligacdo em tridngulo, é
equivalente a um conjunto de trés impedancias iguais Zy, ligadas em estrela,
onde Z,= (1/3)Z,. E possivel, portanto, um célculo mais direto do circuito em
estrela para cargas trifdsicas equilibradas, ligadas de qualquer das duas
formas.

O circuito equivalente de uma linha é uma fase do circuito trifasico a
quatro condutores em estrela da Fig. 14-10, com a diferenca de que se emprega
uma tensio de amplitude igual 4 de linha para neutro e de dngulo de fase igual
a zero. A corrente de linha calculada para esse circuito tem um dngulo de fase
referido ao 4ngulo de fase nula da tensdo. As correntes de linhareais I;; I, e I,
estardo avangadas ou atrasadas, em relacdo as respectivas tensdes de linha
para neutro, do mesmo angulo de fase.
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Figura 14-10 Circuito monofisico equivalente.

Exemplo 3 Calcular as correntes de linha do exemplo 1 pelo método do
equivalente monofisico.

Traga-se o circuito de uma linha e assinala-se um A na carga, para
lembrar de que as impedancias estavam ligadas em tridngulo. A impe-

déncia do equivalente ligado em estrela é: Z,=27,/3= (5/3)/45° e a tensio
de linha é:

Vin=V/V3 = 110V3 = 635
A corrente de linha é, portanto, dada por:

v 63,5 /0
AR (G = 38,1/45°
L2 535

63,50° Y (5/3)]45°

Figura 14-11

Como esta corrente est4 atrasada de 45° em relacdo a tensdo, as correntes
delinhal,, I e I, estdo atrasadas de 45° em relagdo as suas respectivas
tensGes V., Ve Vn- Os angulos dessas tensdes sfo obtidos do trian-
gulo da Fig. 14-5(a). As tensdes entre linha e neutro (tensdes de fase) e as
correspondentes correntes de linha estfo reunidas a seguir:

V,y =63,
Vyn =63,

Ven =63,

Estas corr
correntes «
I, = IL/:
obtidos, es
seguida, d
de 45°. As:

V5 =110
Ve =110

Ve, =110

Carga Dese

A solug:
consiste em se c;
nés da lei de Kir
As correntes de |
ocorre nas carga

Exemplo
tores, tem
Z., = 15/
fasores.

Traca-se ¢
fasores te:
independe




==

. pelo método do

na carga, para
ingulo. A impe-
}/A5° e a tensdo

a0, as correntes
uas respectivas
btidos do triin-
jes de fase) e as
ir:

e __g

}_________.
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Vv = 63,5/90° I, =38,1/00° -45° =38,1/45"
Vg = 63,5/-30° I, =38,1/-30°—45° =38,1/~75

Vey = 63,5/-150°  I,=38,1/-150° — 45° = 38,1/-195°

Estas correntes sdo idénticas as obtidas no exemplo 1. Caso se deseje, as
correntes de fase da carga ligada em tridngulo poderéo ser calculadas por
I, = I, /N3 = 38,1/V3 = 22. Os angulos de fase dessas correntes séo

obtidos, escrevendo-se os dngulos das tensées de linha [Fig. 14-5(a)] e, em
seguida, determinando-se as correntes, de modo que estejam atrasadas
de 45°. Assim, temos:

V,p = 110/120° L,p=22/120" - 45° =22/75"
Ve = 110/0° Ipc=22/0"-45" = 22/-45°

Vo, = 110/240° I, =22/240° — 45° =22/195°

Carga Desequilibrada em Triangulo

A solugdo, quando a carga é desequilibrada e ligada em triangulo,
consiste em se calcularem as correntes de fase e, em seguida, por aplicac¢do aos
noés da lei de Kirchhoff para as correntes, determinar as trés correntes de linha.
As correntes de linha néo serdo iguais e sua defasagem nao sera de 120°, como
ocorre nas cargas equilibradas.

Exemplo 4 Um sistema trifdsico ABC de 240 volts, a trés condu-
tores, tem carga ligada em tridngulo com Z,, = 10/0°, Z;.=10/30° e
f?c 4 = 15/=30". Calcular as trés correntes de linha e tragar o diagrama de
asores.

Traca-se o diagrama do circuito, como na Fig. 14-12, e aplicam-se os
fasores tensdo. Conforme mostra o diagrama, as correntes de fase sio
independentes e dadas por:

Vup 240 120° Vee
I, = = =24/120°, I,, = == = 24 /-30°,
AB  Zyp 10 0° BC 'BC

SENAL/ DR | AR
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V,
CA o
Iy = 5% = 16 270
CA
|
L— A
240 1120°
|
I,—/ B |
240]240°| |240]0°

L—¢C

Figura 14-12
Aplicando aos nés a lei de Kirchhoff para as correntes, temos:
Li=Lp+Lc= 24/120" - 16/270° = 38,7/108,1°
Ly =Tpy + Ipc = —24/120° + 24/-30° = 46,4/ 45°
Io=Xey +Ip = 16/270° —24/-30° = 21,2/190,9°

Notar que os defasamentos nio sdo de 120"

Figura 14-13

Carga Dese
com Quatro

Num sis
quando a carga é
carga permanece
(tensédo de fase). ;

Exemplo :
carga ligad
as corrente

Traca-se o «
escolhendo-
pendentes ¢

v
IA:_ﬂ

ZA
1 - Von
¢ =z,

A corrente 1
positivo o se

IN=—(IA +

ATFig. 14-15
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Carga Desequilibrada, Ligada em Estrela,
com Quatro Condutores

Num sistema a quatro fios, o condutor neutro transporta corrente
quando a carga é desequilibrada, e a tensdo em cada uma das impedancias de
carga permanece fixa e de amplitude igual 4 existente entre linha e neutro
(tensdo de fase). As correntes de linha sdo desiguais e sua defasagem néo é 120°.

Exemplo 5 Um sistema CBA trifdsico a quatro fios, 208 volts, tem
carga ligada em estrela com Z, = 6/0°, Z,= 6/30° e Z.= 5/45°. Determinar
as correntes de linha e no neutro. Tracar o diagrama de fasores.

Traga-se o diagrama do circuito (Fig 14-14), aplicam-se os fasores tenséo,
escolhendo-se as correntes de linha indicadas. As correntes sdo inde-
pendentes e dadas por:

Viv 120 /-90° Ven
I, = = =20/90°, I, = -2¥ — 20 jo°
A ZA 6 {0,, L ‘B Z L

VCN °
o= =% [105

A corrente no neutro é a soma das correntes de linha I, I; e 1. Supondo
positivo o sentido de I, para a carga, temos:

Ly=—(, + Iy + I)) = —(20 /90" + 20 /0° + 24 /105") = 14,1 /-166,9°

A
120]-90° I, lj 6l0°
N N
1201300 7y, 2
B
120 150°
C
Figura 14-14

ATFig. 14-15 mostra o diagrama de fasores.
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Figura 14-15

Carga Desequilibrada, Ligada em Estrela, com Trés
Condutores

Estando apenas as trés linhas A, B e C ligadas a uma carga desequili-
brada em estrela, o ponto comum das trés impedéncias de carga nio estd no
potencial do neutro e é designado por “O”, em vez de “N”. As tensdes nas trés
impedéancias podem diferir consideravelmente do valor entre linha e neutro,
como mostra o tridngulo das tensdes que relaciona todas as tensdes no circuito.
E de particular interesse a diferenca de tensdo entre “O” e “N”, tensdo de
deslocamento do neutro.

Exemplo 6 Um sistema trifdsico CBA, a trés fios, 208 volts, tem carga
Z, = 6/0°, Z, = 6/30° e Z, = 5/45°, ligada em estre!a. Determinar as
correntes de linha e o fasor tensfio em cada impedancia. Tracar o tridn-
gulo das tensdes e determinar a tenséo de deslocamento do neutro, V..

Traga-se o diagrama do circuito e selecionam-se as correntes de malha L,
e L,, como mostra a Fig. 14-16. Escrevem-se as correspondentes equacdes
matriciais de I, e I,,, como se segue: '

{6ﬁ+6@ —6/30° [Il}z[zosm}

-6/30° 6/30° + 5/45°| | L, 208 J0°

Dai, vem:

As corrent

o
Q
[}
e

As tensdes
de linha pe

Vaio =
Vo =

Vco =

O diagram
um tridng




:om Trés
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ga néo esta no
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olts, tem carga
Determinar as
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ses de malha I,
entes equacgdes
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Figura 14-16

Dai, vem: I, = 23,3/261,1° e I, = 26,5/ 63,4".

As correntes de linha I, I; e I, dirigidas como mostra o diagrama, sdo:

I, = I,=233/2611
I = I,-1,=265/~634"-233/261,1° = 15,45/-25°
I, = -L,=26,5/116,6°

As tensbes nas trés impedéncias sdo dadas pelos produtos das correntes
de linha pelas respectivas impedéncias. Logo:

Vo = 1,Z,=233/2611°(6/0°)=139,8/261,1°

Vo = IzZ,=1545/-25" (6/30°) = 92,7/27,5°
Voo = I.Z;=26,5/116,6 (5/45°) = 132,5/161,6°

Figura 14-17

O diagrama de fasores dessas trés tensdes, mostrado na Fig. 14-17, forma
um tridngulo eqiildtero. Na Fig. 14-18, reconstréi-se esse tridngulo,
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acrescentando-se o neutro e aparecendo, assim, a tensdo de deslocamento
do neutro, V. Essa tenséo pode ser calculada utilizando-se qualquer
um dos trés pontos, A, B ou C, e seguindo-se a notacéio convencional de
duplo indice. Utilizando o ponto A, temos:

-139,8/261.1° + 120/-90°

28,1/39,8°

Von=Voa+Vay

I

(@)

A
Figura 14-18

Método do Deslocamento do Neutro, Carga
Desequilibrada em Estrela a Trés Condutores

No exemplo 6, a tensdo V,,; de deslocamento do neutro foi obtida em
funcdo das tensGes na carga. Se determinarmos uma expressio para Von
independente das tensdes na carga, as correntes e tensoes, pedidas no exemplo
6, seréio obtidas mais diretamente, como mostra o exemplo 7.

Para obter a tensdo de deslocamento do neutro, escrevem-se as cor-
rentes de linha em termos das tensdes na carga e das admitancias da carga.

I,= VoY Ip= VeoYps
Ic=VeoYe (D

Em seguida, aplica-se a lei de Kirchhoff para as correntes ao né O (Fig.
14-19), escrevendo:

IA+IB+IC=O @)
VaoYu + VoY + Vi XY =0 3

Do diag
funcdo das suas

Vao=Va

Substituil
(Vuy + V)

onde:

As tens
Fig. 14-5, para:
os inversos das
termos de (6) s
neutro pode ser

Exempl«
exemplo

DaFig. 1

VON -
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es ao no6 O (Fig.

@
6))
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Do diagrama da Fig. 14-18, tiram-se as tensées V), Vp, e V, em
funcéo das suas componentes, isto é:

Vao=Van+Vno  Veo=Ven+V¥no  Veo=Ven+Vao €))

Substituindo as expressoes de (4) em (3), temos:

(Van + Vol ¥s + (Vpy + Vo) Yp + (Voy + Vo) Y = 0 )
Vi Yy + VX + Vo, Y
onde: vV, = N4 BN B v ¢ (6)
o Y, + Y, + Y,

As tensdes V, , Vg e Vi, da equacéo (6) sdo obtidas pelo tridngulo da
Fig. 14-5, para a seqiiéncia dada no problema. As admitéancias Y,, Y, e Y, sdo
os inversos das impedancias de carga Z,, Z, e Z.. Portanto, como todos os
termos de (6) sdo dados ou obtidos facilmente, a tensdo de deslocamento do
neutro pode ser calculada e empregada na determinagéo das correntes de linha.

Figura 14-19

Exemplo 7 Determinar as correntes de linha e as tensdes na carga do
exemplo 6 pelo método do deslocamento do neutro.

Da Fig. 14-20, a equagio da tenséo de deslocamento do neutro é:
S Vv Y, + Vpu Yp + Vo Yoo
ON — Y, + Y, +Y,
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onde:
Y, = 1/(6&) = 0,1667& =0,1667
Y, = 1/(6@’) =0,1667/-30° = 0,1443 — J0,0833

Yo = 145/45) = 0,20/-45" = 0,1414 — j0,1414
Y, +Y5+Y, =0,4524 ;02247

= 0,504/-26,5°
e VanY, = 120/290°(0,1667/0°) = 20/-90° = —j20

VinYp = 120/30°(0,1667/-30°) = 20/0° = 20
VewYe = 120/150°(0,20/-45°) = 24/105° = - 6,2 + j23.2
VanYa + Vpa¥p + Vi Y = 13,8 + /3,2 = 14,1/13,1°
Entao, finalmente: Von = 14,1[13,1"/0,504[—26,5° = 28,0/39,6°

Figura 14-20

As tensdes Vi Vgoe Vo 880 obtidas com o emprego de V,, e da tensdo

apropriada de linha para neutro. Assim:
Viao=Van+ Vyo = 120,90° - 28,0/39,6° = 139,5/261,1°
Vo =Vay+ Vy,=120/30" - 28,0/39,6° = 92,5/27.1°

Vco = VCJ

As corren
correspon

I, = V0¥
Ig= VBOY
I, = VeoY

As corren
resultados

Poténcia n.

Ja que
equilibradas em
da poténcia tota
e a corrente é co
da impedancia. .

e a poténc:
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Vo =Vey + Vo = 120/150° — 28,0/39,6° = 132,5/161.45°

As correntes de linha obtém-se facilmente a partir das tensées e das
! correspondentes admitancias de carga. Assim:

1, = V,,Y, = 139,5/261,1°(0,1667/0°) = 23,2/261,1°
I, = VoY, = 92,5/27,1°(0,1667/-30°) = 15,4/-2,9°

I, = Vg, Y = 132,5/161,45°(0,20/-45") = 26,6/116,45°

As correntes e tensdes acima conferem, com boa aproximacio, com os
resultados do exemplo 6.

Poténcia nas Cargas Trifasicas Equilibradas

j23,2
2 =14,1/13,1° J4 que a corrente é a mesma nas impedancias de fase das cargas
- equilibradas em estrela ou em tridngulo, a poténcia de fase é igual a um tergo

da poténcia total. A tenséo na impedéncia Z, da Fig. 14-21(a) é tensdo de linha
e a corrente é corrente de fase. O dngulo entre a tensdo e a corrente é o angulo
da impedéncia. A poténcia de fase é, entdo, dada por:

Pp=V, I cos ¢ (7)
e a poténcia total é:

, P,=3V, I,cos¢ €3]

78EA\Y

"vo ¢ da tensdo

(a) ®)

Figura 14-21
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Como, nas cargas equilibradas em tridngulo, I; = V31 7 temos:
P, =3 VI cos ¢ 9
Na Fig. 4-21(b), as impedancias estio ligadas em estrela, as correntes

sdo correntes de linha e a tensdo em Z,_ é tensdo de fase. O angulo entre elas é o
angulo da impedancia. A poténcia de f’a’tse é, entdo, dada por:

Pp=V,I, cos ¢ 10)
e a poténcia total é
Pr=3VgI, cos ¢ (11)
Como V, = V3 Vg
P, = V3 V, I, cos ¢ 12)

Como as equacdes (9) e (I12) sio idénticas, a poténcia em qualquer
carga trifdsica equilibrada é dada por \/‘oTVLIL cos §, onde ¢ é o angulo da

mmpedancia de carga ou o 4ngulo da impedéncia equivalente, na hipétese de
serem varias cargas equilibradas, alimentadas pelo mesmo sistema.

Os volts-ampeéres totais N, (poténcia aparente total) e a poténcia
reativa total @, foram relacionadas a P, no Capitulo 7. Assim, para uma carga

trifasica equilibrada, a poténcia ativa, a poténcia aparente e a poténcia reativa
séo dadas por

Pp =3 VI, cos ¢; Ny = V38 V,I;; Q. = V3 V,I, sen ¢ (13)

Wattimetros e Cargas em Estrela a Quatro
Condutores

Um wattimetro é um instrumento com uma bobina de potencial e uma
bobina de corrente, arranjadas de forma que sua deflexdo seja proporcional a VI
cos ¢, onde ¢ é o 4ngulo entre a tensio e a corrente. Uma carga ligada em
estrela, a quatro condutores, exige trés wattimetros com um medidor instalado
em cada linha, como mostra a Fig. 14-22(a).

i+

1+

O diagr:
na fase A e adi
respectivamente

W, =V, n1, cos

O wattn
léem nas fases B

Método dos

A poténe
soma das leitura
do sua bobinas c
As leituras dos r

Wy

* N.T. O indice
correspondentes
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ara uma carga
téncia reativa

Lo (13)

stencial e uma
yporcional a VI
rga ligada em
lidor instalado
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®)

Figura 14-22

O diagrama de fasores da Fig. 14-22(b) admite uma corrente atrasada
na fase A e adiantada nas fases B e C, com angulo de fase ¢4, ¢5 € ¢,
respectivamente. As leituras dos wattimetros sido, entéo:

W,=V,yI,cos L4V, W=V I, cos ABN W,=VyIcos AN a*

O wattimetro W, 1 a poténcia na fase A, e os wattimetros Wy e W,
léem nas fases B e C, respectivamente. A poténcia total é:

Pro=W, + Wy + W, (15)

Método dos Dois Wattimetros

A poténcia total em uma carga trifasica a trés condutores é obtida pela
soma das leituras de dois wattimetros ligados em duas linhas quaisquer, estan-
do sua bobinas de potencial ligadas a terceira linha, como mostra a Fig. 14-23.
As leituras dos medidores séo:

W, =V,p1, cos {23 e W,=V,1, cos <IgB (16)

* N.T. O indice duplo no angulo de fase indica que o mesmo se refere 4 tensfio e & corrente
correspondentes.
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Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes aos nés A e C da carga
em tridngulo, tem-se:

L =L+, e I, = I, + Ip a7 ‘
+
. A
A W
£
B c
+ B )
W,
c .
+
Figura 14-23

Substituindo nas equacées (16) os valores de I 4 © I, dados por (17),
temos:

Wy

AB AB
Vg 1,p cos <IAB + VABIACCOS Y

18
We = Veplocos 4GB + Vg Iop cos A EE

Os termos V, ;1 AB €08 Oy ap € Viplop €0S Opp ,cp S8o facilmente identi-
ficados como as poténcias nas fases AB e CB da carga. Os dois termos restantes
contém V, 1, e VI, 4 que, agora, podem ser escritos como Vilycs jd que V,
e Vp séo tensdes de linha e I ac = Ip,- Para identificar esses dois termos,
construimos o diagrama de fasores da Fig. 14-24, onde admitimos a corrente ] AC
atrasada de ¢, em relacéo a Ve

Figura 14-24

Do diag:

Somand
<Iﬁg = 60° + ¢

Como cc
V1, (cos
ou: Vilso

que é a poténcis
dois wattimetro:
xamos ao leitor,
uma carga ligad

Aplicacao «
Equilibrad

Para m
remos as trés ir
25(a). A Fig. 14-
admitindo-se a ¢




A e Cdacarga

(17)

dados por (17),

(18)

ilmente identi-
rmos restantes
{ o j.é que V,
s dois termos,
sacorrente AC
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Do diagrama, escrevemos:
4B =60 +¢ e IL =60 -9 (19)
Somando, agora, os dois termos que restaram de (18) e substituindo
I48 =60" + ¢ e IEB = 60" — ¢, temos:
Vi Lic cos (60° + ¢) + V; I, cos (60° — ¢) 20)
Como cos (@ * b) =cos a cos b ¥ sen a sen b, escrevemos:
V1, (cos 60° cos ¢ — sen 60° sen ¢ + cos 60° cos ¢ + sen 60° sen ¢)  (21)
ou: V1, cos ¢ 22)

que é a poténcia na fase restante da carga, a fase AC. Verifica-se, assim, que
dois wattimetros indicam a carga total numa carga ligada em triangulo. Dei-
xamos ao leitor, como exercicio, a aplicagdo do método dos dois wattimetros a
uma carga ligada em estrela.

Aplicagao do Método dos Dois Wattimetros a Cargas
Equilibradas

Para mostrar a aplicagio do método a cargas equilibradas, conside-
remos as trés impedéncias iguais, ligadas em estrela, mostradas na Fig. 14-
25(a). A Fig. 14-25(b) apresenta o diagrama de fasores para a seqiiéncia ABC,
admitindo-se a corrente atrasada de um angulo ¢.

zZie 30

Z16 Z[e

(a)

Figura 14-25
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Com os wattimetros na linhas A e C, suas leituras sio:
Wy = Vgl cos 448 ¢ We = Vg I, cos 468 @3
Do diagrama de fasores,
I45=30+¢0 e SPB =30 - @
Substituindo (24) em (23), tem-se:
W, = Vug I, cos (30° + ¢) e W, = Vep I, cos (30° — ¢) (25)

Quando o método dos dois wattimetros & usado numa carga equi-
librada, as leituras dos wattimetros sio Vi I, cos (30° + ) e Vi1 cos (30° - ¢),
onde ¢ € 0 Angulo da impedancia. As duas leituras podem ser empregadas para
a determinacéo do angulo 0.

Como, em geral, ndio conhecemos a ordem relativa na seqiiéncia, temos
(escrevendo a expressdo de W, e usando o co-seno da soma de dois angulos) a
seguinte expressio:

W, = VI (cos 30° cos ¢ ~ sen 30° sen 0)* (26)
Da mesma maneira, para W, temos:
W, = ViI,(cos 30° cos ¢ + sen 30° sen 0)* 27

Assim, a soma W, + W, = V3 VI, cos ¢ e adiferenca W, - W, = VI,
sen ¢, donde:

W, - W, @8)
tg ¢ =3 [m}

Portanto, a tangente do angulo da impedancia Z é V3 vezes a relacédo
entre a diferenga e a soma das leituras dos dois wattimetros. Sem conhecer as
linhas em que os medidores estio localizados, nem a seqiiéncia do sistema, é
impossivel definir-se o sinal de ¢. Entretanto, quando se conhecem a seqiiéncia
e a localizacdo dos medidores, o sinal pode ser determinado por uma das
seguintes expressdes com as designacGes exatas de cada wattimetro:

*  N.R. Por ndo conhecermos as linhas onde se situam os wattimetros, utilizamos as denomi-

nagdes genéricas W,e W,

Seqiiéne
tg ¢ -
Seqiiénc

tg ¢ -

14.1 Mostrar que

14.2

linha e neut

A Fig. 14-2
tridngulo e
e cyjo cent

A tensio er
tal Vi cos 3
segue-se qu

V, = 2V,

Calcular as
em triangulc
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Seqiiéncia ABC:
B @23) W, - W W, - W W, - W 29
, _ A B _ B c _ c A
tg¢“\/3—WA+WB_\§WB+WC_\I§WC+WA
@249 Seqiiéncia CBA:
W, - W W, — w, - W 30)
tg ¢ = \/73— B A - \/g C B = \E))— A [0}
Wy, + W, W, + Wy W, + W,
0" — ¢) (25) :
\a carga equi- Problemas Resolvidos
£ €08 (30" —¢), 14.1 Mostrar que, no sistema trifasico, a tensdo de linha V, V3 vezes a tensao entre
pregadas para linha e neutro, V.
jiéncia, temos
lois 4ngulos) a
(26) v
] A
30° . 30°
@n =V, cos 30~
V3
Vo-W, =V, I,
Figura 14-26
@8 A Fig. 14-26 mostra as tensdes de um sistema trifasico constituindo um

tridngulo eqiiildtero, cujos lados sdo proporcionais as tensées de linha V;,

e cujo centro representa o ponto neutro, N.
ezes a relagdo
m conhecer as
do sistema, é
m a seqiiéncia

L das V, = 2(V,V3/2) = \3V,
Tro:

A tenséo entre linha e neutro (tenséo de fase) tem para projecéo horizon-
tal V. cos 30° ou Vj, \3/2. Como a base é a soma de duas dessas projecdes,
segue-se que:

14.2 Calcular as correntes a plena carga nos enrolamentos de alternadores, ligados
em tridngulo e em estrela em regime de 25 kVA a 480 volts.

.:amos as denomi-
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Na ligacsio em estrela, a corrente é a mesma, na linha e no enrolamento.
Num sistema trifasico equilibrado,

N 25 x 10°
N=\8VI e IL=\/3—VL=\/§—X480=3O,1A

Estando o alternador ligado em tridngulo, com a mesma poténcia apa-
rente, as correntes de linha permanecem em 30,1 A. As correntes nos
enrolamentos sdo I; N3, ou seja, I, = 30,1N3 = 17,35 A.

Um sistema bifasico com tenszo de 150 volts entre linha e neutro alimenta
uma carga equilibrada ligada em triangulo, constituida por impedancias de
10/53,1° ohms. Calcular as correntes de linha e a poténcia total.

A
Vo Vo o
50]90° 212 [135°
B
Vo
150(0°
C
Figura 14-27

No sistema bifésico, as duas tensdes entre linha e neutro* estio de-
fasadas de 90°. Assim, se Vyn é tomada como referéncia, V,y estd a 90°,
como mostra a Fig. 14-27. A tensdo entre linhas * é V2 vezes a tenséo

entre linha e neutro. Assim, Vig= V2 (150) = 212. As correntes de fase
séo:

[ - Vas _ 212/135°
48 Z 0 1031
- Vav 150 /90

= = = 15,0 /36,9°
AN Z T 1031 Jets

=212 /81,9°

N. T. Também no sistema bifisico chamamos fensées de fase as tensdes entre linha e neutro,

e tensdo de linha as tensées entre linhas.

144

e}
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L, = 28 - =2 _ 150/53,1°
BN " Z  10/53,1°

As correntes de linha, por aplicacéo da lei de Kirchhoff aos nés da carga
ligada em tridngulos, sdo determinadas em funcéo das correntes de fase.
Se admitirmos positivo o sentido dessas correntes dirigindo-se para a
carga, temos:

L, =L, + L, =150/369 + 21,2/81,9° = 33,5/634°
L =1, + I, = 150/531° - 21,2/81,9° = 33,6 -79,7°
I, = I, + Ly = -15,0/36,9° — 15,0 /-53,1" = 21,2 /171,86"

A poténcia total é obtida por meio da corrente eficaz nas impedéancias de
carga. Assim, temos:

P,y =L, R = (21,2% = 2700 W

P,y =L\ R = (15,0% = 1350 W

Pyy = Iy R = (15,0% = 1350 W

Poténcia total = 5400 W

Um sistema trifasico, ABC, a trés condutores e 100 volts, alimenta uma carga
equilibrada, ligada em triangulo, constituida por impedancias de 20/45° ohms.
Determinar as correntes de linha e tragar o diagrama de fasores.

Aplicam-se as tensdes de linha da seqiiéncia ABC ao circuito da Fig.
14-28. As correntes de fase sdo:

Vv 100 /120° V,

AB ° BC °

1,,-= = =50/15°, I,,=—" = 50/45,
'AB 7 20 /45° BC Z

5,0 /195°

Vv
CA
Icy = 7
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L, Sendo a ca
L— A
. W, =V,I,
100,20 ' onde ¢ é o
I, = 8,66 ¢
L—B
temos:
100/240°] | 100(0°
W, =100 (
L—C
W, =100 (
Figura 14-28 A poténcia
Para calcular as correntes de linha aplica-se a lei de Kirchhoff a cada né Como veri

da carga. Assim, temos: trifasica e

I, =L, +1,.=50/75 —50/195" = 8,66/45° | P =3V,

_ . o o _ [ o 14.6 Trés imped
Ip =Ip, + Ip. = -5,0/75° + 5,0/45° = 8,66/-75 ; CBA trifasic
To =1, + 1oy = 5,0/195° — 5,0/-45° = 8 66/165° | e
A Fig. 14-29 mostra o diagrama de fasores das correntes de fase e de L
linha.

Nos sister
demos acr
guida, apl
amplitude

Figura 14-29

14.5 Determinar as leituras dos wattimetros, quando se aplica 0 método dos dois VLN = VL'
wattimetros ao circuito do Probl. 14.4.
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14.6

Sendo a carga trifdsica, equilibrada, a trés condutores, as leituras sio:
W, =V;1; cos(30° + ¢) e W, =V, I cos (30° — ¢) I

onde ¢ é o 4ngulo da impedéncia de carga. Do Probl. 14.4, V, =100,
I, = 8,66 e o angulo da impedéncia de carga é 45°. Substituindo em (1),
temos:

W, =100 (8,66) cos (30° + 45°) = 866 cos 75° = 224 W
W, = 100 (8,66) cos (30° — 45°) = 866 cos (-15°) = 836 W
A poténcia total é, entdo, P, = W, + W, = 1060 W.

Como verificacdo, podemos calcular a poténcia total em qualquer carga
trifasica equilibrada por:

P = V3 V,I, cos ¢ = V3 100 (8,66) cos 45" = 1060 W

Trés impedancias iguais de 5/~30° ohms s&o ligadas em estrela a um sistema
CBA trifasico, a trés condutores, 150 volts. Determinar as correntes de linha e
tragar o diagrama de fasores.

I, A
Vo
VBN
I, B
VCN
I C
Figura 14-30

Nos sistemas equilibrados, a trés condutores, ligados em estrela, po-
demos acrescentar o condutor neutro, como mostra Fig. 14-30. Em se-
guida, aplicadas as tensdes entre linha e neutro (tensées de fase), de
amplitudes:

Vin = V./\3 = 150/43 = 86,6
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e seqiiéncia CBA, as correntes de linha sio:
I, = V;N = 865"@00 = 17,32 /-60°, I, = V—‘Z”l’ = 17,32 /60",
I. = X;ﬂ = 17,32 /180°
O diagrama de fasores da Fig. 14-31 mostra o conjunto equilibrado de
correntes de linha, avancado de 30° (4ngulo da impedéncia de carga) em
relacéio as tensdes de fase.
Figura 14-31
14.7 Aplicando-se o método dos dois wattimetros ao circuito do Probl. 14.6, deter-
minar as leituras dos wattimetros.
Sendo a carga trifdsica, equilibrada,
W, =V, I; cos (30° + ¢) = 150 (17,32) cos (30° + 30°) = 1300 W
W, =V, I, cos (30° — ¢) = 150 (17,32) cos (30" —° 30°) = 2600 W
A poténcia total € P, = W, + W, = 3900 W
Pela formula geral para cargas trifdsicas equilibradas, a poténcia total é:
P =3 VI, cos ¢ = V3 (150) (17,32) cos (-30°) = 3900 W
14.8 Trés impedancias iguais de 15/30° ohms s&do ligadas em triangulo a um

sistema trifasico ABC, 200 volts, trés condutores. Determinar as correntes de
linha pelo método do circuito equivalente de uma linha.
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Como a carga é dada em tridngulo, devemos, em primeiro lugar, deter-
minar as impedéancias da carga em estrela equivalente:

2 /60", ‘ Z, = Z,/3 = 15 [30°/3 = 5 /30°
A amplitude da tenséo de fase é:

Vi = V./¥8 = 200/43 = 115,5

:quilibrado de

No circuito equivalente de uma linha da Fig. 14-32, aplicando-se a tensao
1 de carga) em

115,5/0°, a corrente resultante é:

. _Vin 15500
Lz s5p0

i A A
L
115,5|0° 5(30°

23,1 /-30°

Figura 14-32
bi. 14.6, deter- Para determinar as correntes de linha I, I; e I, devemos determinar, em
primeiro lugar, o 4ngulo de fase das tensées correspondentes entre linha
eneutro, na seqiiéncia ABC. Como V ,,, tem 4dngulo de fase de 90°,
1 ' I, = 23,1/90° — 30° = 23,1/60°. Do mesmo modo, determina-se I, = 23,1/-60°
W el,=231/180".

Na ligacio em tridngulo as correntes nas impedancias estéo relacionadas
com as correntes de linha por I; = V3 Iy, donde I, = 23,1/V3 = 13,3.

iténcia total é:

0 W O angulo de V, ; na seqiiéncia ABC é 120°; assim, I, = 13,3/120° — 30° =
=13,3/90". Do mesmo modo, conclui-se que I, = 13,3/-30° eI, = 13,3210".
14.9 Trés impedancias iguais de 10[30' ohms, ligadas em estrela, e trés impe-
dancias iguais de 15& ohms, também ligadas em estrela, sao ligadas a um
mesmo sistema trifasico a trés condutores, 250 volts. Calcular a poténcia total.

ridngulo a um
is correntes de

SEMNAL/ DR/ Ab

‘i NUCLEQ DE INFORMALAC
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I
144 ,5{0° 10{30° 15{0°
Figura 14-33

J4 que ambas as cargas estdo em estrela, suas impedéncias podem ser
representadas, diretamente, no circuito equivalente de uma linha, como
mostra a Fig. 14-33. A tensfo aplicada no circuito equivalente de uma
linha é:

Vin = V./V3 = 250/43 = 1445
A corrente é, entio:
1445 /0° 1445 J0°
L= 0p0 15/
= 14,45 [-30° + 9,62 /0" = 23,2/-18,1°

Na férmula da poténcia, P = V3 VI, cos ¢, 0 angulo da impedéancia de

carga quando ha apenas uma carga é ¢. Com varias cargas no mesmo
sistema, ¢ é o dngulo da impedéncia equivalente. No célculo da corrente
I, foram consideradas ambas as cargas e verificou-se que a corrente
estava atrasada de 18,1° em relagdo & tensfo. Assim, sabemos que a
impedéncia equivalente é indutiva e tem dngulo de 18,1°. Portanto,

P =3 VI, cos ¢ = V3 (250)(23,2) cos 18,1° = 9530 W

14.10 Trés impedancias iguais de 12/30° ohms, ligadas em triangulo, e outras trés,
também iguais, e de 5/45° ohms, ligadas em estrela, sdo alimentadas por um
mesmo sistema trifasico ABC a trés condutores, 208 volts. Calcular as correntes
de linha e a poténcia total.

Como a primeira carga estd em tridngulo, determinamos, primeiro, a
estrela equivalente:

Z,=12,3=12/30"/3 = 4/30°

14.11

Sendo a te
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1411

Sendo a tensdo de linha 208 volts, a tensio de fase é 208/V3 ou 120 volts.

A Fig. 14-34 mostra o circuito equivalente de uma linha. As duas impe-
dancias de carga sdo 4/30° e 5 /45° ohms e podem ser substituidas por uma
tnica equivalente:

i A
1
12010° 4(30° 5|45°
Figura 14-34

7, - ABOGHS) _ o e
= 4[30° + 5[5
A corrente é, entdo:
Vv 120000
Z,, 224[366

Na seqiiéncia ABC, a tensdo V,, tem angulo de fase de 90°; por-
tanto, I, = 53,6/(90° — 36,6°) = 53,6/53,4°. Da mesma forma deter-
minam-se I; = 53,6/-66,6" e I, =53,6/-186,6".

A poténcia total é:
P = V3 VI, cos ¢ = V3 (208)(53,6) cos 36,6° = 15500 W

L

= 53,6 /-36,6°

Um sistema trifdsico CBA a trés condutores, 240 volts, alimenta uma carga em
tridngulo constituida por Z,5 = 25/90°, Zg, = 15/30° e Z,, = 20/0° ohms.
Determinar as correntes de linha e a poténcia total.

Vi 240 p40°

1, = = = 9,6 /150°
AP Ly 25 /008
V o
JR iCYe 2007 _ 160 /30
Zye  15/30°
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Vv, 240 /120°
CA 5
CA ZCA 20 {Oo

No circuito da Fig. 14.35, as tensées de linha da seqiiéncia CBA sio
aplicadas & carga em tridngulo. O diagrama mostra as correntes de fase
escolhidas. Entso:

I
A
Wogs s
240{240° qﬁ_’@/ OQ.
15{30°
B — ¥
240[120°| |240]0" le
C
Figura 14-35

Calculam-se, entdo, as correntes de linha em func¢io das correntes de
fase.

L =Lp+ Lo = 9,6/150° — 12/120° = 6,06/247,7°
Iy =Tp, + Iy = ~9,6/150° + 16/-30° = 25,6/-30°
Io =Xy + Ip = 12/120° — 16/-30° = 27,1/137,2°

Como era de esperar, por ser a carga desequilibrada, as correntes de linha
sdo desiguais.

Calculo da poténcia em cada fase:

Impedancia Z, , = 25/90° = 0 + j25 ohms, Ryp= O el,p=9,6 A Entdo,
P,p= IzAB R,p= (9,6)%0)= 0

Impedéncia Z,, = 15/30° = 13 + j7,5 ohms, Rpe =13 ohms e I, = 16 A.
Entdo, Py, = oy, Ry, = (16)2(13) = 3330 W

Impedancia Zg, = 20/0° = 20 + jO ohms, R, = 20 ohms e I, =12 A,
Entdo, Py, = I, R, = (12)%20) = 2880 W

A poténcia total é a soma das poténcias nas trés fases, ou seja:

14.12

14.13

PT=PAB+

Determinar
wattimetros
B, (b) nas li
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Pp=P,p+Ppo+ Py, =0+ 3330 + 2880 = 6210 W

14.12 Determinar as leituras dos wattimetros, ao se empregar o método dos dois

wattimetros no circuito do Probl. 14.11, estando os medidores (a) nas linhas A e
B, (b) nas linhas A e C.

(a) Com os wattimetros nas linhas A e B,

D W, =V, I, cos S4C (@) Wy = VI, cos 4 BC

Do Probl. 14.11, V. = 240/-60" e I, = 6,06/247,7". Entéo, o 4ngulo ¢ AC/A
é o angulo entre 247,7° e —60°, ou 52,3°. Substituindo em (1):

W, = 240(6,06) cos 52,3° = 890 W

Ainda do Probl. 14.11, V, = 240/0° e I, = 25,6/-30°. Entdo, ¢ = 30°;
substituindo em (2):

Wy = 240(25,6) cos 30" = 5320 W

A poténcia total P,= W, + Wy = 890 + 5320 = 6210 W

(b) Com os wattimetros nas linhas A e C,

@YW, =V, I, cos 448 4 Wg=Vpl, cos 4GB

Do Probl. 14.11, V,, 5 = 240/240°. Como I 4 = 6,06/247.7°, ¢ = 7,7°. Substi-
tuindo em (3):

W, = 240(6,06) cos 7,7 = 1440 W

Também V,, = 240/180° e I, =27,1/137,2°, donde ¢ = 42,8°. Substituindo
em (4):

W, = 240(27,1) cos 42,8° = 4770 W

A poténcia total Pp= W, + W, = 1440 + 4770 = 6210 W.

14.13 Um sistema ABC trifasico a quatro condutores, 208 volts, alimenta uma carga

em estrela, onde Z, = 10/0°, Z; = 15/30° e Z, = 10/~30" ohms. Determinar as
correntes de linha, a corrente do neutro e a poténcia total.
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A

120-30° 1, 2
B
120[-150°
C
Figura 14-36
No circuito da Fig. 14-36, aplicam-se as tenses entre linha e neutro na O circuitc
seqiiéncia ABC e calculam-se as correntes de linha, supondo positivo o Escol.h}da
sentido que se dirige para a carga. matricial
{
I, = V/Z, = (120/90°/(10/0°) = 12/00° {10 &_1 : Z
Iy = Vo/Z, = (120/-30°)/(15/30°) = 8/-60° .
I = Vu/Z = (120/-150°)/(10/-30°) = 12/-120° 52
O condutor neutro contém o fasor soma das correntes de linha. Sendo 1 367,
positivo o sentido que se dirige para a carga, temos:
373(
Ly= —(, + I+ 1) = —(12/90° + 8/-60" + 12/-120°) = 5,69/69.4° L= 67
Acorrente I, = 12/90° amperes circula na impedancia Z, = 10 + jO ohms; Partindo «
énci 8 = 2 = I, = 8/-60°

a poténcia nessa fase da carga é P, = (12)* 10 = 1440 W. " / ens e

ampéres circula em Zg = 15/30° = 13 + j7,5 ohms; a poténcia nessa fase é
Pp= (8)2}3 =832 W. Assim, também, I, = 12/120° circula em Z,=10/-30"= L,=1=1
= 8,66 —j5 ohms e P, = (12)?8,66 = 1247 W.

A poténcia total é: I=1,-1

Pp=P, + Py + Py = 1440 + 832 + 1247 = 3519 W. ! Io=-L,-=

14.14 As impedancias de carga do Probl. 14.13 sio ligadas a um sistema trifasico As tensoe
ABC, a trés condutores e 208 volts. Determinar as correntes de linha e as

tensdes nas impedancias de carga. Vyio=1,2

! Vo =152



ha e neutro na
mdo positivo o

e linha. Sendo

19/69,4°

=10 + jO ohms;
W. I, = 8/-60°

xia nessa fase é
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A
208]120°
B
208(0°
C
Figura 14-37

O circuito da Fig. 14-37 mostra as duas tensdes de linha V, 5 e V.
Escolhidas as correntes de malha I, e L,, como mostra a figura, a forma
matricial das equacdes respectivas fica:

10 /0° + 15 /30° -15 /30° L| _ |208/120°
-15 30° 15 80° + 10/-30° || L 208 [0°

onde:

e 5210 90" _ 14,15 /86,1°
367,5 /3,9°

3730 /56,6°
= L2 - 10,15 52,7
2 367,5/3,9

Partindo de I, e L, e com o sentido positivo dirigindo-se para a carga, as
correntes de linha séo:

I, =1, =14,15/86,1°
I,=1,-1I, =10,15/52,7° —14,15/86,1° = 8,0/~49,5°
I, =-1,=10,15/(52,7° — 180°) = 10,15/~127,3°

As tens6es nas impedéncias de carga séo, entio:
V,0=1,Z, = 14,15/86,1° (1000°) = 141,5/86,1°
Vo = 1375 = 8,0/-49,5° (15/30°) = 120/~19,5°
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Veo =102 = 10,15/~127,3° (10/=30°) = 101,5/-157,3° = 101,5/202,7° Portanto: \
Representadas essas trés tensdes, obtém-se o tridngulo da seqiiéncia As tensotes
ABC, unindo-se as extremidades dos fasores por meio de linhas e retas. A . tensbes co
Fig. 14-38 mostra como se pode acrescentar o ponto N. camento d
Vao=Van
Vgo=Vgn
| Veo=Ven
Para obte:
pelas resp
I =V
Figura 14-38 f I, =Vy,Y
14.15 Repetir a solugdo do Probl. 14.14 empregando o método do deslocamento do IC =VCOY
neutro. ‘
j Os result:
No método do deslocamento do neutro a tenséo V), é calculada pela \ problema
16 la:
ormuia I 14.16 Empreganc
VnYy + V¥ + Vo Yo ' leituras obi
= tridngulo, €
ON Y, + Y, + Y, ; flangu
Para carg
Do Probl. 14.14,Y, =1/10=0,1, Y, = 1/(15/30°) = 0,0577 —j0,033 e Y=
= 1/(10/-30°) = 0,0866 + j0,050. Entao, tg o = ¢
Y, +Y,+Y,.=0244 +,0,0167 = 0,244/3,93°
4+ Yp +Y,=0,244 +j0,0167 = 0, donde ¢ =
e VY, =120/90° (0,1) = 12/90° = j12 _ sequencis
:‘ A poténci

VpnYp = 120/-30° (0,0667/-30°) = 8,0/-60° = 4,0 — j6,93

VoY = 120/-150° (0,1/30°) = 12/-120° = — 6,0 — 10,4 ‘ I =75

VanYa + Vy Yo+ VY, =-2,0 5,33 = 5,69/249,4°



1,5/202,7°

+ da seqiiéncia
nhas e retas. A

eslocamento do

calculada pela

~j0,033 e Y .=
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14.16

Portanto: V), = (5,69/249,4°/(0,244/3,93°) = 23,3/245,5° = 9,66 — j21,2

As tensdes nas impedéncias de carga podem ser expressas em funcéo das
tensbes correspondentes entre linha e neutro e da tensfio de deslo-
camento do neutro. Assim,

V0= Van+ Vo = 120/90° + (9,66 + j21,2) = 141,2/86,08°
Vo = Vpy + Vo = 120/-30° + (9,66 + j21,2) = 120/-18,9°

Vo = Ven + Vo = 120/-150° + (9,66 + j21,2) = 102/202,4°

Para obter as correntes de linha, tomam-se os produtos dessas tensdes
pelas respectivas admitéincias

L, = V,,Y, = 141,2/86,08°(0,1/0°) = 14,12/86,08"
I, = Vo Yy = 120/-18,9°(0,0667/-30°) = 8,0/-48,9°
I, = VoY, = 102/202,4°(0,1/30°) = 10,2/232,4° ou 10,2/-127,6°

Os resultados acima sdo bastante préximos dos resultados obtidos no
problema anterior.

Empregando-se o método dos dois wattimetros em uma carga equilibrada, as
leituras obtidas sdo 1154 e 577 waits. Determinar as impedancias da carga em
tridngulo, supondo de 100 volts a tensio do sistema.

Para cargas trifasicas equilibradas, temos:

tg¢:\!3—W1—W2=+\/3—1154-—577_

=Rl
W, + W, 1154 + 577~ + 0577

donde ¢ = * 30°. (Usamos o duplo sinal, porque, sem que se conhecam a
seqiiéncia e a localizacdo dos medidores, o sinal fica indeterminado.)

A poténcia total P = V3 VI, cos ¢e

. P B 1,731
L~ N3 V, cos ¢ ~ V3 (100) (0,866)

= 11,55 ampeéres
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14.18 Uma unidad

v ; e um motor
11,55(30° : alimentados
57,710° z, | minar a amg
Figura 14-39
A Fig. 14-39 mostra o circuito equivalente de uma linha, onde estd
aplicada a tensdo 100/¥3 /0° = 57,7 J0°. A impedancia da carga em es-
trela é:
Z, = ¥ = M = 5,0 4 30°
11,55 A30° i Sendo 1 H
e : entrada dc
Z, = 3Z, = 15 430° QLR
14.17 Aplicando-se o método dos dois wattimetros a um sistema trifasico a trés condu- : P=1\3 Vl
tores, 100 volts, seqiiéncia ABC, tem-se Wy = 836 watts e W, = 224 waits, 4662 = ¢
estando os medidores nas linhas B e C. Determinar as impedancias da carga em ‘
triangulo. " No circuit:
Sendo dadas a seqiiéncia e a localizagio dos medidores, fica definido o em relagéi
sinal de ¢. Assim, temos: : é, entdo I;
W - We 836 — 224 . i Para a ca
o=V 3 . =B gge rapa - LU0 =45 tuindo: 15
Como A corrente
_ _ p _ 1060 B de aqueci
P =3 Vil cos 0,1, = 5 V, cos ¢ V3 (100)0,707) ~ ¢
I, =1525
A tensdo no circuito equivalente de uma linha vem, pois, a ser 57,7/0° e a
impedéncia da estrela Z, = V/I = (57,7/0°)/(8,66/—45") = 6,67/45°. A _—
impedéncia pedida do tridngulo é Z, = 3Z,, = 20/45°. *  N.T.NoBrasi
P P S 4 63.233 de 12/9
volvida quandc

i do, valendo 73!




tha, onde est4
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Vo = 224 watts,
ias da carga em

fica definido o
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ser 57,7/0° e a
= 6,67/45°. A
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14.18 Uma unidade trifisica de aquecimento de 1500 watts, fator de poténcia unitario
e um motor de inducdo de 5 HP*, rendimento 80% e fator de poténcia 0,85, sdo
alimentados pelo mesmo sistema trifasico a trés condutores, 208 volts. Deter-
minar a amplitude da corrente de linha para regime normal do motor de indugao.

—-
Corrente de linhal ‘
120(0°

Carga Carga
aquecedora de motor

Figura 14-40

! Sendo 1 HP = 746 watts*, a saida do motor é 746 x 5 = 3730 watts. A
' entrada do motor é, entdo, 3730/0,80 = 4662 watts.
! O motor é uma carga trifasica equilibrada. Entéo, temos:

( P =13 V.1, cos ¢; donde:
4662 = V3(2081,) (0,85); I, = 15,25 ampéres

No circuito equivalente de uma linha o fasor corrente est4 atrasado de ¢
em relacdo a tensio; ¢ = arc cos 0,85 = 31,7°. A corrente de linha do motor

é, entdo I, = 15,25/-31,7".
i Para a carga de aquecimento, P = V3 VI, cos ¢, onde ¢ = 0°. Substi-
tuindo: 1500 =\/§(208)IL I, =416 e I, = 4,16 /0".

A corrente total de linha é o fasor soma das correntes do motor e da carga
de aquecimento:

I, = 15,25/-31,7" + 4,16/0° = 18,9/-25,1°

* N.T. No Brasil, segundo o Quadro Geral das Unidades de Medida aprovado pelo Decreto n®
63.233 de 12/9/1968, a unidade de poténcia é o cavalo-vapor (cv), que é a poténcia desen-
volvida quando se produz um trabalho igual a 75 quilogramas-for¢a-metros em cada segun-
; do, valendo 735,5 W, arredondados para 736 W.
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A corrente em cada linha ser4, entdo, 18,9 ampeéres, em regime normal do
motor.

14.19 Trés impedancias iguais de 30[30‘ ohms sao ligadas em tridngulo a um sistema
trifasico a trés condutores, 208 volts, por condutores cujas impedancias sdo
0.8 + j0,6. Determinar a amplitude da tenséo de linha na carga.

e v, |
0,8 + 0,6

Figura 14-41

A Fig. 14-41 mostra o circuito com a impedéncia equivalente em estrela

iguala 1/3Z, ou 10/30° ohms. A impedéancia da linha estd em série com a
carga e, portanto:

Z,=2., +Z__ = 08+j0,6+8,66+j50 = 9,46+)5,6 = 11,0 /30,6°

carga
- Z 120 /o

Entao, temos: I, = —— = 10,9 /30,6
L Z, 110 [306°

Atensdo na carga é Vy, = ILanrga =10,9/-30,6°(10/30°) = 109/-0,6".
A tenséo de linha pedida é:
V, = V3 (109) = 189

Assim, a tensfo de 208 volts do sistema caiu para 189 volts na carga,
devido a impedéancia das linhas.

A Fig. 14-42 mostra o diagrama de fasores com a queda na linha
V=12, =(10,9/306)%(0,8+j0,6) =10,9/6,3" e Vie=Vap+ Vpe

14.20 Determinar
paralelo cor

llﬁ
— (

No circuitc
carga 10/3

I
= (8,6t

Assim, Z,

Zp

Z.eq = Zyy

A corrente

v
I = - :
L Z,

e a tensao

Ve =1.Z,




zime normal do

ilo a um sistema
npedancias sao

mte em estrela

em série com a

i = 11,0 /30,6°

109/~0,6°.

volts na carga,

1eda na linha

G:VAB+VB(;.
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0,6° e LR
G \ IL(]X) 2

A
L 30’6 B 'ILZlinha

L

Figura 14-42

14.20 Determinar a tens&o de linha, na carga do Probl. 14.19, depois de se ligar em
paralelo com essa carga um conjunto de capacitores de reatancia —j20.

Vi —
A I 08 + ;0,6 l B A A
5 I

1

No circuito equivalente de uma linha da Fig. 14-43, a reatancia —j20 e a

I
Q

=G =

Figura 14-43

carga 10/30° estéio em paralelo e, portanto:

g _ _10/30° (20)
P = (8,66 + j5) — j20

= 11,55 Jo°
Assim, Z;, estd em série com as impedancias de linha, de modo que:
Z_eq = Zypa + Zp = (0,8 + jO,6) + (11,55 0°) = 12,35 [2,78°

A corrente de linha é:

L =5 = ——— =973/278

Z, 1235[278

e a tensfo na carga é:

Vi =12, =(9,73/-2,78") (11,55/0°) = 112/-2,78"
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14.21

14.22

14.23

14.24

14.25

14.26

14.27

A tensdo de linha correspondente é V; = V3 (112) = 194 volts.

Conforme foi mostrado no Capitulo 7, o fator de poténcia fica melhorado
quando se acrescentam capacitores em paralelo com a carga. Isso acar-
reta uma reducéo na queda de tensdo na linha. Assim, neste problema a
tensdo de 208 volts do sistema caiu para 194 volts e ndo para 189 volts,
como no Probl. 14.19.

Problemas Propostos

Trés impedancias iguais de 10/53,1° ohms s#o ligadas em tridngulo a um
sistema CBA trifasico, a trés condutores, 240 volts. Calcular as correntes de
linha.

Resp.: 41,6/-143,1°; 41,6/-23,1" e 41,6/96,9".

Trés impedancias de 15,9/70° ohms sao ligadas em triangulo a um sistema CBA
trifasico, a trés condutores, 100 volts. Determinar as correntes de linha e a
poténcia total.

Resp.: 10,9/-160"; 10,9/-40°; 10,9/80°; 646 watts.

Trés impedancias de 42/ 35" ohms séo ligadas em tridngulo a um sistema ABC
trifasico, a trés condutores, 350 volis. Determinar as correntes de linha e a
poténcia total.

Resp.: 14,4/125°; 14,4/5°; 14,4/-115"; 7130 watts.

Uma carga equilibrada em estrela com impedancia de 6/45° ohms é ligada a um
sistema CBA ftrifasico, a quatro condutores, 208 volts. Determinar as correntes
de linha, incluindo o neutro.

Resp.: 20/-135"; 20/-15°; 20/105°; 0.

Uma carga equilibrada em estrela com impedancias de 65/-20° ohms é ligada a
um sistema CBA trifasico a trés condutores, 480 volts. Determinar as correntes
de linha e a poténcia total.

Resp.: 4,26/-70"; 4,26/50°; 4,26/170°; 3320 watts.

Um motor de indugdo de 50 HP com rendimento de 85%, a plena carga, e fator
de poténcia de 0,80 é ligado a um sistema trifasico de 480 volis. Determinar as
impedancias da estrela equivalente que pode substitui-lo.

Resp.: 4,2/36,9".

Um motor de indugao trifasico de 25 HP, com rendimento de 82%, a plena carga,
e fator de poténcia de 0,75 é ligado a um sistema de 208 volts. Determinar as
impedancias do triangulo equivalente que pode substitui-lo e achar as leituras

obtidas pelt
Resp.: 4,28

14.28 Trés impec
5/45" ohm:
condutores
total.
Resp.: 119,

14.29 Uma carga
carga equil
um sistems
delinhae:
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14.28

14.29

14.30

14.31

14.32

14.33

14.34

obtidas pelo método dos dois wattimetros.
Resp.: 4,28/41,4"; 5,58 kW; 17,15 kW.

Trés impedancias iguais de 9/-30° ohms em tridngulo e trés impedancias de
5@ ohms, em estrela, sdo ligadas ao mesmo sistema ABC trifasico, a trés
condutores, 480 volts. Determinar a amplitude da corrente de linha e a poténcia
total.

Resp.:119,2 A; 99 kW.

Uma carga equilibrada em triangulo com impedancias de 27& ohms e uma
carga equilibrada em estrela, com impedancias de 10@ ohms, séo ligadas a
um sistema ABC trifasico, a trés condutores, 208 volts. Determinar as correntes
de linha e a poténcia em cada carga.

Resp.: 25,3/117,4°; 25,3/-2,6"; 25,3/~122,6"; 4340 W e 3740W.

Um sistema trifasico a 100 volts alimenta uma carga equilibrada em tridnguio
com impedancias de 10/-36,9° ohms e uma carga equilibrada em estrela, com
impedancias de 5/53,1° ohms. Determinar a poténcia em cada carga e a ampli-
tude da corrente de linha total.

Resp.: 2400 W; 1200 W; 20,8 A.

Duas cargas equilibradas em tridngulo, com impedancias de 20/-60" e 18/45"
ohms, respectivamente, sdo ligadas a um sistema trifasico de 150 volts. Calcular
a poténcia em cada carga.

Resp.: 1690 W; 2650 W.

Um sistema CBA trifasico, a trés condutores, 173,2 volts, alimenta trés cargas
equilibradas, constituidas como se segue: trés impedancias de 10/0° ohms,
ligadas em estrela, trés impedancias de 24/90° ohms, ligadas em triangulo, e
trés impedancias iguais desconhecidas, ligadas em tridngulo. Determinar o valor
da impedancia desconhecida, sabendo que a corrente na linha A, positiva
quando se dirige para a carga, é igual a 32,7/~138,1° ampéres.

Resp.: 18/45".

As leituras dos wattimetros colocados nas linhas A e B de um sistema CBA de
120 volts s&o, respectivamente, 1500 e 500 watts. Determinar as impedéancias
da carga equilibrada ligada em triangulo.

Resp.: 16,3/-41".

As leituras dos wattimetros colocados nas linhas A e B de um sistema ABC de
173,2 volts séo, respectivamente, —301 e + 1327 watts. Determinar as impedan-
cias da carga equilibrada, ligada em estrela.

Resp.: 10/~70".
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14.35

14.36

14.37

14.38

14.39

14.40

14.41

14.42

14.43

Determinar as leituras de dois wattimetros usados num sistema trifasico de 240
volts sendo de 20/80° ohms a carga equilibrada, ligada em triangulo.
Resp.: ~1710 watts; 3210 watts.

Em um sistema CBA, trifasico, de 173,2 volts, que alimenta uma carga equilibra-
da, os wattimetros estéo ligados as linhas Be C. Sendo| A= 32,7/-41,9° amperes
a corrente de linha, determinar as leituras dos wattimetros.

Resp.: 1170 watts; 5370 watts.

Um sistema CBA de 100 volts alimenta uma carga equilibrada e possui wattime-
tros ligados as linhas A e B. Determinar as leituras dos mesmos, sabendo que a
corrente na linha B é Iz = 10,9/~40° ampéres.

Resp.: ~189 watts; 835 watts.

Uma carga em tridngulo, com Z 5 = 10/30°, Z,. = 25/0° e Z, = 20/-30" ohms,
esté ligada a um sistema trifasico ABC, a trés condutores, 500 volts. Calcular as
correntes de linha e a poténcia total.

Resp.:75[90° A; 53,9 /-68,2° A; 32/231,3" A; 42,4 kW.

Um sistema ABC trifésico, a trés condutores, 208 volts, alimenta uma carga
ligada em triangulo, onde Z,; = 5/0°, Zy; = 4/30° e Z, = 6/—15° ohms.
Determinar as correntes de linha e as leituras dos wattimetros nas linhas A e C.
Resp.: 70,5/99,65" A; 90,5/-43,3° A; 54,6/187,9° A; 13,7 kW e 11,25 kW.

Uma carga em estrela, comZ, = 3 + j0, Zp=2+/3eZ;=2-ji ohms, esta ligada
a um sistema CBA trifasico, de 100 volts, a quatro condutores. Determinar as
correntes de linha e no neutro, supondo positivo o sentido que se dirige para a
carga.

Resp.:19,25/-90" A; 16/~26,3" A; 25,8/176,6° Ae 27,3/63,3" A.

Uma carga em estrela, com Z, = 12/45°, Z; = 10/30° e Z = 8/0° ohms, esta
ligada a um sistema de 208 volts, a quatro condutores. Calcular a poténcia total.
Resp.: 3898 waits.

Em um sistema ABC trifasico de 220 volts a trés condutores, as correntes de
linha sao 1, = 43,5/116,6°, 15 = 43,3/~48" e I, = 11,39/218° ampéres. Determinar
as leituras de pares de wattimetros colocados nas linhas (a) A e B, (b) Be C, (¢
AeC.

Resp.: (a) 5270 W, 6370 W; (b) 9310 W, 2330 W; (¢) 9550 W, 1980 W.

As correntes de linha em um sistema ABC trifasico a trés condutores e 440 volts
s80 1, = 19,72/90°, I = 57,3/-9,9° e I, = 57,3/-189,9° ampéres. Determinar as
leituras de pares de wattimetros colocados nas linhas (a) A e B, (b) Be C.
Resp.: (a) 7,52 kW, 24,8 kW; (b) 16,15 kW, 16,15 kW.

14.44 O diagrame
tensdes de
Sendo 10 a
carga, supo
Resp.: 20/9

14.45 O circuito d:
da carga lic
ABC e o sis
Resp.: 284

14.46 Um alterna
amperes p
alternador -
0,65, quant

! Resp.: 26,€

14.47 No diagran
tém ampliti
poténcia to
Resp.: 1,47
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14.44 O diagrama de fasores da Fig. 14-44 apresenta as correntes de linha e as
tensOes de fase de um sistema ABC trifasico, a trés condutores, 346 volts.
Sendo 10 ampéres a amplitude da corrente de linha, calcular a impedancia da
carga, suposta em estreia.

Resp.: 20/90° ohms.

Figura 14-44

14.45 O circuito da Fig. 14-45 indica uma impedancia infinita (circuito aberto) na fase B
da carga ligada em estrela. Determinar o fasor tensdo V5, sendo a seqiiéncia
ABC e o sistema de 208 volts.

Resp.: 284/150°.

A
1 100
) 0 100
B——eB
C
Figura 14-45

14.46 Um alternador trifasico de 440 volts, ligado em estrela, tem um limite de 35
amperes por bobina. (a) Qual é o regime da maquina em kVA? (b) Se o
alternador fornece corrente de linha de 20 ampéres com fator de poténcia de
0,65, quantos kVA por fase fornece a maquina?

Resp.: 26,6 kVA; 5,08 kVA.

14.47 No diagrama de fasores da Fig. 14-46, as correntes de linha sdo equilibradas e
tém amplitude de 10 ampéres e a tensdo de linha é 120 volts. Determinar a
poténcia total correspondente e os volis-ampéres totais.

Resp.: 1,47 kW; 208 kVA.
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14.48

14.49

14.50

14.51

14.52

14.53

Figura 14-46

Uma carga em estrela, com Z, = 10/0°, Z; = 10/60° e Z, = 10/=60° ohms, est4
ligada a um sistema ABC ftrifasico a trés condutores e 200 volts. Determinar as
tensdes V,,, Vg € Vo Nas impedancias da carga.

Resp.: 173/90°, 100/0°, 100/180° voits.

Uma carga em estrela, com Z, = 10/-60°, Z, = 10/0" e Z, = 10/60° ohms, esta
ligada a um sistema CBA trifasico, a trés condutores e 208 volts. Calcular as
tensdes nas impedancias da carga.
Resp.: 208/-120°; 0,208/180° volts.

Um sistema ABC trifasico, de 480 volts, alimenta uma carga em estrela, com

Z,=10p°,2;,=5 [30°eZ.= 5/30° ohms. Determinar as leituras de wattimetros
nas linhas Ae B.

Resp.: 8,92 kW; 29,6 kW.

Um sistema CBA trifasico, de 100 volts, alimenta uma carga em estrela em que

Z,=3+)0,2Z3=2+3e Z;=2-j1 ohms. Determinar as tensées nas
impedancias da carga.

Resp.: 31,6/-67,9°; 84,3/42,7°; 68,6/123,8" volts.

Trés impedancias idénticas de 15/60°-ohms estdo ligadas em estrela a um
sistema trifasico de 240 volts, a trés condutores. As impedancias das linhas
entre a fonte e a carga sdo de 2 + j1 ohms. Determinar a amplitude da tensao de
linha na carga.

Resp.: 213 volts.

Repetir o Probl. 14.52 para impedancias idénticas de 15/~60° ohms, ligadas em
estrelas, e comparar os resultados, tragando os diagramas dos fasores tensio.
Resp.: 235 volts.

MAKRON ]
Books i

Introducaa

Nos cir
gime estaciondx
uma expressio :
tempo, isto é, v
como mostram :

Certas
15-1(c) € um exe
um intervalo. A
<t < Tepor f@
descrevam sati
da resposta do ¢
como a soma de
de estruturas li
aplicacéo do tec
resolver esse tij




-60° ohms, esta
s. Determinar as

)[60“ ohms, esta
olts. Calcular as

em estrela, com
1s de wattimetros

n estrela em que
as tensdes nas

'm estrela a um
ncias das linhas
ide da tensao de

hms, ligadas em
fasores tensao.

Capitulo 15

N ANALISE DE FORMAS
Boks  DE ONDAS PELO METODO
DE FOURIER

Introducdo

Nos circuitos examinados até aqui, consideramos a resposta, em re-
gime estaciondrio, a excitacdes constantes ou de forma senoidal. Nesses casos,
uma expressio simples descrevia as funcdes excitadoras para qualquer valor do
tempo, isto é, v = copstante paraCCev =V _ sen wt para CA para qualquer ¢,
como mostram as Figs. 15-1(a) e (b).

Certas formas de ondas periddicas, das quais a dente-de-serra da Fig.
15-1(c) é um exemplo, s6 podem ser descritas por uma fungéo simples dentro de
um intervalo. Assim, a dente-de-serra é expressa por f(¢) = (V/T)¢ no intervalo 0
<t<Tepor f(t) = (V/ITYt — T) no intervalo T < t < 2T. Embora tais expressdes
descrevam satisfatoriamente a forma de onda, ndo permitem a determinacéo
da resposta do circuito. Entretanto, se uma fun¢io periédica puder ser expressa
como a soma de um nimero finito ou infinito de fungdes senoidais, as respostas
de estruturas lineares a excitagées ndo-senoidais poderado ser determinadas por
aplicacdo do teorema da superposi¢gdo. O método de Fourier fornece o meio de se
resolver esse tipo de problema.
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Figura 15-1

Série Trigonométrica de Fourier

Toda forma de onda periédica, isto é, para a qual f(¢) = f(¢ + 1), pode ser
expressa por uma série de Fourier, desde que:

(1) sendo descontinua, haia um niimero finito de descontinuidades, no
periodo 7

(2) tenha um valor médio finito, no periodo T
(3) tenha um niimero finito de maximos positivos e negativos.

Satisfeitas essas condi¢des, chamadas condigoes de Dirichlet, existe a
série de Fourier, que pode ser escrita, na forma trigonométrica:

f@ = %ao + a, cos of + a, cos 20t + ay cos 3wt + ...

3

+ b, sen ot + b, sen 20t + by sen 3wt + ... 1)

Os coefi
forma de onda,
cientes co-senoi
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Os coeficientes de Fourier, a@’s e b’s, sdo determinados, para uma dada
forma de onda, pelo cdlculo de integrais. Obtém-se a integral para os coefi-
cientes co-senoidais multiplicando ambos os membros de (I) por cos not e

! integrando para todo o periodo. O periodo da fundamental, 2n/m, é o periodo da
série, ja que a freqiiéncia de cada termo da série é um miltiplo da fundamental.

21/ ®
J. f(@®) cos nwt dt =

T/ 21/ ®
5 @ cos not dt+j a, cos @t cos net dt + ...
0 0

2
/ 21/ ® 2n/®
_— + j a, cos? not dt + ... + _[ b, sen ot cos not dt
0
27/ ®
+ I b2 sen 2wt cos nwt dt +. .. 2
0
As integrais definidas do segundo membro de (2) sdo todas nulas, com
2/
excecio de + J e a, cos’? not dt que tem para valor —gan. Entdo:
0
o 21/ ® 9 T
a, = — J f@®) cos not dt = — J' F(&) cos nwt dt 3)
T Y9 T
¢+ T), pode ser

Multiplicando (I) por sen not e integrando como acima, obtém-se a
integral dos coeficientes senoidais. Assim:

tinuidades, no
® 21/ ®

T
2
b = = . f(@®) sen not dt = T j.() f(@®) sen nwt dt )

n

Outra forma dessas integrais com a varidvel of e o periodo corres-
pondente de 2x radianos é:

tivos.

chlet, existe a

1 27
a, = f(@) cos nwt d(wt) 5)
L
+ .
1 1|
+ ... I b, = = Jz f(t) sen not d(wt) (6)
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Os limites de integracdo devem incluir um periodo completo, mas nio
precisam ser 0 a T ou de 0 a 2r. A integragéo pode ser feita entre —T/2 e T'/2, —n
e + 7, ou qualquer outro periodo completo que simplifique a operacéo. A cons-
tante o é obtida de (3) ou (5), para n = 0; entretanto, como % @, € o valor médio
da funcéo, pode-se determina-la, muitas vezes, por simples inspecéo da forma
de onda. A série com os coeficientes obtidos pelas integrais descritas converge
uniformemente para a funcio em todos os pontos continuos e converge para o
valor médio nos pontos de descontinuidade.

Exemplo 1 Determinar a série de Fourier para a forma de onda mos-
trada na Fig. 15-2.

21 47

Figura 15-2

A forma de onda é continua para 0 < o < 2r e dada por f(¢) = (10/2n)wt,
com descontinuidades em wt = n2x, onden =0, 1, 2, . . . As condicdes de
Dirichlet sdo satisfeitas e os coeficientes de Fourier sio calculados por
intermédio de (5) e (6). O valor médio da funcdo é 5, por inspeciio, e

portanto, . a, = 5. Pela equacéo (5), entdo:

21 2n
oyl Ly ot cos nwt d(wt) = L0 Toe sen not + = cos nwt
noomdy 2R 2% n n? A
= m(cos n2n — cos 0) = 0 para qualquer valor inteiro de n.

n°n

A série ndo contém termos co-senoidais. Empregando a equacdo (6),

obtemos
21 T
bn=l J. 10 ot sen nwt d(ot) = 102 —mftcos nwt+i2sen not U
® Yy |2n on n n : nn

Empregan
série fica

f(t)=5-—1—1?sc

Os tern
combinados em
Resultam, assin

ondeC = Va2

n
é a amplitude d

Série Expo

Se cad
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@
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Empregando esses coeficientes dos termos senoidais e o termo médio, a

série fica
f(t):5—Esen(mf—Esen2c\)t—l—osen3cot—...=5—E sen nwt
n 2n 3r s n

n=1

Os termos senoidais e co-senoidais da mesma freqiiéncia podem ser
combinados em um dnico termo senoidal ou co-senoidal com um dngulo de fase.
Resultam, assim, duas alternativas para a forma da série trigonométrica:

f@® = -;—ao + 2 C, cos (nwt — 6,) 7

f@® = %ao + Z C, sen (not + ¢,) 8

onde C, = Va2 + b2, 6 = arctg (b,/a)ed, =arctg(a,lb,).Em(7)e(8)C,
¢ a amplitude do harménico e os dngulos de fase do harménico sdo 6, ou ¢,,.

Série Exponencial de Fourier

Se cada um dos termos em seno e co-seno da série trigonométrica for
expresso na sua forma exponencial, obtém-se uma série de termos exponenciais:

_ @ eimt + e——jmt ejZn)t + e—jth
f@) = D) + ay 5 + a, B +

ejmt _ e—-jcot ej2mt _ e—jth
EE) )
Reagrupando, temos:

f@&=...+ (%2 - %)e‘ﬂ‘”t + (% = Z}Je—jﬁ’t
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G, 0 e, (%2, 02 e
+a0+[2+2j]e’ + 2+2Je1 + . 10)
Definiremos, agora, uma nova constante complexa A, tal que:

1 ) .
Ay=2ay A =da - p) A, - La, + b an

e reescreveremos (10) como:
f@ = { o AT p A T A+ AR+ A } (12)

Para obter as integrais dos coeficientes A, , multiplicam-se ambos os
membros de (12) por e7** e integra-se no intervalo de um periodo completo:

21 ] 27 ] ]
f@) e d(@t) = ... + | A, eI dp)
0 0
27 ) ) 27 )
+ A | 7% eI d(6of) + A e d(wt) +
0 0

2% 13)

74
. A e d(wt) + ... + f) A, & eIl d(ot) + ..

Todas as integrais definidas do segundo membro sio nulas, exceto
21 21

. 1 ;
—— —~Jnwt
o A, d(ot), que tem o valor 2rA,,. Assim, A, 2n J, f@)e d(ot) ou, com

T
t como varidvel: A = + I f@) et gt (14)
n T 0

Do mesmo modo que no célculo das integrais de a, eb,, os limites de
integragéo em (14) devem abranger um periodo completo que seJa conveniente,
néo necessariamente 0 a 2rou0a 7.

Os coeficientes da série trigonométrica sdo obtidos a partir dos coefi-

cientes da série exponencial, somando-se e subtraindo-se as expressoes de A, e
A_, em (I1). Assim, temos:

A+ A, =@, - jb, +a,+b)

onde:

ou

Exemplc
onda mo:
exponenc
exemplo |

No inter~
inspecio,
(14), obteé

1
A, = on
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f@ =

O coefici
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e o coefic

b, = JjA
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| que:
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onde: a, =A + A (15)
A = l(a —-Jjb - Jjb)

€ An T en T 9 \Wn Jo, —a, Joy,

ou b, = JA, - A) (16)

Exemplo 2 Determinar a série exponencial de Fourier para a forma de
onda mostrada na Fig. 15-3. Empregando os coeficientes dessa série
exponencial, obter a, e b, para a série trigonométrica e comparar com o
exemplo 1.

No intervalo 0 < ot < 2x, a funcio é definida por f(¢) = (10/2r)wt. Por
inspecio, verifica-se que o valor médio da funcéo é 5. Substituindo f() em
(14), obtém-se os coeficientes An:

2n

21 2
1 10 ; 10 | eVmet . 10
o == == ~jnot - - _ -
n = om J, (21:]“’” Ao = o [(—jn)2( Ik DL I 9mn

10

2r 4

Figura 15-3

Introduzindo os coeficientes A, em (12), a forma exponencial da série de
Fourier para a onda dada fica:

10 e ;10

. .10
— 3=, _ ;= ot
fi©) = ... J4ne Jzne +5+

T on

.10

joot 10 ot 17)
e +J4ne’ +...

O coeficiente do termos co-seno da série trigonométrica é:

1010 _
n = omm T on(-n)

a, = A, + A

e o coeficiente do termo em seno é:

. (. 10 . 10 10
b, =JjA, - A = J(J omn ~/ 21t(—n)) T T mn
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Assim, a série trigonométrica nio tem os termos em €o-seno, pois a, = 0
para qualquer valor de n e os coeficientes dos termos em seno sdo
~10/(rn). O valor médio é 5 e a série é dada por:

10 10 10 .
J® =5 - . e ot — o Sen 20t 35 Sen 30f — ...

igual & do exemplo 1.

Simetria das Formas de Onda

A série obtida no exemplo 1, além do termo constante, continha apenas
termos em seno. Outras formas de onda conterio apenas termos em co-seno e,
as vezes, existem apenas harmonicos impares. Isso resulta de certos tipos de
simetria associados & forma de onda. O conhecimento dessa simetria acarreta
simplifica¢do nos cdlculos para a determinagédo da série. As defini¢cdes que se
seguem sdo importantes para esse fim:

1. Uma fungdo f(x) diz-se par se f(x) = f(—x)

A fungio f(x) = 2 +x® + x* 6 um exemplo de fungdo par, pois sdo iguais
os seus valores para x e —x. O co-seno é uma fungéo par, pois pode ser expresso
em série sob a forma:

LA

cosx=1—2‘!+z—-é—!+8!—

A soma de duas ou mais funcdes pares é uma funcéio par e a adicsio de
uma constante mantém a natureza par da funcio.

Na Fig. 15-4, as formas de onda representam fungbes pares. Sfo simé-
tricas em relagéo ao eixo vertical.

2. Uma funcdo f(x) diz-se impar se f(x) = — f(~x).

A funcdo f(x) =x + x° + 2° é um exemplo de funcéo impar, pois séo de
sinais opostos seus valores para x e —x. O seno é uma fungéo fmpar, pois pode
ser expresso em série sob a forma:

A soma ¢
adicdo de uma co
néo mais serd ig

a par.

As form:
, fmpares.

A
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mo, pois a, =0 A soma de duas ou mais fun¢es impares é uma funcéio impar, porém a

5 em seno sio adicfio de uma constante elimina a natureza impar da funcéo, uma vez que f(x)
néo mais serd igual a —f(—x). O produto de duas func¢des impares é uma fungéo
par.

S em co-seno e,

ntinha apenas /\/\/\ /\ /\
o

certos tipos de . 0 *
netria acarreta (c) (d)
fini¢cdes que se

Figura 15-4

As formas de onda apresentadas na Fig. 15-5 representam funcdes
pois sdo iguais impares.
de ser expresso

NN A

ir e a adicdo de

ares. Sd0 simé- Vv\
: \
!

»ar, pois sdo de !

npar, pois pode 1 () d

Figura 15-5
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3. Uma funcgdo periédica f(x) diz-se possuindo simetria de meia onda se
J(x)=—f(x + T/2), onde T é o periodo. Na Fig. 15-6, sdo vistas duas formas
de ondas possuindo simetria de meia onda.

N

\01 ~Jr D 0 T *
(a

) (®)

Figura 15-6

Quando o tipo de simetria de uma onda é determinado, chega-se as
seguintes conclusdes: se a forma de onda é par, todos os termos da série
correspondente sdo co-senoidais além de, possivelmente, uma constante, caso a
forma de onda possua um valor médio. Portanto, nfo h4 necessidade de cal-
cularem-se as integrais para os coeficientes b,, pois néo podem existir termos
em seno. Se é impar, a série contém, apenas, termos em seno. A onda pode ser
impar somente depois de eliminado o termo constante, caso em que sua re-
presentacdo conterd apenas essa constante e uma série de termos senoidais,
Caso a onda possua simetria de meia-onda, existem apenas harménicos fm-
pares. Salvo na hipétese em que a funcdo seja também impar ou par, a série
contera termos em seno e em co-seno; em qualquer caso, a, e b, sdonulos para
n=2,4,6...em toda forma de onda que possua simetria de meia onda.

Determinadas formas de ondas podem ser pares ou impares, depen-
dendo da localizacio do eixo vertical. A onda quadrada da Fig. 15-7(a) satisfaz
a condicdo de fungéo par, isto é, f(x) = f(—x). Um deslocamento do eixo vertical
para a posi¢do indicada na Fig. 15-7(b) resulta numa func¢do impar, onde
J(x) = —=f(—x). Se o eixo vertical estiver situado em qualquer outro ponto que néo
os indicados na Fig. 15-7, a onda quadrada ndo serd nem par nem impar. Sua
série conterd termos em seno e em co-seno. Assim, na andlise de fungdes
periddicas, desde que a forma da onda o permita, o eixo vertical deve ser
convenientemente escolhido, de modo a acarretar uma fun¢do par ou uma
funcéo impar.

O desloc
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termos em seno.

Como o
co-seno é real
empregadas par
de onda par sé
coeficientes de s
mesmo modo, u
senoidais, tem ¢

Espectro de

Chama-
tudes dos harm
ondas cujas séri



: meia onda se
as duas formas

lo, chega-se as
rmos da série
nstante, caso a
ssidade de cal-
existir termos
.onda pode ser
m que sua re-
mos senoidais.
armonicos im-
ou par, a série
sdo nulos para
ia onda.

1pares, depen-
5-T(a) satisfaz
lo eixo vertical
0 impar, onde
ponto que ndo
3m impar. Sua
se de funcgbes
tical deve ser
) par ou uma

Andlise de formas de ondas pelo método de Fourier 453

(a) (®)

Figura 15-7

O deslocamento do eixo horizontal pode simplificar a representaciio da
fungdo em série. Como exemplo, a forma de onda da Fig. 15-8(a) s6 satisfaz os
requisitos de uma func¢do impar, depois de removido seu valor médio, como
mostra a Fig. 15-8(b). Assim, sua série contera um termo constante e todos os
termos em seno.

Ll bt

(a) ®)

Figura 15-8

Como o equivalente exponencial do seno é um imaginario puro e o do
co-seno € real puro, as consideragdes de simetria feitas acima poderfio ser
empregadas para verificar os coeficientes da série exponencial. Em uma forma
de onda par s6 contendo termos em co-seno na sua série trigonométrica, os
coeficientes de sua exponencial de Fourier devem ser niimeros reais puros. Do
mesmo modo, uma fungfo fmpar, cuja série trigonométrica conste de termos
senoidais, tem coeficientes imagindrios puros na sua série exponencial.

Espectro de Linha

Chama-se espectro de linha a uma representacdo grafica das ampli-
tudes dos harménicos da onda. As linhas diminuem mais depressa para as
ondas cujas séries convergem rapidamente. As ondas que possuem desconti-
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nuidades, como a dente-de-serra e a onda quadrada, possuem espectro com
amplitudes que decrescem lentamente, ja que suas séries possuem os harmé-
nicos muito altos. Seus harménicos de décima ordem possuirdio, as vezes,
amplitudes com valor significativo, comparadas com o fundamental. Por outro
lado, as séries das formas de onda sem descontinuidades e de conformacéo
suave convergem rapidamente para a fun¢fio e apenas alguns termos sio
suficientes para reproduzir a onda. Essa convergéncia rdpida fica evidente pelo
espectro de linha, pois as amplitudes dos harménicos decrescem rapidamente,
de modo que, depois do 5° ou do 6°, deixam de ter importancia.

O contetido harménico e o espectro de linha sdo parte integrante da
prépria natureza da onda e nfo se modificam com o método de andlise. O
deslocamento do eixo zero d4 um espectro completamente diferente & série
trigonométrica, variando grandemente, também, os coeficientes da série expo-
nencial, mas os mesmos harménicos sempre aparecem na série e sua amplitude,
dadapor C, = Va2 + b2, permanece constante.

A Fig. 15-9 mostra a onda dente-de-serra do exemplo 1 e seu espectro.
Como s6 havia termos em seno na série, as amplitudes C, dos harménicos séo
iguaisab,.

0 illll
1 2 3 4 5 6

Vezes o fundamental

i

Figura 15-9

A série exponencial da onda dente-de-serra possui termos com freqiién-
cias + nw e — no [ver equacéo (17)] e o espectro é o apresentado na Fig. 15-10. A
amplitude de um determinado harménico é a soma das duas amplitudes, uma
em + no e outra em —n®. No espectro da Fig. 15-10, em n = -2 e n = +2,
encontram-se linhas de amplitude 10/4n. Somando-as obtém-se 10/2r para a
amplitude total desse harménico, o que concorda com o espectro da Fig. 15-9.
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.||I| |l||.
5-43-2-101234F5

n

Figura 15-10

Sintese da Forma de Onda

Sintese é a reunifo dos componentes, de modo a reconstituir o todo. Na
andlise de Fourier, ela é a recombinacio dos termos da série trigonométrica,
geralmente os primeiros quatro ou cinco, de modo a reproduzir a onda original.
As vezes, somente depois de sintetizar uma onda fica o estudante convencido de
que a série de Fourier exprime, de fato, a onda periédica para a qual foi obtida.

A série trigonométrica para a onda dente-de-serra do exemplo 1, com
amplitude méaxima igual a 10, é:

10 10 10
J@ =5 - L sen ot — on €0 20t — 3, Sen 3ot — ...

Figura 15-11

Na Fig. 15-11, esses quatro termos estéo representados e somados e,
apesar de o resultado ndo ser uma onda dente-de-serra perfeita, constata-se
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que, com a incluséo de mais termos, a representacéo tenderd para aquela onda.
Como essa onda possui descontinuidades, sua série nio converge rapidamente
e, conseqiientemente, a sintese, empregando apenas quatro termos, néo conduz
a um resultado muito bom. O termo seguinte, de freqiiéncia 40, tem amplitude
10/4x, que, certamente, ainda é significativa, comparada com a amplitude 10/
do harménico fundamental. Como, na sintese da forma de onda, cada termo é
adicionado, reduzem-se as irregularidades da resultante e melhora a aproxi-
macéo a onda original. Isso era o que queriamos expressar quando diziamos que

a série converge para a fun¢do em todos os pontos e para o valor médio nos
pontos de descontinuidades.

Na Fig. 15-11, é claro que o valor 5 permanece nos pontos 0 e 2=, j4 que
todos o0s termos em seno sfo nulos nesses pontos. Esses sfo pontos de desconti-
nuidade; o valor da fungéo é 10 quando deles nos aproximamos pela esquerda e
0 quando pela direita, com o valor médio 5.

Valor Eficaz e Poténcia

Uma onda de corrente periédica e ndo-senoidal passando por um resis-
tor, produz uma poténcia determinada pelo valor eficaz ou rms da onda. No
Capitulo 2, viu-se que o valor eficaz de uma funcdo tal como

f(t):%a0+a1cosmt+a2costh+...+b1senmt+b2sen2mt+. ..

era:

2
1 1 1 1 1
Fmsz\/(EaOJ +§a§+§a§+...+§b§+§b§+... (18)

Exprimindo a amplitude do harménico porc, = VaZ + b2 e chamando
¢y ao valor médio, temos, da equacéo (18):

1 1, 1
Fmsz\/cg+§c%+-2—cz+§c§+.”

Supond
corrente result:
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1

P= T4,
O exal
mostra que eles
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Todos os outros
é, entdo, dada -
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freqiiéncia no
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Supondo um circuito linear com uma tensdo periédica aplicada, a
corrente resultante terd o mesmo conteiido harménico da tensdo, porém com
diferentes amplitudes relativas desses harménicos, ja que as impedéancias va-
riam com no. E possivel que alguns harménicos ndo aparecam na corrente, pois
a ressonincia paralela acarreta impedéncia infinita. Em geral, pode-se escre-
ver:

v = V0+z V. sen(nwt + ¢,) e i = IO+ZIn sen (not + vy,) (19)
com os correspondentes valores eficazes:

Vms=\/Vg+%V%+%V§+...eImsz\j;O+%I%+%I§+... 20)

A poténcia média P decorre da integracdo da poténcia instantinea,
obtida pelo produto de v e i, logo:

p=vi= [VO + 3 V_sen (not + ¢n)] [Io+z I sen (not + ‘l’n)] @n

Como v e i tém periodos de T' segundos, seu produto deve conter em T
um nimero inteiro de periodos. (Lembrar que, para uma onda senoidal simples
de tensdo, o produto i tem um periodo igual & metade daquele da onda de
tensdo.) A poténcia média é:

1 T
P= T o [VO + 2 V, sen (nwt + ¢n):| [IO + 2 I sen (nwt + \yn)] dt 22)

O exame dos termos possiveis no produto das duas séries infinitas
mostra que eles sdo dos seguintes tipos: o produto de duas constantes, o produto
de uma constante por uma funcéo senoidal, o produto de duas fungdes senoidais
de freqiiéncias diferentes e o quadrado de fungbes senoidais. Apés a integracio,
o produto das duas constantes permanece V[, e as fungdes senoidais ao
quadrado, aplicados os limites de integracéo, aparecem como (VI /2) cos (¢, — ,).
Todos os outros produtos, integrados no periodo 7', sdo nulos. A poténcia média
é, entdo, dada por:

P = Vily + SV, 05 6, + VI, cos 0, + 2V,l, cos 0 + ... (23)

onde 6, = (¢, — v,) é o dngulo da impedancia equivalente da estrutura na
freqiiéncia no rad/s e V, e I, séo os valores maximos das respectivas fung¢des
senoidais. Nos circuitos de CA de uma s6 freqiiéncia viu-se que a poténcia
média é P = VI cos 0, a qual estd incluida em (23), pois V é um valor eficaz
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WV = Vmax/\/g el = Imax/\!g)’ de modo que P =12 V__ I cos 0. Nos

max max
circuitos de CC a poténcia é VI, incluida em (23) como V,I,. A equagdo (23) §,
portanto, perfeitamente geral, incluindo circuitos de CC, circuitos de CA de
uma s6 freqiiéncia e ondas periddicas ndo-senoidais. Observa-se também de
(23) que tensdo e corrente de freqiiéncias diferentes ndo contribuem para a
poténcia média. Com relacéio a4 poténcia, portanto, cada harménico atua inde-
-pendentemente.

Aplicacéoes na Andlise de Circuitos

Sugeriu-se acima que, aplicados os termos da série de uma tenséo a
uma estrutura linear, obtém-se os termos harménicos correspondentes da série
da corrente. Este resultado é obtido por superposi¢do. Portanto, cada termo da
série de Fourier que representa a tensdo é considerado como uma fonte isolada,
como indica a Fig. 15-12. Em seguida, cada impedéncia equivalente da estru-
tura, na freqiiéncia do respectivo harménico, n®, é empregada para o célculo da
corrente nesse harménico. A soma dessas respostas individuais é a resposta
total i sob a forma de série, devida a tensio aplicada.

a2
° a, cos wt

e a, cos 2wt

(~) a, cos 3wt Circuito
v passivo
° b, sen wt bilateral

° b, sen 2wt
e b, sen 3wt

Figura 15-12

Exemplo 8 Um circuito RL série, em que R = 5 ohms e L = 0,02 H, tem
uma tenséo aplicada v = 100 + 50 sen ot + 25 sen 3w¢, onde ® = 500 rad/s.
Achar a corrente e a poténcia média.

Calcula-se
seguida, cz

Emm:O,

I,=VyR=

Em o = 5(
v

Imax

i ==
1
1Z, |

Em3o=:

s = 1z,
= 0,823 ¢
A soma ds
i =20+
Seu valor

I =

rms

que acart

P=P

rms

Como vel
téncia co:
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Para o =
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=0,02 H, tem
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Calcula-se a impedéncia equivalente do circuito em cada freqiiéncia. Em
seguida, calculam-se as respectivas correntes.

5Q

0,02 H

Figura 15-13
Em 0 =0, Z = 5 e, portanto:
1,=Vy/R =100/5=20
Em o =500 rad/s, Z, = 5 +j(0,02) (500) = 5 + j10 e, entéo:

V]_max
17z,

sen (o —9,) = 1—?% sen (ot —63,4°)=4,48 sen (ot — 63,4°)

i
Em 30 = 1500 rad/s, Z, = 5 + j30 e, ent&o:

. 3max
1 =

37 12,

sen (3wt — 0,) = sen (3wt — 80,54%) =

25
30,4
= 0,823 sen (3wt — 80,54°)

A soma das correntes harménicas € a resposta total procurada:
i =20 + 4,48 sen (of — 63,4° + 0,823 sen (3wt — 80,54%))

Seu valor eficaz é:

I =20 + 4,48%/2 + 0,823%/2 = ¥410,6 = 20,25

que acarreta, no resistor de 5 ohms, a poténcia:
P =12 R = (410,6)5 = 2053 W

Como verificacio, calcula-se a poténcia média total calculando-se a po-
téncia com que cada harménico contribui e somando-se as mesmas. Te-
mos:

Para o = 0, P = VI, = 100(20) = 2000 W
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Para w =500 rad/s, P = % V.1, cos 0, = %(50) (4,48) c0os 63,4°=50,1W
Para 3m = 1500 rad/s,

P= % Vil cos 6, = %(25)(0,823) cos 80,54°=1,69 W

Portanto: P, = 2000 + 50,1 + 1,69 = 2052 W

Outro método A expressio em série da tensdo no resistor é:
vg = Ri = 100 + 224 sen (ot — 63,4°) + 4,11 sen (3wt — 80,54°)

[

V, = V1002 + %(22,4)2 + —;:(4,11)2 = V10259 = 101,3

A poténcia entregue pela fonte é P = VRZ/R = (101,3)%/5 = 2052 W.

A série exponencial de Fourier é empregada da mesma maneira, exceto
que, freqiientemente, a impedéncia do circuito pode ser expressa em termos de
nw e os coeficientes I, da série da corrente podem ser calculados a partir de
V./Z,, como mostra o exemplo 4, a seguir.

Exemplo 4 Uma tenséo representada pela onda triangular da Fig. 15-14
¢ aplicada em um capacitor de C farads. Determinar a corrente resultante.

N

Figura 15-14

No intervalo —n < wt < 0 a tensdo é representada pela fungiov =V ___ +

2V, /rot e, para 0 < of <, v = Vinax — @V /mot. Os coeficientes da
série exponencial sdo determinados por:

15.1

A impeda
ouseja: Z

<

ITL:Z—n:

e a série d
. .(4V,,
i=j|—

A série po
paramost:
do resulte
apenas pa
corrente ¢
maximo (¢

Determinar
etragaro e



63,4°=50,1W

y = 20562 W.

ianeira, exceto
1 em termos de
los a partir de

rdaFig. 15-14

nte resultante.
gdov=V__ +

coeficientes da
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15.1

[me + (2Vmax/1t)cot] et d(owt)

+ L J'n [Vmax - (2Vmax/1t)oat] eI d(wt)

2r 0
. 4Vmax .
donde: A, = ——~ paran impare A =0 paran par.
n“n

A impedéncia do circuito Z = 1/joC pode ser expressa como funczo de n,
ou seja: Z = 1/jnoC. Assim, temos:

Vv 4V 4V oC
I = -0 - 2 00 = j| 1
n Z,  w’n? UnaC) J( n’n

e a série da corrente é:

( V__oC inot

ma ]Ze’

i=7

para n impar, apenas.
i3

A série poderia ser convertida para a forma trigonométrica e resumida,
para mostrar a forma de onda da corrente. Entretanto, esse é o mesmo aspecto
do resultado do Probl. 15.8, onde o coeficiente A éA = —j2Vinm),
apenas para n fmpar. Aqui o sinal é negativo, indicando que a onda de
corrente é o negativo da onda quadrada do Probl. 15.8, com o valor
méximo (2V  wC)/x.

Problemas Resolvidos

Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-15
e tragar o espectro de linha.

v

Figura 15-15
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No intervalo 0 < ot < T, f¢) = V e, para < of < 2x, f(¢) = V. O valor
médio da onda é zero; assim, a2 = 0. Os coeficientes co-senoidais séo
obtidos pelo cdlculo integral como se segue:

1 T 21 ’
a, = - J- V cos not d(wt) + J- (-V) cos not d(ot) =
0 n
T T
= % { 1:% sen nmt] = [% sen n(nt] } = 0 para qualquer n
0 T 15.2 Determinai
. e tracaro¢
A série contém termos co-senoidais. Procedendo a integracio para os
termos senoidais, temos:
1 T 719
b, = = _,. V sen not d(wt) + JZ (- V) sen not d(wt)
0 T I
n 2%
=K|[—l cosn(nt:l +[l cosna)t} }
T n T
0 n
|4 2V i Aondaé
= E(— cosnw + cos 0 + cos n2x — cos nm) = ™ (1 — cosnm) ) V/2, ela t
No inter
Entdo b,=4V/mn paran=1,3,5,...,eb, =0paran=2,4,6,.... Asérie (Vin)ot. (
para a onda quadrada é: qualquer
f(t)=ﬂsen (ot+ﬂsen 3(nt+ﬂsen 5t + ... 1
T 3n 5r i a, =,

A Fig. 15-16 mostra o espectro de linha para essa série. A série contém
apenas termos harmoénicos senoidais impares, o que poderia ser ante- ,
cipado pelo exame da simetria da forma da onda. Como a onda da Fig. Vv J‘ '
15-15 é impar, sua série s6 contém termos senoidais; e como possui s { i
também simetria de meia onda, apenas os harmonicos impares estdo

presentes. ! A4 {[




) =-V. O valor
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gracdo para os

COS nm)
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4Vin

Figura 15-16

15.2 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda triangular da Fig. 15-17

e tragar o espectro.

v,

ot

-n 0] n 2n 3n
Figura 15-17

A onda é uma funcéo par, pois f(£) = f(—¢) e, se for suprimido o valor médio
V/2, ela tera, também, simetria de meia onda, ou seja, f(t) = —f(¢ + T/2).
No intervalo -t < 0t <0, f(t) =V + V/m)ot; para 0 < ot <7, fE) =V
(Vim)ot. Como as ondas pares s6 contém termos co-senoidais, b, = 0 para
qualquer n inteiro. Logo:

0 U
a, = it J’ [V + (V/m)ot] cos not d(wt) + L I [V - (V/m)wt] cos nwt d(wt)
T o

_ V" j‘) ot " ot
S {J'—n cos nwt d(wt) + - cos nwt d(ot) — JO 5 °08 not d(cot)}

0 i
Vi1 wt 1 wt
= —5 4|75 cosnwt + — sen net| —|—; cosnwt + — sennwt
n n n

I
74

-V {cosO — cos(-nm) — cosnm + cos 0} = ;2222 (1 — cosnm)
n n
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Como indicava a simetria de meia onda, a série s6 contém termos im-

2V

pares,poisa, =0paran=2,4,6,..Paran=1,3,5, ...,a, = 4V/n?n2. Logo, T Tnn &

a série pedida é: )
Cos nr €
f@® = A% + %, cos of + 4V2 cos 3wt + 4—V2 cos 50t + ... portanto, ¢
2 3n) (5m) ov

Os coeficientes diminuem com 1/n2 e, portanto, a série converge mais f@& = 3l

rapidamente que a do Probl. 15.1. Tal fato é evidenciado pelo espectro de o fici
linha da Fig. 15-18. ‘ s coeficie
* como most

1 zero e do
3" _ Compare-t
a semelha

0 n ]

Figura 15-18

15.3 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig. :
15-19 e tragar o espectro. ‘

Vv 15.4 Determina

/l /I e tracar o«

| ¢ interv

_R 0 Iyzn am 1(:{)03ervagé
-V ! impar, a ¢

temos:

Figura 15-19

Pela inspecéo, verifica-se que o valor médio da onda é zero e que a onda é
impar. Conseqgiientemente, a série conterd apenas termos senoidais. Uma
Gnica expressio, f(¢) = (V/m)wt, descreve a onda no periodo entre —m e +m,
e esses limites serdo utilizados na integragéo para o célculode b,

T T
b = z j (V/m)ot sen nwt d(wt) = Xz —15 sen nwt — ot cosnwt| =
= FLA T | n n -




‘m termos im-
4V/r?n2. Logo,

S 500

*onverge mais
slo espectro de

le-serra da Fig.

e que a onda é
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entre —x e +T7,
yde b,

0
COos n(l)tl =
T
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154

2V
=~ (cos nm)

Cos nr é positivo para n par e negativo para n impar, alternando-se,
portanto, os sinais dos coeficientes. A série pedida é:

4% 1 1 1
f® = n {sen mt—zsen 2mt+3sen 3a)t—4sen4wt+...}

Os coeficientes diminuem com 1/n; portanto, a série converge lentamente,
como mostra o espectro da Fig. 15-20. Exceto pelo deslocamento do eixo
zero e do termo médio, esta forma de onda é a mesma do exemplo 1.
Compare-se o espectro de linha da Fig. 15-9 com o da Fig. 15-20 e note-se
a semelhanca.

2Vin

Figura 15-20

Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda mostrada na Fig. 15-21
e tragar o espectro.

No intervalo 0 < ot < =, f(¢) = (V/m)wt; para n < ot < 2z, f(t) = 0. Pela
observagdo, o valor médio da onda é V/4. Como a onda nfo é par nem
impar, a série contera termos em seno e em co-seno. No intervalo de 0 a =,
temos: {

0 L

n 2n 3n 4n

Figura 15-21
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7 T
a = 1 I (V/m)et cos nwt d(wt) = yii cos nwt + L1 sennwt| =
nT oy 2 | n? n A

)4
= -1
202 (cos nm )

Se n é par, (cos nt — 1) =0 e a, = 0. Se n é impar, a, =~ 2Vi(n2n?). Os
coeficientes b, séo:

7 U
b = 1 j (V/myot sen nwt d(ot) = —Zz [12 sen nwt — L2 cos ncl)t]Q =
n nYy T n n

v
=~ (cos nm)
O sinal é alternadamente negativo em b, =— V/nn paran par e b,=+Vinn
para n impar. Assim, a série pedida é:

vV 2V
f@ = i 2 cos ®f —

14 cos 3wt — cos bwt — ...

(3m)?

p)
(5m)2

+ y sen ot —lsen 20t + y—sen 3ot — ...
T 2% 3

As amplitudes dos harménicos pares dadas diretamente pelos coeficien-
tes b,, j& que nao existem termos pares em co-seno. Entretanto, as
amplitudes dos harmoénicos impares devem ser calculadas de
c, = Vai + bi.

Assim, €, = V@V/m®? + (V/m? = V(0,377). Do mesmo modo C; = V(0,109)
e C; = V(0,064). AFig. 15-22 mostra o espectro de linha.

|
3

Figura 15-22
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w 15.5 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia-onda senoidal reti-
sen nmt] = ficada, mostrada na Fig. 15-23, e tragar o espectro de linha.

0 ;
- 2V/(n®n?). Os

0 ot
T 2n 3n

- |

2 CcoSs n(ot:| = : Figura 15-23

o ) S . .
i A onda ndo apresenta simetria; assim, espera-se que a série contenha

termos em seno e em co-seno. Como o valor médio ndo é obtido por
observagdo, calcula-se a,, para o termo a /2 da série. Logo:
wredb, =+V/inn

| 1T Y x_ 2V
‘j ag = . V sen ot d(wt) = - [~ cos wt], = 11:
A seguir, calcula-se a,:
1 ("
} a, = o j V sen ot cos not d(wt)
| 0
yelos coeficien- |
intretanto, as : V| —n sen ot sen nwt — cos nwt cos ot
i —— = (cos nw.+ 1)
alculadas de : T -n?2 +1 (1 —n?)
Para n par, a, = 2V/n(1 - n?); para impar, a, = 0. Entretanto, paran = 1
do C, = V(0,109) i esta expresséo é indeterminada; assim, deve-se integrar separadamente
i paraa;.
‘ " v
a, =~ j V sen wt cos ot d(wt) = — J. = sen 2wt d(wt) = 0
T Y9 T <9 2

A seguir, calcula-se b,

b == V sen ot sen nwt d(wt) =

| ir
i 'lno

=0

T 241

us
\4 |: n sen @t cos n®w! — sen nwt cos Wt }
-n

0
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Também aqui, a expressdo é indeterminada para n = 1; calcula-se by
separadamente.

_lr 9 _ V| ot sen2a)tn_z
bl—n OVsen(otd(cot)—%[2———4 ]0—2

A série de Fourier pedida é:
_Vv n _2 _ 2 _2 _
f@® = . { 1+ 5 sen ot 3 cos 20t T 4wt 35 08 6wt — ... }

O espectro da Fig. 15-24 mostra o forte termo fundamental da série e as
amplitudes rapidamente decrescentes dos harménicos de ordem superior.

Vin

Figura 15-24

15.6 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia onda senoidal reti-

ficada da Fig. 15-25, na qual o eixo vertical foi deslocado de sua posigdo em
relagao ao Probl. 15.5.

- 0 T 2n o

Figura 15-25

No intervalo — it < ot < 0 a funcdo é descrita por f(¢) = - V sen ot. O valor
médio é o mesmo do Probl. 15.5, ou seja, a, = 2V/r. Para os coeficientes @,
tem-se:

15.7

0
o 1f

Para n pa
que deve s

Para os co

1
b, = -
Novament
cular b, e

Esta série
aqui, é ne;

Determinat
na Fig. 15-



; calcula-se b,

cos 6wt — }

1 da série e as
lem superior.

a senoidal reti-
ua posicdo em

sen wt. O valor
oeficientes @ ,,
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15.7

\4

on = 2]V semot) cosnot dwn = -V

(1 + cos nm)

Para n par,a, =2 V/n(1 - n2); e para n impar, a, =0, exceto paran = 1,
que deve ser examinado separadamente. Temos:

a, = % J-O (-V sen ot) cos wt d(wt) = 0
B

Para os coeficientes b, tem-se:

b

n

(- V sen wt) sennwtd(owt) = 0
-

_1
n

Novamente esta expressio é indeterminada para n = 1; tem-se de cal-
cular b, em separado. Temos:

b, = % . (-V) sen? ot d(wt) = —‘E/

A série é, portanto, dada por:

\4 T 2 2 2
@) = - {1 - g sen ot — 3c052mt = 15cos4mt - 35c0s60)t - }

Esta série é idéntica & do Probl. 15.5, exceto no termo fundamental, que,
aqui, é negativo. Obviamente, o espectro é idéntico ao da Fig. 15-24.

Determinar a série trigonométrica de Fourier para o impulso retangular mostrado
na Fig. 15-26 e locar o espectro.

()2

Figura 15-26
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Com a posi¢do indicada para o eixo zero, a onda é par e a série contera
apenas o termo constante e os termos em co-seno. Para o cédlculo das
integrais, é usado o periodo de — w a + ® e a funcdo é nula, exceto no
intervalo de — /6 a + 7/6.

/6 /6
_1 f‘ _v._1 _2v  nn
@ = e Vd(wt) = 3 % =, e V cos not d(ot) = o Sen ¢

Como sen n7/6 = 1/2,V3/2, 13N3/2,1/2,0,-1/2, .. .paran=1,2,3, 4,5,
6, 7, ... respectivamente, a série é:

f@ = % + %tz { = cos ot + ﬁ[%) cos 20t + 1(%] cos 3ot +

2 2
V3| 1(1
ol cos40)t+25 cos5(ot—27 cos 7ot — ..
ou
V 2Va 1
f@® = 6t o ’E‘l . sen (nn/6) cos nwt

Como mostra a Fig. 15-27, o espectro de linha para esta onda decresce
muito lentamente, pois a série converge muito lentamente para a funcéo.
E de particular interesse o fato de que as amplitudes dos 82, 9% e 10°
harmoénicos sdo superiores a do 7°. Nas ondas até aqui consideradas, as
amplitudes dos harmonicos de ordem superior eram progressivamente

menores.
v/
! |
2 3

O =

T
Vv
0 |

| | |
1 1 T 1 1
4 5 6 7 8

—
9 10 11

T n

1

Figura 15-27

15.8 Determinar
tracar o e:
comparar ¢

No interv
médio da
imaginari

1
A, =5

(2nn;

Para n p:
série ped:

f@ = ..
O espect

positivas
a mesma

Os coefic

an :An




a1 série contera
1 o calculo das
wla, exceto no

2V nr
= —sen —

nw - 6
1=1,2,3,4,5,
cos 3wt +

onda decresce
para a fungéo.
os 8%, 9% e 10°
nsideradas, as
gressivamente
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15.8 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-28 e

tracar o espectro de linha. Achar os coeficientes da série trigonométrica e
comparar com o Probl. 15.1.

14

Figura 15-28
No intervalo —n < ot < 0, f(t) = -V ; para 0 < ot < &, f(£) = V. O valor

médio da onda é zero. A onda é impar; portanto, os coeficientes A, serdo
imagindrios puros.

1] (° ; "
A = %{j V) e d(wt) + .[0 Vet d(mt)}

-~

0 T
_ VLY e 1 et
- 2n{ [(—jn)‘” ] *[(—jn)“ ]0}

; . .V .
0 nw —int __ 50y _— - (N _
€’ + "™ + ¢ e’) =j - C4 1

= (2mn)
Para n par, ™ =+ 1e A, = 0; para n impar, " =—1e A = —j(2V/n).A
série pedida é:

2V

. ; .2V
f@) = ... +J§eﬂ3“" +J

2v _ 2V e
i J ¢

. .2V .
—Jot _ ;27 jol
¢ J T G 3n

O especiro da Fig. 15-29 mostra as amplitudes para as freqiiéncias
positivas e negativas.Combinando-se os valores para + n e — n, obtém-se
a mesma representacéo da série trigonométrica da Fig. 15-16.

Os coeficientes co-senocidais da série trigonométrica séo:

a, = A, + A, =—jﬂ+(‘ 2V]=0
n 7 nrw

7 Cam)
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e Para n pe
- B T série é:
b, =JjIA, - A ] =J[JE +J(_nn)}=ﬁapenasnnnpar | e
Isto esta de acordo com os coeficientes da série trigonométrica do Probl.
15.1. A Fig. 1t
somadas,
2V,
T
L Lo,
1 i i T 1 1 1 T | T I
5 4-3-2-1012 345
Figura 15-29
15.9 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda triangular da Fig. 15-30 e
tracar o espectro.
Os coefic:
V,
a, = A,
-~ O] T 2n 3n o e bn
Figura 15-30 Esses coe
No intervalo — n < ot < 0, f&) = V + (V/m)ot; para 0 < ot <, fE) =V ~ ‘ 15.10 Determin:
(Vim)wt. A onda € par e, conseqiientemente, os coeficientes A, serdo reais. da Fig. 1f

Pela inspecio, o valor médio é V/2.

1
An_ﬂ

T
IO [V + (V/m)ot] e 77 d(wf) + f [V — (V/m)et] e 7ot d(wt)]
e 0

. T
= o J.O ot eI d(wt) + f (—ot) e d(wt) + j
- 0 —T

lz T eIt d(o)t)]

2
0 T

Vv

on?

—jnwt inwt .
= ("’jn)z (~jnot — 1)} _[(e_’j ) (5jnot — 1)] = nT‘;Z [1— e/

—TT 0



npar

;rica do Probl.

da Fig. 15-30 e

W, fO) =V -
\,, seréo reais.

| gnat d((ot)]

eIt d((ot)}
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Para n par, ¢"" = + 1 e A, = 0; para n fmpar, A = 2V/n2n2. Portanto, a
série é:

2V ; 2V . 14 2V . A
£ = ...+ ——— P 4 et T 4 LT gjet LY jBaty
f@® + (—3n)2e + ) e + P + 2 + @32 +

A Fig. 15-31 é o espectro com as linhas em — n e + n que, uma vez
somadas, representam as mesmas amplitudes do espectro da Fig. 15-18.

\'4

DI

1 ¥ } 1 i 1 i T 1 T ;
5432101234365

Figura 15-31

Os coeficientes da série trigonométrica sio:

= + = ara n impar
w?n?  wi(-n)?2  nw2n? 2

. .| 2V 2V
= == A = o a — 5 <= =
€ bn J [An —n] J L.c2n2 nZ(_n)2} 0

o, ~A +A, -2V, 2V __ 4V

Esses coeficientes concordam com os resultados do Probl. 15.2.

15.10 Determinar a série exponencial de Fourier para a meia-onda senoidal retificada

da Fig. 15-32.
Vh /\
0 id 2n 3n i

Figura 15-32

SENAI/DR / A%s

NUCLEO DF iNFC
TECNOL
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No intervalo 0 < of < &, f(t) = V sen o¢t; de © a 2w, f(¢) = 0. Entéo, temos:

U
A, = 1 V sen mt e V"% d(wt) =
2r 0
A Bl (— jn sen wt — cos 0X) I = S — e + 1)
Tom|@-ny "7 ,  2n(l - n?)

Para n par, A, = V/n(1 - n?); para n impar, e7"* = -1 A, = 0. Entretanto,
para n = * 1, a expressdo de A fica indeterminada. A regra de
L’Hépital pode ser aplicada, ou seja, 0 numerador e o denominador de
\
2n(1 — n?
faz-se n tender para 1, de onde resulta que A, = —j(V/4) e A_; = j(V/4).

O valor médio é:

(e¥"® + 1) sdo diferenciados separadamente em relagfio a n,

1 [ v n_V
4 = on ‘[()V sen ot d(wt) = on [~ cos wt]) = -
A série exponencial de Fourier é:
vV _ vV _ vV _ v V.
— _ Y ghet Y 20t —J Wt Y Y ot _
& = =15 3@ T g
Voot _ V. jaa
31cel 157te]
Vin
1 ! T l ! fb——"+—n
5 4 -32-1012 3435
Figura 15-33

E interessante ressaltar que a série sé contém dois coeficientes imagina-
rios, em n = * 1, e que o termo em seno na série trigonométrica do Probl.
15.6 tem o coeficiente b, = j(A, — A ;) = jL 5(V/4) — j(V/)] = V2 V.

15.11

15.12

15.13

O espectr
da onda. (

Calcular a
corrente -

O valor e
poténcia i
Outro m
que sdo d
corrente ¢

vR=Ri
e P -

Determing
aplicada €

v =504
1= 11,2

A poténc:

1
= 2(51

+ 220X

Determin:
aplicada «
Aséried
termo co
capacito:
resistor.

A corren




Entao, temos:

e + 1)

0. Entretanto,
a. A regra de
mnominador de

xm relacdo a n,

A, =j(VI4).

antes imagina-
itrica do Probl.
=1/2V.

Andlise de formas de ondas pelo método de Fourier 475

15.11

15.12

1513

O espectro de linha da Fig. 15-33 mostra as amplitudes dos harménicos
da onda. Convém compard-lo com o da Fig. 15-24.

Calcular a poténcia média em uma resisténcia R = 10 ohms, sendo a série da
corrente i = 10 sen o! + 5 sen 3wt + 2 sen 5ot

O valor eficaz da corrente é I = \/ =(10)2 + (5)2 5(2)2 V64,5 = 8,03. A
poténcia média €, portanto: P = IZ‘Z (64 5)10 = 645 W.

Outro método. A poténcia total é a soma das poténcias dos harménicos,
- 1 ; A ~
que sdo dadas por 9 V ax Lmax €08 8. Porém, na resisténcia, a tensio e a

corrente estdo em fase para todos os harménicos 6, = 0. Logo, temos:

vp = Ri = 100 sen of + 50 sen 3wt + 20 sen 5wt

e P-= %<10)(100) + %(5) (50) + %(2) (20) = 645 W.

Determinar a poténcia média entregue a uma estrutura, sabendo que a tensao
aplicada e a corrente resultante sao:

=50 + 50 sen 5 x 10% + 30 sen 10% + 20 sen 2 x 10%

i = 11,2 sen (5 x 10% + 63,4 + 10,6 sen (10% + 45°) +
+ 8,97 sen (2 x 10% + 26,69

A poténcia média total é a soma das poténcias devidas aos harménicos:

P = %(50)(11,2) cos 63,4° + %(30)(10,6) cos 45" +

1 5
+ 5(20)(8,97) cos 26,6° = 317,TW
Determinar as constantes do circuito série de dois elementos no qual a tenséo
aplicada e a corrente resultante sao as dadas no Probl. 15.12.

A série da tensdo contém um termo constante igual a 50, porém néo existe
termo correspondente na série da corrente; logo, um dos elementos é um
capacitor. Como o circuito absorve poténcia, o outro elemento deve ser um
resistor.

N N Y \%(11,2)2 + %(10,6)2 + %(8,97)2 - 12,6.
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A poténcia média P = I2R; donde R = P/I? = 817,7/159,2 = 2 ohms. A impedé
_ cada har
Paraw=5x10% 1Z1 =V __ /I = 50/112 =447. Como|Z| =\R% + X2, dro a seg

X, = V4,472 — 4 = 4.

Logo, X, = 1/(0C) e C = 1/(0X,) = 1/(4 x 5 x 10% = 50 uF n
1514 Aonda de tenséo da Fig. 15-34 é aplicada a um circuito série de R = 2000 ohms (1)
e L =10 H. Achar a tens&o no resistor, empregando a série trigonométrica de 5
Fourier. Tracar o espectro de finha da tensao aplicada e de Vg para mostrar o 4
efeito da indutancia sobre os harménicos, sendo o = 377 rad/s. 6
30 Calculan
los de at:
—— ! T T ol n=20,.
2 2
n =1,
Figura 15-34
Como no Probl. 15.5, a tenséo aplicada tem valor médio V /T A funcéo n=2,
€ par e a série, portanto, contém apenas termos em co-seno, cujos coefi-
cientes séo obtidos pela integraciio que se segue: A série ¢
a, == i 300 cos ot cos nwt d(wt) = =l €os nw/2 i = 300
S R (1l — n? 2 kr
Cos nn/2 tem valor—1paran=2,6,10,...e + 1 paran =4, 8,12,...Para ) _ 6(
n impar, cos nn/2 = 0. Entretanto, para n = 1 a expresséo é indeterminada 151
e deve ser calculada separadamente. Temos: A tensdic
/2 /2
= 95
a, = 1 300 cos? wt d(wt) = et [ﬂ + 24 2cotl _ 300 R
T~ _x/9 T 2 4 /2 2 _
Assim, a série da tensdo é: Na Fig.

300 T 2 2 2 como as
v=— {1+2 cos (ot+3 cos 2mt—15 cos 4cot+35 cos 6ot — } 10 H exx




2 ohms.

Zl =VR%+ X2,

= 50 uF

* R =2000 ohms
igonométrica de
, para mostrar o

na/ - A funcéo
10, cujos coefi-

/2

8,12,...Para
ndeterminada

300

2

s6mt-...}
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A impedéncia total do circuito em série, Z = R + jnwl, é calculada para
cada harménico na expressdo da tensdo. Os resultados constam do qua-
dro a seguir, onde k representa 108.

n nw R nol |Z} 0

0 0 2k’ 0 2k 0°
1 377 2k 3,77k 426 k 62°
2 754 2k 754k 7,78k 75,1°
4 1508 2k 15,08 k 152k 82,45°
6 2262 2k 22,62 k 22,6k 84,92°

Calculando os coeficientes para a série da corrente (observando os dngu-
los de atraso), temos:

300/7
n=0 I= ok

300/2 o
n=1 1= 426k cos (of — 62°;

. 600/3n o
n=2 i,= 778k cos (2ot — 75,1°) ete.
A série da corrente é, entéo:
. 300 300 . 600 _ o
i= 2 kn + (2)4,26kcos (ot — 62°) + _3n(7,78 ™) cos (20t — 75,1°)
600 600

cos (4ot — 82,45°%) + cos (6wt — 84,92°) — ...

~ 157(15,2 k) 35m(22,6 k)
A tensio no resistor de 2 k é i(2 k) ou: '

vp = 95,5 + 70,4 cos (0¢ — 62°) + 16,4 cos (2wt — 75,1°)

— 1,67 cos (4ot — 82,45°) + 0,483 cos (6wt — 84,92°) — ...

Na Fig. 15-35, o espectro da tensfo aplicada e V mostram claramente
como as amplitudes dos harménicos ficaram reduzidas pela indutancia de
10 H em série.
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300/x

Figura 15-35

15.15 A corrente numa indutancia L = 0,01 H tem a forma de onda mostrada na Fig.

15-36. Determinar a série trigonométrica da tensdo na indutancia, v;, sendo
@ = 500 rad/s.

Figura 15-36
O valor médio da corrente é zero e a onda é par. Portanto, a série conterd

apenas termos em co-seno. No intervalo — n < t < 0, i = 10 + (20/%) wt;
para 0 < wf <, i = 10 — (20/m)wt. Temos, portanto:

T

0
a, = % “ [10 + (20/m)wz] cos nwt d(wt) +

T
+ J [10 — (20/m)wt] cos not d(wt)
0

40 80 .
= 55 (1 — cos nm) = —— para n impar, apenas.
nn °n

A série da corrente é, entéo:

. 80 1 1 1
i = 2 {cos of + g €08 3wt + o5 €08 5wt + 19 cos 7wt + }

A tensao

C
v, = L-
L ¢

_ 400
2
A forma

daquela
da igual

15.16 Faca a si
8
) ==
) =~
15.17 Fagaasi
f@® =5
20 (
+ — |s

n
15.18 Facaas

f@& =V

15.19 Determir
15-37 e

Resp.: j



ostrada na Fig.
1cia, v;, sendo

—

. s€rie contera
.0 + (20/m) wt;
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A tensdo na indutancia é:

vy = Lﬂ = 0,01(&]1 {cosmt + o cos 3wt + . cos bt + }

dt n | dt 9 25
_ 400 _1 21 _1 _
=2 {— sen of 3 sen 3wt 5 sen Sot 7 sen Tt }

A forma de onda poderia ser obtida por sintese, porém esta série difere
daquela do Probl. 15.1 pelo sinal menos; v, é, portanto, uma onda quadra-
da igual a da Fig. 15-15 multiplicada por menos um.

Problemas Propostos

15.16 Faca a sintese da forma de onda cuja série trigonométrica de Fourier é:
8V 1 1 1
A i — — —-— _ 000
f® 2 {sen o g Sen 3wt + 25 sen 5wt 29 Sen Tot + }
15.17 Faca a sintese da forma de onda cuja série de Fourier é:

_ 40 1 1
f@®) =5 - 2 [cos(x)t + ) cos 3wt + %5 cos bat + J

+ 20 senoot—l sen 2wt + 0 sen 3wt — 0 sen 40f + ...
T . 2 3 4

15.18 Faca a sintese da forma de onda da seguinte série de Fourier:

1 1 1 1
f@® = V{Zn — ncoscot = 3y C08 20t + o ©08 3wt —
1 1
T cos 4wt — 6n cos 6wt +
1 2 4
+ ...+ 4 sen of — 3n sen 20t + 15m sen 4wt — }

15.19 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig.
15-37 e tracar o espectro de linha. Comparar com o exemplo 1.

Resp.: f(t):\g/+ %{sen wt+%sen 2mt+1§sen 3ot + }
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15.22 Determin:
v 0 espectn

Resp.: f(

0 on 4n 6n

Figura 15-37

15.20 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig.
15-38 e tragar o espectro. Comparar com o resultado do Probl.15.3.

Resp.: A(p = %/ { sen wf + % sen 2ot + % sen 3wt + il sen 4ot + }

4
\74 15.23 Determin:
/‘ /] o
N Resp.:
— P wt
T T 2r 3r 5
i v f 1D = E
Figura 15-38
5(
fg(D = ’g
15.21 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a forma de onda da Fig. 15-39

e tragar o espectro.

P 14 1 1 -
Resp.: fip = 2 { cos ot + g Cos 3ot + 25 C€0S S50t + }

g\ sen wt+1sen3wt+lsen S50t + ...
n 3 5

Figura 15-39

15.24 Determin:
ficada da
dos Probl
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15.22 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-40 e tracar
o espectro. Comparar com o resultado do Probl. 15.1.

Resp.: Af = %/{ cos of — 1 cos 3wt + 1 cos 5wt — 1 cos 7of + }

3 5 7
. ]
T T ot
le-serra da Fig. . L 2n
1.3. ' — V-
140f + .. }
Figura 15-40
15.23 Determinar as séries trigonométricas de Fourier para as ondas mostradas nas

Figs. 15-41(a) e (b). Tragar os espectros respectivos e compara-los.

Resp.:

AU —5— i -(sen My cos not + m(1 COS*—) sen nwt

L 127t = 12 nm

foh = ?O > {— (sen —) cos not + —(1 — cos n) sen not }
a da Fig. 15-39 n=1
- 10 I“I

ot
} 0|12 2n
(a)
10 l-
J ot
0 51/3 2n 4
()
Figura 15-41

15.24 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a meia onda senoidal reti-
ficada da Fig. 15-42 e tragar o espectro. Comparar a resposta com os resultados
dos Probls. 15.5 e 15.6.
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Resp.:
v T 2 2 2 _
AD = n { + 5 cosat + 5 Cos2atf — 15 cos 4ot + —= 35 ©0s 6ot }
——1t
Figura 15-42

15.25 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda completa senoidal
retificada da Fig. 15-43 e tragar o espectro

2V 2 2
Resp.: A = {1 + 3 cos 2wt — 15 cos 4of + ——= 35 cos 6ot — }
V-
ot
0 x o
Figura 15-43

15.26 Aonda da Fig. 15-44 é semelhante & do Probl. 15.25, com a posi¢&o do eixo zero
modificada. Determinar a série de Fourier e comparar os dois resultados.

2v 2 2
Resp.: A = {1 — 3 cos 20t — 15 €0 4ot + 35 cos 6wt — . }
V-
ot
0 b 2r 3n
Figura 15-44

15.27 Determin;
Resp.:

f(t)——

15.28 Determin
com a dc
Resp.:

f(t)—*

+ — sen

15.29 Determit
espectrc
métrica,




60)t—...}

ipleta senoidal

_}

jo do eixo zero
ultados.

- ..}
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15.27 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-45.

Resp.:
Ah = 2—‘; - % cos ot +n§::2 rznz) (cos nm + n sen m/2) cos not +
+ }I/ sen ol + ,,2::2 [W] sen not
v
o 1 = on &
Figura 15-45

15.28 Determinar a série trigonométrica de Fourier para a onda da Fig. 15-46. Soma-la
com a do Probl. 15.27 e comparar o resultado com a série obtida no Probl. 15.5.

Resp.:
AD = 2—\; + 2—\; cos ot +,§2 il i?:znf/f) = cos not
|4 & Vn cos nm/2
~ senwt =" sen not
T4 m+n§2 w1 — )
V-
o 1 % ‘”’
éﬂ'.
Figura 15-46

15.29 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-47 e tracar o
espectro. Transformar os coeficientes obtidos em coeficientes da série trigono-
métrica, escrever esta série e compara-la com o resultado do Probl. 15.4.
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Resp. :
1 .1 i 1 1 1 : 1
= el _ i | g8t _ ;' oot _ | ' _ —jot =
J(U] V{ (9”2 161:]9 Iz € (nz %Je + g
(A i ety g grar (1) g
(n2+l2n]em+/4ne,2 9712-“’6119B
15.32 Determinar :
V- . 15-50 e trag
da série trigr
obtida no Pr
wt Resp.:
0 n 2r 3r P
no = vi.
Figura 15-47
4
15.30 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-48 e tracar o
espectro.
Resp.:
1 1 1 1 .1 ; 1
= —_— j— | a—Bot i o fwt U | gjot =
AD V{...+(9n2+]6n]e t g +{n2+12n]e tg
+ 1_2 = I'l et — ji grot 4 [ 1 _ jl efot 4 } 15.33 Determinar
& e 4 on® " 6m espectro. Ti
Probl. 15.2C
174 . ciente_s das
Resp..
Ap =V {
ot
0 T 2n 3n
Figura 15-48

15.31 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-49 e
tragar o espectro. Somar as séries exponenciais dos Probls. 15.29 e 15.30 e
comparar a soma com a série aqui obtida.

Resp.:

_ PRI WS NPV RPN R S IR SR
f(f)—V{<..+13ﬁe et 5 e iz e




]e_j(ﬂt + - -

5-48 e tragar o

)e""" + g+

la Fig. 15-49 ¢
29 e 1530 e

=
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[

0 i 2n 3r

Figura 15-49

15.32 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda dente-de-serra da Fig.

15.33

15-50 e tracar o espectro. Transformar os coeficientes obtidos em coeficientes
da série trigonométrica, escrever esta série e comparar o resultado com a série
obtida no Probl. 15.19

Resp.:
f(f)= 1% +jle—f2mt+jle—jmt+l_jidwt_jieﬂwt_
T 4 2n 2 2n 4z T
\'4
0 on 4 o
Figura 15-50

Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-51 e tragar o
espectro. Transformar os coeficientes da série trigonométrica encontrada no
Probl. 15.20 em coeficientes da série exponencial e compara-los com os coefi-
cientes da série aqui obtida.

Resp.:

— _ l ot _ 1 ot l jot l ot
fm_v{... ioy € ize 4+/ne’ +/2ne’2 + ...
A
/‘ ~
7 0'/7r P o

Figura 15-51

-V
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- 15.34 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-52 e tracar o
espectro. Transformar os coeficientes para a série trigonométrica, escrever esta
série e compara-la com a obtida no Probl. 15.21.
Resp.:

_ 2 ) per, (2 1) e
f(f)_V{...+(97t2 3nJe +(2 /n]e +
2 il ger, (2 1) per
+[n2+/nje"" +(9n2+"37rJeBm+"' }

1

e
0 R 2n ET
_VN \J

Figura 15-52

15.35 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda quadrada da Fig. 15-53 ¢
tragar o espectro. Transformar os coeficientes da série trigonométrica do Probl.
15.22 para a série exponencial e compara-los com os coeficientes aqui obtidos.
Resp.:

2V 1 1 i - 1 1
e AL — ghot _ 1 PBoet —jot t L wit L ol __
AD n{...+56 3 + g/t + g 3eﬁ +59’5 }

. [ 1
T T wt
0 b 2r
— v
Figura 15-53
15.36 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda da Fig. 15-54 e tracar o
espectro.
Resp.:
- _Vv =2n) etV ) et , VY

= ... 2nsen[6)e I R

A<

15.37 Determinar
da Fig. 15-
ver essa st
Resp.:

g f=...-

15.38 Determinat
tracar o es|

Resp.: A




5-52 e tragar o
1, escrever esta

da Fig. 15-53 ¢
étrica do Probl.
'S aqui obtidos.

oot }

5-54 e tragar o
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v ) ot . YV 21 _pot
+nsen(6)e’“’+2nsen(6]eﬂ + ...

Figura 15-54

15.37 Determinar a série exponencial de Fourier para a meia-onda senoidal retificada

da Fig. 15-55. Transformar seus coeficientes para a série trigonométrica, escre-
ver essa série e compara-la com o resultado do Probl. 15.24.
Resp.:

vV | V . V. V o V vV .
— eat— g oty ¥ Rot Y et XY et Y Ret_ YV et
A= =g +ag €00ty +otgeMroe o ClantAnet
/’\ /\
1 T T T wt
_%EO %n n on
Figura 15-55

15.38 Determinar a série exponencial de Fourier para a onda completa da Fig. 15-56 e

tragar o espectro.

2V 2V 2V 2V 2V
. = ¥ et eV ot VS &V JRot _ Jot
Resp.: (i = ... 5n + 5r € + o+ ge Ten O
V-
0 T T (7
n 21

Figura 15-56
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15.39 Calcular a tensao eficaz, a corrente eficaz e a poténcia média fornecidas a uma
estrutura passiva sendo V = 200 + 100 cos (500t + 30°) + 75 cos (1500 + 60°) a
tensao aplicada e /= 3,53 cos (5001 + 75°) + 3,55 cos (1500 + 78,45°) a corrente
resuitante.

Resp.: 218,5V; 3,54 A; 250,8 W

15.40 Uma tensdo v = 50 + 25 sen 500t + 10 sen 1500¢ + 5 sen 2500t é aplicada nos
terminais de uma estrutura passiva e a corrente resultante é i = 5 + 2,23 sen
(500t — 26,6°) + 0,556 sen (1500t — 56,3°) + 0,186 sen (2500t — 68,2°). Deter-
minar a tens&o eficaz, a corrente eficaz e a poténcia média.

Resp.:53,6 V; 5,25 A; 276,5 W.

15.41 Um circuito em série de trés elementos com R = 5 ohms, L =0,006 He C =50
UF tem uma tensdo aplicada v = 150 sen 1000f + 100 sen 2000t + 75 sen 3000t
Determinar a corrente eficaz e a poténcia média. Tragar os espectros da tensio
e da corrente e notar o efeito da ressonancia série.

Resp.: 16,58 A; 1374 W.

15.42 Em um circuito em série de dois elementos, com R = 10 chms e L = 0,02 H, a
corrente € i = 5 sen 100t + 3 sen 300¢ + 2 sen 500% Determinar a tensao eficaz
aplicada e a poténcia média.

Resp.:48 V; 190 W.

15.43 A onda triangular de corrente da Fig. 15-57, onde o = 500 rad/s, existe em uma
indutancia pura L = 0,01 H. Determinar a série exponencial de Fourier para a
corrente e achar a expressao da série para a tenso na indutancia, v,. Comparar
a resposta com o resultado do Probl. 15.8.

- _@ _ l R0t _ ot injot 1 ot
Resp.: v, = 2 { g €0 — je Rt + jel +13<-J’3 + ...
N AN
T I 12
/ 0 l \1/ 2n \
Figura 15-57
15.44

Uma tensédo com a forma de onda da Fig. 15-58 est4 aplicada em uma indutancia
pura L = 0,01 H. Determinar a série da corrente na forma trigonométrica e
identificar a forma de onda da corrente.

Resp.: i =

15.45 AFig. 15-¢
aos termin
rad/s. Em)
indutor e n

Resp.:i =

15.46 Um circuitc
combinaga
pondentes
1000¢, det
Resp.:i="
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Resp.: i = 2t {sen ol — 1 sen 3ot + 1 sen Sof — A sen 7ot + }

£ 9 25 49
104V
ot
T T
0 n 2n
_10_
Figura 15-58

15.45 A Fig. 15-59 apresenta uma onda completa senoidal retificada, suposta aplicada
aos terminais de um circuito LC. O valor maximo da tensé@o é 170 Ve ® = 377
rad/s. Empregar a série trigonométrica de Fourier e determinar a tensio no
indutor e no capacitor. Tragar o espectro de cada uma.

; 20 1 1 _ 1
? Resp.:i = . {sen ol 9 sen 3ot + 25 sen 5wt 29 sen 7of + }
v
10
T T wl
Ol n 2n

Figura 15-59

15.46 Um circuito de trés elementos é constituido por R = 5 ohms em série com uma
combinagéo em paralelo de L e C. Com ® = 500 rad/s as reatancias corres-
pondentes sdo j2 e —j8. Sendo a tensio aplicada v = 50 + 20 sen 500¢ + 10 sen
1000, determinar a corrente total.

Resp.:i=10 + 3,53 sen (500t — 28,1°).




Capitulo 16

MAKRON TRANSITORIOS
EM CIRCUITOS

Introducdo

Quando um circuito é comutado de uma condi¢do para outra, seja por
uma mudangca da tensfo aplicada, seja por uma varia¢io em um dos elementos
do circuito, ocorre um periodo de transi¢io, durante o qual as correntes nos
ramos e as quedas de tensdo variam de seus valores iniciais para novos valores.
Depois desse intervalo de transicdo, chamado de transitério, diz-se que o cir-
cuito atinge o estado estaciondrio.

A aplicacdo da lei de Kirchhoff para as tensdes a um circuito que
contenha elementos capazes de armazenar energia resulta em uma equagéo
diferencial que pode ser resolvida por diversos métodos. Tal solucio consta de
duas partes, a funcdo complementar e a solugdo particular. Para as equacdes na
andlise de circuitos, a funcéo complementar sempre tende a zero em um periodo
de tempo relativamente curto e constitui a parte transitéria da solucdio. A

solucéio particular é a resposta em estado estaciondrio que foi o objeto de nossa
atencdo nos capitulos anteriores.

Os métodos por meio dos quais a solugfio particular é obtida neste
capitulo séo, geralmente, longos e trabalhosos e nio tdo diretos como os méto-
dos anteriormente usados. Entretanto, pela aplicacio desses métodos, obtém-se
o significado fisico da resposta em estado estaciondrio, completando a resposta.
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Transitorios em Corrente Continua

Transitorio RL

O circuito RL em série da Fig. 16-1 fica com uma tenséo constante V
aplicada, ao se fechar o interruptor. A lei de Kirchhoff para as tensdes d4 a
seguinte equacdo diferencial:

. di
Ri+ L= = 1
i+ L at % 0}

Reagrupando e empregando o operador D = d/dt, vem:

o\c
f] R
M
Ve
B L
Figura 16-1
R. V
(D + L)z =7 (6]
A equacdo (2) é uma equacdo diferencial linear de primeira ordem do
tipo:
%_ay:R ou (D—-G,)yzR (3)

onde D = d/dx, a é uma constante e R pode ser uma funcdo de x, mas nio de y.
A solugdo completa de (3), composta da fun¢do complementar e da solugéo
particular, é:

y=yc+yp=ceax+e“xJ-e‘“dex @

onde ¢ é uma constante arbitraria, determinada com o conhecimento das condi-
¢des iniciais. Pela equacéo (4) a solugdo de (2) é:

i = co®/Dt , R/ J' oR/L)t (Z] di = ce~®/DE 4 lg 5)
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Para determinar ¢ faz-se ¢ = 0 em (5) e substitui-se i pela corrente
inicial i;. Essa corrente inicial é a corrente imediatamente apés o fechamento
do interruptor. A tenséo e a corrente ligam-se & indutincia pelas relacoes v = L
di/dt e i = UL | vdt. A segunda expressdo nos assegura que, seja qual for a
tensédo aplicada, a corrente em um indutor deve ser uma fungéio continua. Como
a corrente era nula em ¢ = 0 —, deve ser nula, também, em # = 0 +. Substituindo
em (5), temos:

i,=0=¢A)+ V/Rouc=-V/R (6)

Substituindo esse valor de ¢ em (5), vem:

.V ey, V_V . AR/L)E
1= Re +R—R(1 e ) (7)

Este tipo de equagfio é uma exponencial crescente, como mostra a Fig. 16-2.

y
R

0 T T T T
1 2 3 4 5

<«

Figura 16-2

O tragado mostra o periodo de transigéo, durante o qual a corrente se
ajusta, desde o seu valor inicial zero, ao valor final V/R, o estado estaciondrio. A
constante de tempo* 1 de uma fungio tal como (7) é o tempo que faz o expoente
de e igual 2 unidade. Assim, para o circuito RL, a constante de tempo é 1= L /R
segundos. Para 1 1 a quantidade que figura entre paréntes em (7) tem para
valor (1 —e™1) = (1 - 0,368) = 0,632. Decorrido esse tempo, a corrente é 63,2% do
seu valor final. Do mesmo modo, para 2 1, (1 —e?) = (1 -0,135) = 0,865. E a
corrente é 86,5% de seu valor final. Decorridos 5 1, geralmente, considera-se
terminado o regime transitério. Por conveniéncia, usa-se a constante de tempo
como unidade para representagio grafica da equacéo (7) da corrente.

*  N.R. Em alguns exercicios o autor costuma abreviar “Constante de Tempo” por CT.
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Outro exemplo: no decréscimo exponencial da Fig. 16-3, cuja equacio é:
f(®) = Aet (8

onde a constante de tempo (tempo que torna unitdrio o expoente de e) é T = o
para T = 1, tem-se ¢! = 0,368, isto é, a funcéio reduziu-se para 36,8% do seu
valor inicial A. Para t = 2, ¢ = 0,135 e a funcgdo é 13,5% de A. Apés 5 1,
considera-se terminado o regime transitério.

Figura 16-3

As tensbes transitérias nos elementos do circuito RL sdo obtidas a
partir da corrente. Assim, a tensdo no resistor é:

vp = Ri = V(1 - e ®Dr) 9
e a tenséo no indutor é:
v, = Ls—; = L% {% a- e_(R/L)t)} = Ve &Lty o)

A tensao transitéria no resistor cresce com a mesma constante de
tempo que a corrente, enquanto a tensio no indutor cai exponencialmente,
porém com a mesma constante de tempo. A soma de vy e v, satisfaz a lei de
Kirchhoff, durante o periodo transitério. Ver a Fig. 16-4

v

\4

Up

Uy

Figura 16-4
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v + v, = V(1 — e ®Dh) V&I =y (11

A poténcia instantanea em qualquer elemento de circuito é dada pelo
produto da tenséo pela corrente. Assim, a poténcia no resistor é:

. |4 .
pR — URL — V(]. . e—(R/L)t) E (1 — e (R/L)t) —
= %(1 _ 2e—(R/L)t + e—Z(R/L)t) (12)
e na indutincia:

pL — ULi — Ve—(R/L)t % (1 _ e—(R/L)t) - _%Q(e—(R/L)t _ e—Z(R/L)t) (13)

A poténcia total é, entéo:

Py =Pg *Pp = %(1 — e ®/L)y us

A Fig. 16-5 mostra essas trés fungdes, onde p, e p, tém V2R ou I’R
para o valor estacionario, enquanto I é o valor estaciondrio da corrente. A
poténcia transitéria na indutancia tem zero para os valores inicial e final, e é a
poténcia que responde pela energia armazenada no campo magnético da bobi-
na. Verifica-se isso integrando p, desde zero ao infinito.

r V2 V2] L L
- Ve _®iy  -2®/Ly _ Vi L ey, L ow/Ly
W=J R C ydt = p [ R *oR® ]:

1V2(L 1
= EE(E] = ELIZ 7] (15)

«

1 é 3 4

Figura 16-5

No circuito RL da Fig. 16-6, existe uma corrente inicial i; = V/R.
Quando ¢ = 0, o interruptor é deslocado para a posi¢éo 2, desligando a fonte e,

i
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a0 mesmo tempo, pondo em curto-circuito o ramo de R e L em série. A aplicacio
da lei de Kirchhoff para as tensbes ao circuito, agora livre da fonte, resulta na
equacio:

di . R).
Ldt+Rl—0 ou (D+LJL—O 1e6)
cuja solugo é: i = ce"E/L) 17
1
o _o—
+
ﬁ 2 } R v,
nh -
V= +
L v,
Figura 16-6

Para t = 0, a corrente inicial é i, = V/R. Substituindo em (17),c = V/R e
a equagio da corrente é:

i = Y@/ (18)

A Fig. 16-7(a) é a representaciio dessa equagdo. As tensdes corres-
pondentes na resisténcia e na induténcia séo:

vp = Ri = Ve @ o y =% - yowix (19)

mostradas na Fig. 16-7(b). A soma vy + v; satisfaz a lei de Kirchhoff, ja que a
tensdo aplicada € nula com o interruptor na posi¢io 2. As poténcias instan-

taneas p, = sdo mostradas na Fig. 16-7(c).

vz
= 2AR/LY ¢ p, = -

K 2R/t
R

Integrando-se p; de zero ao infinito, verifica-se que a energia liberada é exa-
tamente aquela que foi armazenada no campo magnético durante o periodo
transitério anterior, isto é, = LI2. Durante o periodo transitério de decréscimo,

essa energia é transferida ao resistor.
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Transitorio RC

Da aplicacéo da lei de Kirchhoff para as tensdes ao circuito em série RC
da Fig. 16-8 resulta a seguinte equacio diferencial:

e estdo represe:

Lliat+ri-v 20)
] bp =1
e, apds diferenciagio, temos: .
e . A potés
L atr _ Ly = ela energia qu
C + Rdt 0 ou D+ RC)Z 0 @1 p

P desde zero a




0 em série RC

20)

@1
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o Do

+
ﬁ Uy R

M
vE

Figura 16-8

A solucéio dessa equacéio homogénea é constituida apenas pela funcio
complementar, pois a solugdo particular é zero. Assim, temos:

i = ce?/RC 22

Para determinar a constante c, observa-se que, na equacgéo (20), para
t=0,Ri,=V oui,=V/R. Substituindo o valor de i, em (22), tem-se, para ¢ = 0,
¢ = V/R. Entio:

i= %e‘”RC 23

Para o circuito RC, a constante de tempo é T = RC segundos.

A equacdo (23) tem para representa¢do uma exponencial decrescente,
como mostra a Fig. 16-9(a).

As tensobes transitérias correspondentes séo:

vg = Ri = Ve¥/RC

U= % idt = V(1 — e¥/EC) @9

e est@o representadas na Fig. 16-9(b). As poténcias instantineas sio dadas por:

V2 o~2t/RC

— - —t/RC
Pr=VE = g -

e Po=vg = % (e e2/RCy  (25)

A poténcia transitéria p,,, de valores inicial ¢ final nulos, é responséavel
pela energia que é armazenada no campo elétrico do capacitor. A integracio de
P desde zero até o infinito verifica essa afirmativa:

e = J: X;_ (@ t/BC _ ¢ 2/RCy gy %CVz 26)
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<

©
Figura 16-9

O interruptor do circuito em série RC da Fig. 16-10 é mantido na
posicdo 1 por um tempo suficiente para o estabelecimento do regime estaciona-
rio e, no instante ¢ = 0, é mudado para a posigéio 2. Nessa situacio, a equacéo do
circuito é:

1 . .
6jldt+Rl=0

ou
D+ pg)i=0 @7)
cuja solugio é:
i = ce¥/BC 28)
§ o

<
1 |‘||+

2 ?v%ﬂ!
V_/]\ c

Figura 16-10
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corrente inicial
polaridade indi
entdo, i, =~V/k

A Fig.
transitérias cor

Ug

e estio represe:
a lei de Kirchhe
estd na posicéo

P

aparecem na F
que a energia
esse transitéri
infinito, result.

vl




'+ é mantido na

zime estaciona-

10, a equacdo do

@7

28)

Transitérios em circuitos 499

Para determinar a constante ¢ faz-se t = 0 em (28) e substitui-se a
corrente inicial i, Como o capacitor é carregado a uma tensdo V, com a
polaridade indicada no diagrama, a corrente inicial, na situacio 2, é oposta a i;
entdo, iy = -V/R. Logo, ¢ = —V/R e a corrente é:

i= _%e—t/RC 29)

A Fig. 16-11(a) representa esse transitério decrescente. As tensdes
transitérias correspondentes nos elementos de circuito sio:

vg = Ri = -Ve¥BC ey, = % fi dt = Ve*/RC 30

e estdo representadas na Fig. 16-11(d). Observe-se que v, = v, = 0, satisfazendo
a lei de Kirchhoff, uma vez que nfo h4 tensio aplicada, enquanto o interruptor
estd na posicdo 2. As poténcias transitérias

Pp = Vg = %e“Zt/RC e po=vg = —%e‘zm{c 31
aparecem na Fig. 16-11(c). Nao h4a fonte responsavel por pj, porém é evidente
que a energia armazenada no capacitor se transfere para o resistor, durante
esse transitério. Deixa-se ao leitor a integracéo de p entre os limites zero e
infinito, resultando em —1/2(CV?2).

<t

(@)

US Pr

Figura 16-11
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Carga no Transitério RC carga, conclui-se
com a equacio:

Algumas vezes é conveniente, num circuito em série RC, conhecer a

equagdo que representa a carga transitéria g. Como a corrente e a carga estéo As fung
" relacionadas por i = dq/dt, pode-se, se necessério, determinar i por diferencia- estdo tracadas
céo. Fig. 16-13(b). C:
t'(+), enquanto .
o\w
\=R |
i
Ve +
= ‘ /]\ c
Figura 16-12

O capacitor da Fig. 16-12 carrega-se com a polaridade indicada, ja que
q tem o mesmo sentido de i na Fig. 16-8. A equagdo do circuito em funggo da

corrente
1 0. .
Ejzdt+Rz=V 32)
pode ser escrita em fungéo da carga, fazendo-se i = dg/d¢t. Assim, ‘ Transitoric
L+ R%‘l =V ou [D+ R%J - % (33) Aaplic:
‘ da Fig. 16-14 co

Empregando o método descrito na obtencdo da equacéo (5), a solugio ‘

q = ce/EC + CV 39
Para t = 0, a carga inicial no capacitor é q, = 0 e, portanto:
93 =0=¢c¢1)+CV ou c¢=-CV (35)
Substituindo esse valor de ¢ em (34), obtém-se:
g =CV( - ek (36)

A carga cresce exponencialmente para um valor final VC. Assim, se um
circuito decrescente, como o da Fig. 16-10, é analisado, sob o ponto de vista da




RC, conhecer a
e a carga estéo
por diferencia-

ndicada, ja que
) em funcdo da

(32)

33

0 (5), a solugdo

39

(35)

(36)

'. Assim, se um
ato de vista da
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carga, conclui-se que a carga cai exponencialmente, desde o valor CV, de acordo
com a equacio:

q = CVet/RC 37)

As fungbes representativas do crescimento e do decrescimento da carga
estdo tracadas na Fig. 16-13(a) e as correntes correspondentes aparecem na
Fig. 16-13(b). Como a carga deve ser uma funcéo continua, ¢ = CV para t(-) e
t(+), enquanto i = 0 para #'(-) e para ¢(+) tem valor — V/R.

@ N ®)

Figura 16-13

Transitorio RLC

A aplicagédo da lei de Kirchhoff para as tensées ao circuito RLC em série
da Fig. 16-14 conduz 4 seguinte equacio:

Ri +L'—+“‘J.Ldt~ (38)

i
= L
I o

Figura 16-14

\’4
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Diferenciando, obtém-se:

+E20 ou (D2+I%D+ﬁ)i=0 (39)

Esta equacéo diferencial linear de segunda ordem é homogénea e tem
solucdo particular nula. A fun¢iio complementar pode ser qualquer dos trés
tipos, dependendo das amplitudes relativas de R, L e C. Os coeficientes na
equagdo caracteristica D? + (R/L) D + 1/LC = 0 s#o constantes e as raizes da
equacdo sio:

_ 2 _ . _ 2 _ 4
D, + R/L + \I(R;L) 4/LC D, - R/L \/(RgL) 4/LC  (40)

Fazendo oo = —-R/2L e P = V(R/2L)?> — 1/LC, temos:
D =o+BeDy=0- “n

O radicando de B pode ser positivo, nulo ou negativo e a solucéo sera
superamortecida, criticamente amortecida ou subamortecida (oscilatéria).

Casol (RI2L)?>1/LC. D, e D, séo raizes reais e desiguais, produzin-
do o superamortecimento. A equacio (39) pode, entdo, ser escrita, e a corrente
sera:

[D—(o+BID—-(a-Pli=0 42)
i=ce@ Pt goce@ =Bt ou i =e¥ce + ceP 43)

Caso2 (R/2LY’=1/LC. Asraizes D, e D, sdo iguais, resultando o caso
de amortecimento critico. Pode-se escrever a equacio (39) como:
D-o)D-a)=0 44)
A solugdo é:
i= e""’(c1 + Cot) (45)

Caso3 (R/2L)?2 < 1/LC. As raizes D, e D, sdo complexos conjugados; a
solucéio € subamortecida ou oscilatéria. Fazendo § = V1/LC - (R/ 2L)? e o
como anteriormente, a equagédo (39) se torna:

D—-(a+P1D~(a-jPl=0 (46)

A soluca

Em todc
valor final é ze
relativamente ¢
valor inicial nuls

Transitoric

Transitori

Ao feck
tensdo senoidal
instante do fe«




Il

0 (39)

nogénea e tem
dquer dos trés
roeficientes na
e as raizes da

- 4/LC  (40)

41)

a solugdo sera
cilatéria).

1ais, produzin-
a, e a corrente

(42)
Bty (43)

sultando o caso

449

(45)

s conjugados; a
- (R/2L)? e a

46)

Transitorios em circuitos 503

A solugéo é:
i = e™c, cos Bt + c, sen Pt 47

Em todos os casos, a corrente contém o fator e e, como o = —R/2L, o
valor final é zero, assegurando que a fun¢io complementar cai num tempo
relativamente curto. Os trés casos estdo representados na Fig. 16-15 com o
valor inicial nulo e a inclinagéo positiva nesse instante.

(@) Caso 1

i

0 \//\\_/,- .

(b) Caso 2 (¢) Caso 38

Figura 16-15
Transitorios em Corrente Alternada

Transitorio RL Senoidal

Ao fechar-se o interruptor do circuito RL da Fig. 16-16, aplica-se uma
tensdo senoidal. A funcéo tenséo poderia estar em qualquer ponto do periodo no
instante do fechamento do circuito. Portanto, o dngulo de fase ¢ pode ter
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qualquer valor desde 0 a 2r rad/s. Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as
tensdes, obtém-se a equacio:
di

Ri + La =V, .. sen (ot + ¢)ou

R). Vi
(R + ZJ; =7 sen (ot + ¢) 48)

o\e
%)ﬁ' §R
v=
Voax Sen (Wt + ¢) ?
L

Figura 16-16

A fungéo complementar é i, = ce ®/7%, e a soluggo particular é:
; R/L /iy Vmax
zp=e’( )tJe‘(/)then (ot + 0)dt =

ax

- max 3
= IR+ o " + ¢ - arcigol/R)

A solugfo completa é:

\'4
s ; _ ep—(B/L) , _____max
14 —lC+lp—Ce( ) + mseh((a)t+¢—arctgmL/R) (49)
A induténcia impede qualquer variacio brusca da corrente; e como,
antes de se fechar o interruptor, a corrente era nula, segue-se que i, = 0. Entdo,
para ¢ = 0, temos:

V.
iy =0=rc@ + ﬁ sen (¢ — arctg oL/R) e

e B S ST T
Ve S

Substi

A prim
relativamente
amplitude dep
(¢ — arc tg

vai diretament
o transitério te

A segu
de arc tg (al/l
por integracéo
O método se :
exponencial,
fungdes semel
membroéV_

onde A e B sac

Subst:

+EA(



‘hhoff para as
48)

ular é:

oL/R) (49)

ente; e como,
i, = 0. Entéo,
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Substituindo em (49), a corrente fica:
- (L/Ryt Ve oL/R
i1=¢€ Wsen(d)—arctg /Ry | +

+ ﬁ%ﬁ sen ((,Ot + (l) - arctgu)L/R) (50)

A primeira parte de (50) contém o fator e~ /L% que se anula em tempo
relativamente curto. A expressdo entre colchetes é de uma constante cuja
amplitude depende do instante no ciclo ¢ em que se fecha o interruptor. Se
(¢ — arc tg oL/R) = nx,onde n =1, 2, 3, ..., a constante é nula e a corrente
vai diretamente para o regime estaciondrio. Se (¢ — arc tg % = (1+2n)r/2,

o transitério tera a maior amplitude possivel.

A segunda parte de (50) é a corrente em regime estacionario, atrasada
de arc tg (oL/R) em relagéo a tenséo aplicada. Esta solugéo particular, obtida
por integracéo, pode ser encontrada pelo método dos coeficientes a determinar.
O método se aplica quando a funcéo introduzida é senoidal, co-senoidal ou
exponencial, pois, para tais funcbes, as diferenciacdes sucessivas originam
fungées semelhantes. Para aplicar o método a equacdo (48), cujo segundo
membro é V___sen (ot + ¢), admitimos uma corrente particular dada por:

ip = A cos (0t + ¢) + B sen (wt + ¢) 1)
onde A e B sio constantes. A primeira derivada é, entfo:
% , = —Aw sen (ot + ¢) + Bo cos (0t + ¢) 52)

Substituindo essas expressdes de ip e i’p em (48), obtemos:

A @ sen (0t + ¢) + Bo cos (ot + ¢)}

R (53)

L

max

L

+ 7A cos (ot + 0) + B sen (0t + ¢) = sen (of + 0)
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Reunindo os termos semelhantes, temos:
(~A® + BR/L) sen (0wt + ¢) + (Bo + AR/L) cos (Wt +¢) =
(GZ))

Vmax
=7 sen (ot + )

Igualando, agora, os coeficientes dos termos semelhantes obtemos duas
equacgoes em A e B, a saber:

~Aw+BRIL=V,_, JL ¢ Bo+AR/L=0 (55)

—oLV RV 56)
onde: A = - " o p oo me
R% + o°L R + w*L

Substituindo esses valores na equacéo (51), a corrente particular fica:
—LV R

. max
1 5 5.5 COS (O + +
(1)2 Lz ( ¢)

T 3 sen (Wt + ¢) 57

__RV
R? + 2L

58)
y —_— e —_—
oui: = D2 . 972 sen ((!)t + ¢ arc tg ﬁ)ll/R)

que é a mesma solugio particular obtida anteriormente por integracéo.

Transitorio RL Senoidal

O circuito RC da Fig. 16-17 fica com uma tenséo senoidal aplicada, ao
fechar-se o interruptor. Aplicando-se a lei de Kirchhoff, obtém-se:

Ri + % J idt =V . sen (of + ¢) 59)

Difere

A fung

e a solucdo pa
minar, é dada

A solu

1 =ce

Para
corrente inicia
t =0, obtém-se

V.

max

R

S¢

ou ¢ =



54)

.obtemos duas
(55)

(56)

articular fica:

Fé) (67

48

;racao.

al aplicada, ao

59)
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Diferenciando e empregando o operador, obtém-se:

1Y, _ W
(D + R—]l =g cos (ot + ) (60)

] ﬂ’ %R
Ve senv?wt + ¢) T

/I\C

Figura 16-17

A fun¢do complementar é:

i, = ce/RC (61)
e a solugéo particular, obtida, seja integracio, seja pelos coeficientes a deter-
minar, é dada por:

|

ma:

ip = msen (Wt + ¢ + arc tg 1/0CR) 62)

A solugéo completa é:

i = ceV/BC 4 msen (ot + ¢ + arc tg 1/oCR) ~ (63)

Para determinar a constante ¢, facamos ¢ = 0 na equaciio (59). A

corrente inicial ficai, = —5 sen ¢. Substituindo na equacéo (63) e fazendo-se
Y R

t =0, obtém-se:

max

i
R sen 0 =cl) + m sen (¢ + arc tg 1/0wCR) (64)

1% \%
- _max . 1/0CR) (6
ou ¢ R sen 0 R+ (LoC) sen (¢ + arc tg 1/wCR) (65)
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Substituindo esse valor de ¢ em (63), obtém-se a corrente completa:

|4 1%
i = et/RC [ }';X sen ¢ — msen (¢ + arc tg 1/0CR) } +

v,
IR T (LaCE S (@ + ¢ + arc tg 1/0CR) 66)

O primeiro termo é o transitério com o fator de decrescimento e*/EC. Qs
termos entre colchetes constituem uma constante. O segundo termo é a cor-
rente em regime estaciondrio, adiantada de arc tg (1/0CR) em relacdo a tenséo
aplicada.

Transitorio RLC Senoidal

Ao fechar-se o interruptor do circuito série RLC da Fig. 16-18, aplica-se
uma tenséo senoidal. A equacio que se obtém é:

Ri +L—+—Izdt

Voax S€D (0F + ¢) (67)
o\&
ﬁ' R
U=
V. sen (wé + ¢) T L
T~C
Figura 16-18

Diferenciando e introduzindo o operador, obtém-se, portanto:

R 1 oV
(D2 + ZD + E)l = Tmax cos (wf + ) (68)

Asolu

como se segue.
ei” e subst
enconfrados it
anteriormente
senoidal simpl

' = TRE

A funy
examinada ar
amortecido ou

Caso
caso de supei

B =(R/2L)?

&

Caso
caso de amort

N

Casao
do-se o caso d




: completa:

/®0CR) } +
(66)

into e t/EC_ Qs
ermo € a cor-
:acdo a tensio

i-18, aplica-se

(67)

nto:

(68)
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A solucgio particular é obtida pelo método dos coeficientes a determinar,
como se segue. Faz-sei_ = A cos (¢ + ¢) + B sen (0t + ¢). A seguir, calculam-se
i’p ei” e substituem-se os resultados na equacio (67). Os valores de A e B séo
encontrados igualando-se os coeficientes dos termos semelhantes, como se fez
anteriormente no caso do circuito RL. Exprimindo o resultado como uma fungéo
senoidal simples, a solugdo particular fica:

) Vimax (1/oC — oL)
i, = VB 7 /oC — ol sen (mt + ¢ + arc tg R ] 69)

A funcdo complementar é idéntica a do circuito em série RLC em CC, ja
examinada anteriormente, cujo resultado era superamortecido, criticamente
amortecido ou oscilatério, dependendo de R, L e C.

Caso 1 (R/2L)? > 1/LC. As raizes sio reais e desiguais, acarretando o
caso de superamortecimento. D; = o + $ e D, = o — B, sendo o = — R/2L e
B=V(R/2L)> ~ 1/LC. Asolugdo completa é dada por:

i = e‘”(cleﬁt + cze’Bt) +

\%4 _
NI (1/’::(’; ~ oL sen ((ot + ¢ + arc tg %@] (70)

Caso 2 (R/2L)? = 1/LC. As raizes sdo reais e iguais, produzindo-se o
caso de amortecimento critico. A corrente completa é:

. _ 08
1 =e%cy + cyt) +

|

max

(1/aC — ol)
VR? + (/oC — L) °"

(cot + ¢ + arc tg — ) 71

Caso 3 (R/2L)? < 1/LC. As raizes sio complexos conjugados, produzin-
do-se o caso de oscilacéo. A corrente completa é:

i = e%c, cos Bt + c, sen Pt) +

v

max

VR? + (1/0C - oL)

5 sen [mt + ¢ + arc tg (l/mCR%—mL)]
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onde B = V1/LC — (R/2L)2. (72)

As solugdes particulares das equagdes (70), (71) e (72) sdo iguais, ao
passo que a corrente transitéria, dada pela funcdo complementar, difere em
cada caso. No caso 3, por exemplo, o transitério contém um par de funcdes
senoidais, de frequéncia B rad/s, uma funcéo, geralmente, diferente de o da
solugfio particular. O aparecimento da corrente, durante o periodo transitério,
é, conseqiientemente, impossivel de se predizer, possuindo, quase sempre, uma
forma muito irregular. Depois que o fator de decrescimento anula o transitdério,
a corrente fica adiantada ou atrasada em relagio a tensédo aplicada, depen-
dendo dos valores absolutos das reatancias 1/wC e L em arc tg (1/oC — oL)/R.

Transitorios em Malha Dupla

Aplicando-se a lei de Kirchhoff para as tensdes a estrutura de duas
malhas da Fig. 16-9, obtém-se o seguinte conjunto de equacdes diferenciais
simultineas:

di,
Ri,+L,— +Ri,=V

14¢ 12

di
Ry + @, + Ryiy + Ly 22 =V (73)

il

VT
Empregando a notagéo com operador e reagrupando, temos:

(D + R/Li, + (R,/L)iy = V/L,

Figura 16-19

Com o
determinantes

D+

R,

O det
poténcias decr
aparece um te
Logo:

D2

Aequ
caso A%—-4ARB
do valor zero
equacdo (43).
constante que

ou



(72)

sdo iguais, ao
tar, difere em
ar de funcoes
rente de ® da
do transitério,
3 sempre, uma
1 0 transitoério,
licada, depen-
'oC - wL)/R.

itura de duas
s diferenciais

(73)
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) R, + Ry
Ry/Lyi, +|D + *T i, = V/L2

D + R/L, R/L, ; V/L
R, +R,| | = ! 74)
ou D+ 2| i V/L (
R,/L, + L, 2 2

Com o fim de obter uma equacéo de i, independente de iy, €mpregamos
determinantes. Temos, portanto:

D+ R/L, R/L, V/L, Ry/L,
R, +R,| ; = R, +R 75)
1 2l I 1 2 (
RyL, P+ v, Pror

O determinante do primeiro membro é desenvolvido e ordenado em
poténcias decrescentes de D. No desenvolvimento do determinante da direita
aparece um termo D(V/L,) que é nulo, ja que D = d/dt e VIL, é uma constante.
Logo:

RL, + RL, +R,L RR
{D2+(11 1 12]D+ =21, = VR/LL, (76)

T 1
LiL, LiL, |

A equagio caracteristica é da forma D, + AD + B =0, porém, como neste
caso A% —4AB > 0 para todos os valores das constantes do circuito (com excecdo
do valor zero para L, ou L,), a fun¢dio complementar é da forma dada na
equacéo (43). Como a fungéo aplicada é constante, uma solugéo particular é a
constante que satisfaz a equacéo, logo:

(R 1R2

Lle]ilp = VRy/L,L,

ou iy, = V/R, 77)
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Aplicando 0s mesmos métodos para i,, obtemos: As tens
D + R,/L, R,/L, D+ Ry/L, V/L, ve=Ri
R, +R,| 2= (78)

rRyL, Pr—f R/L,  V/L, v
1,836
Ap6s a expansao dos dois determinantes, chega-se ao seguinte resultado: 1,0-
0

R L + R + R.L R.R

D2 4 |~ ol 12D+12i2=0
L,.L, L.L,

A equagio caracteristica é a mesma da equagéo (76); conseqiientemen-
te, as fungdes complementares sio iguais. Entretanto, a solugéo particular de i

é nula, ja que a equacdo é homogénea. (b) Faz
. . i . . .. 1,836 a
O exame do circuito mostra que isso é perfeitamente razoavel, ja que
no regime estaciondrio L, aparece como um curto-circuito no ramo R,L,, anu- (c) Qua
lando a corrente nesse ramo. R, é, portanto, a tinica limitacdo & corrente em faz-se 1
regime estaciondrio, cujo valor é i, = V/IR,, dado na equacéo (77). Assim,
16.2 Achar ¢
Problemas Resolvidos indutan:
po mag
16.1  Fechando-se um interruptor, aplica-se, no instante ¢ = 0, uma tens3o constante V
=100 Va um circuito em série AL, onde R = 50 ohms e L = 10 H. Determinar- (a) Empre
as equagdes de /, vy e v;; (b) a corrente em t= 0,5 s e () o instante em que vg=v,. instant
(@) A equacio diferencial do circuito é: P =1
500 + 102—;: 100 ou D + 5 =10 (nH pp =10
e a solucéio completa é: br =F
P=ip+i =ce™ + 2 2) A ener
: 1
Quando¢=0,iy=0e0=C(1) + 2 ou C =— 2. Ento, -2
i=2(1-e) 3)
Ainteg

mostrado na Fig. 16-20(a).
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As tensoes correspondentes nos elementos de circuito séo:

. di
‘L, vp=Ri=1000l-e™) e vy =L - = 100 @
(78)
/L
2 2,0 100
1,836
. UR
nte resultado: 1,0 t 50 -
Uy
T T T T 0 . T T T— ¢
0,2 040506 08 o2 o4 06 08
(a) 0,1386 ®)
leqlientemen- Figura 16-20
irticular de i,

(b) Fazendo ¢ = 0,5 s em (3), obtém-se i = 2(1 — e209) = 2(1 - 0,082) =

p .. 1,836 amperes.
oavel, ja que

10 R,L,, anu- (¢) Quando v, = v;, cada um ser4 50 volts; como a tenséo aplicada é 100,
. corrente em faz-se vy ou v, igual a 50 V resolve-se para £. De (4), v; = 50 = 100e™%.
Assim, e = 0,5 ou 5t = 0,693, e £ = 0,1386 s.

16.2 Achar as equagbes de p; e p, no Probl. 16.1 e mostrar que a poténcia na
indutancia responde pela energia de regime estacionario, armazenada no cam-
o po magneético.
10 constante V
determinar: (a) Empregando a tenséo e a corrente, obtidas no Probl. 16.1, as poténcias

mque vy =v,. instantaneas ficam:
P = Ugi = 100(1 — e) 2(1 — e = 200(1 — 2e7% + 10
) py = vk = 10065 2(1 — %) = 200(e ™™ — 1%
Pp = Pp + p = 20001 — ™)

2) A energia de regime estaciondrio, armazenada no campo magnético, é

= %Lﬂ = —;—(10)(2)2 = 20 joules.

&) o
Aintegraldep; det=0at=w 6 W = J 200(e™ — e 1% dt = 20 joules.
0
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16.3 No circuito em série da Fig. 16-21, fecha-se o interruptor na posig¢ao 1, no

instante t= 0, aplicando-se a fonte de 100 volts ao ramo AL; quando t =500 s,

o interruptor é levado para a posigéo 2. Obter as equagbes da corrente nos dois
intervalos e discutir o transitério.

1 / 2 N 100Q
+
T 17 e

Figura 16-21

Com o interruptor na posigéo 1, a equacéo é:

100 + 0,2% = 100 ou (D + 500y = 500 (1)
e a corrente completa é: i = ¢, e 1+ 10 @

Para ¢ = 0, i = 0. Usando a condigéo inicial em (2), 0 = () +100uc =
1,0. A corrente &, entéo:

i = 1,001 — 7500 3)
Aos 500 us esse transitério é interrompido e a corrente fica:

i = 1,001 — e5006G00x 10 _ 1001 _ 0,779) = 0,221 A. @)

1,0

-

0,5 -
0,221 4--,

Figura 16-22
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A equagi
16-22 tea
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figura.

Repetir o

A primei
obtida n
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100: + (

cuja solv

Parat =
=c(1) —¢(
=0,721
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16.4

Com o interruptor na posicéio 2, a tenséio aplicada é 50 V, com a mesma
polaridade da fonte de 100 V e a equagiio é:

100: + 0,2% =50 ou (D + 500% = 250 (5)

queda i =¢,e?0-D 4 05 (6)

onde £’ = 500 ps. Quando ¢ = ¢’ na equagdo (6), a corrente é 0,221 ampeéres
como em (4). Logo:

i =0221cy1) + 0,5 e ¢, = 0,279
Entdo, parat>¢, i=—0,279¢500 -9 o5 7

A equagéo (3) aplica-se para 0 < ¢t < ¢’ e o transitério tracejado da Fig.
16-22 tende para o valor 1,0 em regime estaciondrio. Assim, em #’, quando
a corrente é 0,221 A, o interruptor é deslocado para a posicdo 2 e a
equacéo (7) aplica-se para ¢t > £ com o valor final 0,5 A, como mostra a
figura.

Repetir o Probl. 16.3 invertendo a polaridade da fonte de 50 volts.

A primeira parte do transitério com o interruptor na posi¢do 1 é a mesma
obtida no Probl. 16.3, isto é, i = 1,0(1 — ¢5%%) com i = 0,221 ampéres em
t =500 ps.

Invertida a polaridade da fonte de 50 V, resulta a seguinte equagéo:

100; + 0,2 % =-50 ou D + 500) = —250 (1)
cuja soluciio é i = c e?0¢ - _q 5 @

Para ¢ = a corrente é 0,221 ampéres. Substituindo na equacéo (2), 0,221
=¢(1) - 0,5 ouc = 0,721. A equacéo da corrente para ¢ > £’ é, portanto:

=0,721 800t~ 1) _ 0,5

A Fig. 16-23 mostra a corrente transitéria, cujo valor final é — 0,5 A, ja que
seu sentido, aplicada a fonte de 50 V, é oposto ao sentido de i admitido
como positivo.
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0,5+
0,221 4

0 = t
i

-0,5

Figura 16-23

16.5 Uma tensdo constante V = 100 volts é aplicada, no instante ¢t = 0, a um circuito

série RC, onde R = 5000 ohms e C = 20 pF. E nula a carga inicial no capacitor.
Determinar as equagoes de i, vy e v.

Ao fechar-se o interruptor, a equacéo é:

5000 + idt = 100 1)

20 ><1 106 I

Diferenciando e empregando a notagéo de operador, temos:
(D + 10) = 0 com uma solucéo i = ¢ e 1% o

Fazendo ¢ = 0 na equagfio (1), tem-se a corrente inicial i, = 100/5000 = 0,02
amperes. Substituindo-se em (2), obtém-se ¢ = 0,02. A corrente é, entéo:

i=0,02 20 3)
e as tensdes transitérias nos elementos de circuito séo:

Ri = 5000(0,02 ¢19%) = 100 10

Ur

it

Vo = & J idt = 0_6 j 0,02 e 1%dt = 100(1 — 1%

A Fig. 16-24 mostra os transitérios. Em regime estaciondrio, v, = 0
evs=100V.

16.6

16.7

0,02

0,01

O capaci
inicial g :
se o circ
Determin

Ao fechs
1000; +

e a solug

A fonte
carregal
capacito
= 25 vol
t=0,a
ampere
1=0,07

Repetir ¢

A equag
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0,02 100
0,01 i 50
0 T T T T— T 0 T
1 2 3 4
(@)
Figura 16-24

), a um circuito 16.6 O capacitor de 20 uF do circuito RC mostrado na Fig. 16-25 tem uma carga
al no capacitor. inicial g, = 500 microcoulombs, com a polaridade mostrada no diagrama. Fecha-

se o circuito quando t = 0, aplicando-se a tensé@o constante V = 50 volts.
Determinar a corrente transitéria.

(1) O\O
4 ﬁ’ 10000
50 V=
) % {!\ 20 pF
10/5000 = 0,02 .
nte é, entdo: Figura 16-25
3 Ao fechar-se o interruptor, a equacdo é:
1000i + oo o Jidgt=50 ou @ +500=0 )
easolucioé: i=ce ™ 2)

101 A fonte de 50 volts debita uma corrente no sentido indicado no diagrama,

carregando com carga + a placa superior do capacitor. A carga inicial g, do

nério, vy, = 0 capacitor tem uma tenséo equivalente V= q,/C = (500 x 1076)/(20 x 2075)
= 25 volts, que também envia uma corrente no sentido de i. Entdo, em
t = 0, a corrente inicial é i, = (V + q/C)YR = (50 + 25)/1000 = 0,075
amperes. Substituindo na equacéo (2), encontra-se ¢ = 0,075; entéo,
i =0,075 7%,

16.7 Repetir o Probl. 16.6, partindo da equacao da carga transitéria.

A equacéo em funcéo da carga é:
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1000 %‘f + m =50 ou D + 50)q = 0,05 (1)

cuja solugio é: g =ce % +1073 )

Quando ¢ = 0, o capacitor possui uma carga positiva de 0,5 x 1072
coulombs, na placa inferior. A polaridade da carga depositada, durante o
transitério, é positiva na placa superior. Assim, faz-se g, = 0,5 x 10%et=0,
na equacio (2), achando-se ¢ = —1,5 x 1073, Entdo, g, = —1,5 x 102 ¢ 5% 4
1073 e a corrente transitéria é i = dg/dt = 0,075 e 73,

10—3, ________________________________
0,5 X 10° g
0 T T T T t
/ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
-0,56 X 107+

(a)
Figura 16-26 (a)

O diagrama da Fig. 16-26(a) mostra que o capacitor tem uma carga inicial
de 0,5 x 10-3C, positiva na placa inferior, e uma carga final de 1,0 x 1073C,
positiva na placa superior. A Fig. 16-26(b) mostra a corrente transitéria
I =dq/dt.

0,075

0,050

0,025

t

T T T T T T T
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
(b)

Figura 16-26 (b)

16.8 No circuito da Fig. 16-27, o interruptor é fechado na posicédo 1, quando t=0, e,

decorrida uma constante de tempo, é deslocado para a posi¢éo 2. Determinar a
corrente transitéria completa.

Estando
aplicaca

i=c e
Quando
¢, = 0,04
1=0,04.
Esse trz

MiCrosse
amperes

Quando
nas plac
tensdo €
corrente
corrente

7 =3
z—cze

Quando
3):cy =

A correr
corrente



(D

@

le 0,5 x 1078
ida, durante o
ix103%et=0,
x 1078 ¢750¢

a carga inicial
le 1,0x 1073C,
ite transitoria

luando t=0, e,
2. Determinar a
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4

W/ r
%i o

20 V= =40V
T_,_ /!\0,5 uF

Figura 16-27

Estando o interruptor na posi¢do 1, a equagdio diferencial, obtida por
aplicagéio ao circuito da lei de Kirchhoff para as tensées, é:

—t/RC —4000¢ )

i=c, e =c e

Quando ¢ =0, i; = V/IR = 20/500 = 0,04 amperes. Substituindo em (1),
0

¢, = 0,04 e a corrente no intervalo0 <¢ <1 CT é:

i = 0,04 000 @)

Esse transitério prossegue até £ = 1 CT = RC = 500 (0,5 x 1076) = 250
microssegundos. Nesse ponto a corrente tem o valor i = 0,04 ¢! = 0,0147
amperes.

Quando o interruptor é movido para a posi¢do 2, o capacitor tem carga
nas placas, acarretando uma tensio v, = 20(1 - e!) = 12,65 volts. Essa
tenséo e a fonte de 40 volts debitam corrente em sentido contrério ao da
corrente origindria da fonte de 20 volts. Fazendo # = 1 CT, a equacéo da
corrente para o segundo transitério é:

i= 02 e—4000(t~t’) (3)

Quando ¢ = ¢, i = — (40 + 12,65)/500 = — 0,1053 ampéres. Substituindo em
(3): ¢y =— 10,1053 e a corrente é:

i = —0,1053 ¢~ 4000¢ - D)

A corrente transitéria completa estd mostrada na Fig. 16-28. Apés 1/t, a
corrente tem para valor maximo — 0,1053 ampéres.
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Figura 16-28

16.9 Determinar a carga transitéria do Probl. 16.8 e diferencia-la para obter a cor-

rente.

A equacéo da carga, estando o interruptor na posicéo 1, é:

500 %L + — 94— =90 ou (D + 4000)g = 0,04 )

easolugdo é: q = ¢, 0% + 10 x 1076 )

Quando ¢t = 0, g, = 0. Usando essa condigéo inicial em (2), obtém-se
¢; =—10x 1078 ¢, entéo, temos:

g = 10 x 1076 (1 — 1000t 3

Esta equacéio se aplica para 0 <¢ <#, onde £ = 1 7. Para 1 1 a carga no
capacitor é ¢ = 10 x 1078 (1 —e™1) = 6,32 x 10~ coulombs.

Quando o interruptor est4 em 2, a equacéo diferencial é:

dg ., g  _ -
500 o 05 x 10° = —-40 ou (D + 4000)q = 0,08 C))

easolugiio é: g = ¢, e 00¢-*) _ 20 x 10°¢ %)

Determina-se agora c, pela substituicdo do valor de g a 1 1 e fazendo
t = 11 na equacio (5). Assim, 6,32x 107 = cy(1) - 20 x 108 ou ¢y = 26,32x
x 1078, Entéo, temos:

q = 26,32 x 1076 ¢4000¢-5) _ 90 x 106 6)

16.10

A Fig. 1«
transit6r
Assim, n

d

e quandc

_ 4
T dt

Resultad

i {2

Uma tens
RLC em
Determin;
capacitor

Depois d
3000: + 1

As raizes

L=Cle




ra obter a cor-

€3]
@

2), obtém-se

3)

. T a carga no

8 4)

%)

1t e fazendo
nu c, = 26,32x

(6)
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16.10

10 X 10°
6,32 X 10°

-10 X 10°4

-20 X 10°

Figura 16-29

A Fig. 16-29 mostra a carga transitéria completa. Obtém-se a corrente
transitéria correspondente pela diferenciacdo das equacdes (3) e (6).
Assim, no intervalo 0 < ¢ < £, corrente é:

. d
i =—

rr {10 x 10—6(1 _ e—4000t)} = 0,04 4000z

e quando ¢ > ¢, temos:

d

= %[26,32 x 1076 £4000¢-8) _ 90 x 107% = —0,1053 4000¢~?)

i
Resultados idénticos foram obtidos na equacéo (2) e (4) do Probl. 16.8.

Uma tensédo constante V = 50 volts é aplicada, no instante f = 0, em um circuito
RLC em série, em que R = 3000 ohms, L = 10 henrys e C = 200 microfarads.
Determinar a corrente transitéria e o valor maximo da corrente, admitindo que o
capacitor ndo tem carga inicial.

Depois de fechado o interruptor, a equacgio é:

. di 1 .
30001+1OE£+W Ildt=50 ou (D2+3OOD+500)L =0 1)

As raizes da equagdio caracteristica sdo D, = —298,3 e D, =~ 1,67, e

i = cl e—1,67t + cz e—298,3t (2)
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16.11

Para determinar c, e ¢, utilizamos duas condiges iniciais. Como o circui-
to contém induténcia, a fungéo corrente deve ser continua. Portanto,
como i = 0 quando ¢ = 0 —, i deve ser zero, também, quando ¢ = 0 +. Assim,
da equagdo (1), 10 di/d¢ = 50 e di/dt = 5. Escrevendo, agora, a equagdo (2)
parat=0:0=c; (1) + ¢, (1) ou ¢; + ¢4 = 0. Fazendo ¢ = 0 na primeira
derivada de (2) e fazendo di/dt = 5, tem-se 5 = — 1,67 c; — 2983 c,.
Resolvendo as duas equacdes, encontramos ¢, = 0,0168 e c, = — 0,0168.
Ent3o, temos:

i = 0,0168 ¢ 167 _ (00168 2983 @)

Determinamos a corrente maxima fazendo di/df = 0 e resolvendo em
relacdo a ¢.

di/dt = (0,0168) (— 1,67)e 67 — (0,0168) (-298,3)e 293t = 0 ou ¢ = 0,0175
segundos.

Levando este valor de ¢ & equacdo (3), obtemos 0,0161 ampéres.

Uma tenséo constante V= 100 volts é aplicada, no instante t = 0, em um circuito
RLC em série,emque R=50Q, L =0,1He C=50 uF. Determinar a corrente
transit6ria, supondo nula a carga inicial do capacitor.

Depois de fechado o circuito, é a seguinte a equacéio diferencial:

. di 1 . .
507 + 0,1 F7IR 50 x 106 szt:lOO ou (D?+500D +2x10%i=0 (1)

As raizes da equacdo caracteristica sdo D, =-250 +;371 e D, =— 250 —
—7371; portanto, a corrente é:

i =e%(c, cos 371t + ¢, sen 371¢) 2

A corrente é nula quando ¢ = 0. Logo, de (2), i =0=(1)c, cos 0 + ¢, sen 0)
ec; =0.

Aequacgdo 2)fica i=e2%c, sen 371¢ 3)
Diferenciando (3), temos:
di/dt = c, {67250 (371) cos 371¢ + e~ 250 (—250) sen 3714 @

De (1) para t = 0, 01(di/dt) = 100 ou di/dt = 1000. Substituindo em (4)
parat =0, di/d¢ = 1000 = ¢, 371 cos 0 e ¢, = 2,7. Logo, a corrente é i = ¢=25%
(2,7 sen 371¢).

16.12 Uma tensi
o =0,emi
equagao ct

Depois de
50 + 0,2

A funcido

Para dete
cientes a (

L, = A co
Entio i

Substitun
(—500A s
= 750 se1
Igualandc
-5004A +
Resolvenc

i =-12
P

A corrente
Parat=0
i =12 ¢

AFig. 16-
mente pai
tensédo ap.



Como o circui-
wa. Portanto,
t =0 +. Assim,
, a equacéo (2)
0 na primeira

¢, — 2983 Cy.
c, = — 0,0168.
)

esolvendo em
rout =0,0175
gres.

em um circuito
Vinar a corrente

cial:
10% =0 (1)
s D, = — 250 —

@

s 0+ ¢, sen 0)

(&)

€]

tuindo em (4)
mte é { = ¢~250¢
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16.12 Uma tensdo senoidal v =150 sen (500t + ¢) é aplicada, no instante em que

¢ = 0, em um circuito AL em série, em que R =50 Qe L = 0,2 H. Determinar a
equagdo completa da corrente.

Depois de fechado o circuito, a equacso é:

50i + 0,2% = 150 sen 500t ou (D + 250) = 750 sen 500 (1)

A funcgo complementar é i, = c e 25,

Para determinar a solu¢fo particular, empregaremos o método dos coefi-
cientes a determinar e suporemos uma corrente particular; logo:

ip = A cos 500t + B sen 500t 2)
Entao i’p = -500A sen 500t + 500B cos 500¢ 3

Substituindo na equacéo (1) essas expressoes de i e i’, obtemos:

(— 500A sen 500¢ + 500B cos 500t) + 250(A cos 500¢ + B sen 500z) =
= 750 sen 500¢

Igualando os coeficientes de sen 500¢ e de cos 500¢, obtemos:

-500A + 250B = 750 e 500B + 2504 = 0 @
Resolvendo o sistema, encontramos A = - 1,2 e B = 0,6. Entéio, temos:

ip = -1,2 cos 500t + 0,6 sen 500t = 1,34 sen (500t — 63,4°) ®)

A corrente completa é:i = ¢ e 2% + 134 sen (500t — 63,4°) (6)
Parat=0,i=0=c(1) + 1,34 sen (-63,4°) e c = 1,2. Dai, temos:
i=12¢e2% 4 134 sen (500t — 63,4°) 7)

AFig. 16-30 4,1 e sua soma i. Cessado o regime transitério (aproximada-
mente para ¢ = 5 CT), a corrente ¢ senoidal e est4 atrasada, em relagsio 2
tensdo aplicada, de 6 = arc tg oL/R = 63,4".
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2,0

1344 ... /..
1,24 ;
1,04

T T
3w 4/m

~1,0
1,2
-1,34+

Figura 16-30

16.13 Que valor devera ter o angulo ¢, no instante em que se fechar o interruptor do
circuito descrito no Probl. 16.12, para que a corrente va diretamente ao regime
estacionario, sem transit6rio?

Se ¢ # 0, tem-se, da equacéio (6) do Probl. 16.12:
i =c e?% 4 134 sen (500t + ¢ — 63,4°)

Para ¢t =0, 0 = ¢(1) + 1,34 sen (¢ — 63,4°). Se a constante ¢ é nula, o
transitério é zero; isso ocorre quando ¢ = (63,4° + n180°), paran =0, 1,
2, ...

16.14 Uma fonte de tensdo senoidal v = 250 sen (500t + ¢) é aplicada a um circuito
série AC, em que R = 100 ohms e C = 25 uF, no instante em que ¢ = 0°.
Determinar a corrente, admitindo que n#o haja carga inicial no capacitor.

Ao fechar-se o interruptor, a equagiio diferencial do circuito é:

. 1
1 — = lidt= 1 .
= fz dt = 250 sen 500¢ ou (D +400)i = 1250 cos 500t (1)

A fungdo complementar é i, = ¢ ¢ %0

Para determinar a solugdo particular, faz-se 0 2° membro da equagéio em
funcdo do operador ser a parte real de 1250 ¢/°°* e, entéo, supde-se uma
corrente particular dada por:

ip — Kei500t (2)

Logo:

i’p = j50(
Substitui
j500 K/

donde K
como a te
real de (2

i = 400t

Parat=(
G)comt:

i=-1,2¢
=-12

16.15 Fechando
¢ = 45°, g}
carga inici
no diagran

O circuitc
A equaca

D + 40C

A fungéo
é deslocat
€, entao:



» interruptor do
:nte ao regime

ec é nula, o
raran =0, 1,

L a um circuito
n que ¢ = 0.
pacitor.

é:

08 500t (1)

1 equacio em
upoe-se uma

@
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Logo:
i’p = j500 K /500t 3)
Substituindo esses valores de i e i’ na equacéo (1), obtemos

7500 K™% + 400(K &%) = 1250 ¢/500¢ 7

donde K = 1,955/-51,3°. Este valor de K é levado a equagéo (2), porém,
como a tensdo aplicada era a parte real de 1250 &/5°%  a corrente é a parte
real de (2) e ip = 1,955 cos (500t — 51,3°). A corrente completa é:

i =c*0% 4 1955 cos (500t — 51,3%) %)

Para t = 0, equacéio (1) é 100i = 250 sen 0 ou i = 0. Empregando a equacéio
(6) com ¢ = 0, temos ¢ = — 1,22. Logo:

i = =1,22¢719% 1 1955 cos (500¢ — 51,3°) =
= — 1,229 1 1,955 sen (500¢ + 38,7°)

16.15 Fechando-se o interruptor do circuito RC da Fig. 16-31, no instante em que
¢ = 45°, aplica-se a fonte de tensdo senoidal v = 25 sen (500t + ¢). Existe uma
carga inicial g, = 5000 x 10~® coulombs no capacitor com a polaridade mostrada
no diagrama. Determinar a corrente completa.

ﬁ’ 100Q
Gl i
qo+/]\ 25 uF

Figura 16-31

O circuito e a tensdo senoidal s@o os mesmos do Probl. 16.14, com ¢ = 45°.
A equacio diferencial expressa por operador é:
(D + 400) = 1250 cos (500t + 45°) (1)

A funcédo complementar é a mesma do Probl. 16.14 e a corrente particular
€ deslocada de 45°, isto é, i = 1,955 sen (500¢ + 83,7°). A corrente completa
é, entéo:

i =c e ¢ 1955 sen (500t + 83,7°) @
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Quando ¢ = 0, hd duas tensdes aplicadas. A tensfo do capacitor carregado
éV =q,/C=(5000x 107-8)/(25 x 107) = 200 volts. A tensdo instantanea da
fonte é v = 250 sen 45° = 176,7 volts. O exame do circuito mostra que essas
tensGes tém a mesma polaridade; portanto, a corrente inicial é i, = (200 +
176,7)/100 = 3,77 amperes. Usando a equacgdo (2) com i = 3,77, quando
t = 0, encontra-se ¢ = 1,83; por conseguinte, a corrente procurada é:

i = 1,83 1 1955 sen (500¢ + 83,7°)

16.16 O circuito em série ALC da Fig. 16-32 tem uma fonte de tensdo senoidal v = 100

sen (1000t + ¢). Sendo o interruptor fechado quando ¢ = 90°, determinar a
corrente, supondo nula a carga inicial do capacitor.

/[\50 uF

Figura 16-32

Depois de fechado o interruptor, a equacao do circuito é:

50 + O,lg +

1 . .
dt " 50 x 100 J- idt = 100 sen (1000¢ + 90°)

ou (D% + 500D + 2 x 10%)i = 10% cos (1000t + 90°) 0))

O célculo das raizes da equagfo caracteristica é deixado como exercicio
para o leitor.

A corrente complementar ¢ i, = 2% (¢, cos 371t + c, sen 371%), e a
corrente particular, determinada pelo método empregado no Probl.
16.14., é ip = 1,06 sen (1000¢ + 32°). A corrente completa é, portanto:

i = e®" (¢c; cos 871t + c, sen 371¢) + 1,06 sen (1000t + 32°)  (2)
Da equacdo (1) para t = 0, i, = 0 e di/dt = 1000. Substituindo em (2)
encontra-se ¢; = —0,5662. Diferenciando (2), obtém-se:

di

g = ¢ 0% (-8T7lc; sen 371t + 37lc, cos 371%) +

+(c, cos 371t + ¢ sen 371#)(-250e725%) + 1,06 (1000) cos (1000¢ + 32°)  (3)

Substitui:
=-0,104.
i = =250t

16.17 Um circuil
microfarad
interruptor
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16.17

16.18

Substituindo £ = 0, ¢; = - 0,562 e di/dt = 1000 na equacéo (3), acha-se Cy =
=—0,104. A equagdo (2) fica, finalmente:

i = e250¢(_0,562 cos 371t — 0,104 sen 371#) + 1,06 sen (1000¢ + 32°)

Um circuito ALC em série, com R = 100 ohms, L = 0,1 henry e C = 50
microfarads, tem uma fonte de tensdo senoidal v = 100 sen (1000t + ¢). Se o
interruptor for fechado quando ¢ = 90°, determinar a corrente, supondo que nao
haja carga inicial no capacitor.

Fechado o interruptor, a equacéo do circuito é:

. di 1 . .
100 + 0,1 5 + === J idt = 100 sen (1000t + 90°)

ou (D? + 1000D + 2 x 103 = 108 cos (1000t + 90°) )}
As raizes da equagfo caracteristica sdo D, = —-276,5 e D, = — 723,5.

A funggo complementar é i, = ¢, 72765 = ¢, ¢7235 ¢ a solugio particular,
obtida pelo método empregado no Probl. 16.14, é ip =0,781 sen (1000¢ + 51,4°).
A corrente completa é, portanto:

i =c, €265 4 ¢, o725 + 0,781 sen (1000t + 51,4°) 3]

Para determinar as constantes ¢, € cy, calculam-se i e di/dt para ¢t = 0, na
equacéo (I). Substituindo os resultados, i = 0 e di/dt = 1000, na equacio
(2), obtém-se:

ip = 0 = c,(1) + ¢cy(1) + 0,781 sen 51,4° ou ¢, +¢,=-0610 (3)
Diferenciando (2) e fazendo ¢ = 0 e di/dt = 1000, temos:

di/dt = 1000 = -276,5c, — 723,5c, + 781 cos 51,4° ou

= 276,5¢, + 723,5¢, = 513 4)
Resolvendo (3) e (4) simultaneamente, ¢, = 0,161 ¢, =—0,771. Entéo:

i = 0,161 2765 _ 0771 ¢ 7235t 1 (0,781 sen (1000t + 51,4°)

O interruptor da estrutura de duas malhas, apresentada na Fig. 16-33, é fechado
quando t = 0. Determinar as correntes transitérias de malha, i, e i,, e a tenséo
transitdria no capacitor, v,.
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Figura 16-33

Aplicando as duas malhas a lei de Kirchhoff para as tensées, tem-se:

20i, — 10i, = 50 ou 2Di, = Di, @)

~10i, + 10¢ +; Ji dt=0 ou —Di, +(D+5x10%i,=0 @)
1 2 2 x 10—6 2 1 2

Da equacio (1), Di, = —21—Di2. Substituindo em (2), obtém-se:

1. ; .
- (51)12) + D + 5 x 104)L2 =0 ou D+ 105)12 =0 3)
A solugéo da equacgio (3) contém uma fun¢do complementar, j4 que a
equacio é homogénea. Entio:

iy = ¢ e10% @

Fazendo ¢ = 0 na equagso (2), ~10z; + 10i, = 0 ou Iy =i, Assim, a equacéo
(1) parat =0 fica 20:, - 10i, = 50 ou Iy =i, =5 amp. Substituindo em ),
obtém-se ¢ = 5. Entjo:

= 5 o 10%

*)

Obtém-se a corrente transitéria i, substituindo (5) na equacéo (I). Assim:

Iy

20i, - 1065 e19% = 50 ou i, = 2,5 + 2,5 ¢ 10%

A tenséo transitéria no capacitor, v, é obtida pela integral da corrente de
matha i,,. Tem-se:

vo=2 |i, dt = —L  [5 po10% g _ 25(1 — ¢10%
ccJ 2 x 106

16.19 Na estrutu
e a fonte «
malha i, e

Aplicandc
as equacd

10, + 1f
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Substitui
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Substitui

. 2
ly = —gC



5, tem-se:
(1)
I,=0 2)
3

tar, ja que a

4@
im, a equagio
uindo em (4),
®)

d0 (7). Assim:

a corrente de
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16.19 Na estrutura de duas malhas da Fig. 16-34, o interruptor é fechado quando t= 0
e a fonte de tensdo é dada por v = 150 sen 1000¢. Determinar as correntes de
malha /; e i,, mostradas no diagrama.

- 100
50

v t i, i, § 5Q
0,01 h

Figura 16-34

Aplicando-se as duas malhas a lei de Kirchhoff para as tensées, obtém-se
as equacoes:

di
10i, + 15i, + 0,01 —* = 150 sen 1000¢

dt
ou
D + 1500)i; + 1000i, = 15000 sen 1000¢ 03]
15i, + 10i, = 150 sen 1000¢ @
Da equagéio (2) tira-se: i, = 10 sen 1000¢ — 2 i, @)
Substituindo em (1), obtém-se a equacgdo diferencial:
(D + 833)i; = 5000 sen 1000¢ @
A solucgéo completa, obtida pelo método do Probl. 16.14, é:
i, = c %3 1 384 sen (1000t — 50,2°) ®)

Substituindo este valor de i, na equagéo (3), obtém-se:

iy = —%c e 833 _ 256 sen (1000t — 50,2) + 10 sen 1000¢
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- %c e83% 4 858 sen (1000f + 13,25%) 6

A corrente de malha i, passa numa indutancia e deve ser zero para ¢ = 0.
Substituindo na equacdo (5), 0 = c¢(1) + 3,84 sen (-50,2°) e ¢ = 2,95. As duas
equacdes das correntes de malha sio:

i1=2,95 ¢753% | 3 84 sen (1000¢ — 50,2°) e ig = 1,97 7533 + 8 58 sen(1000¢ + 13,25

Problemas Propostos

16.20 O interruptor S; da Fig. 16-35 é fechado quando f = 0. Apés 4 milissegundos,
abre-se S,. Determinar a corrente nos intervalos 0 < t< f e t>f sendo f = 4
milissegundos.

Resp.: i=2(1 - e%%%); = 1,06 ¢ 5001~ 1) 4 0 667.

Figura 16-35

16.21 Fechando-se um interruptor, aplica-se uma tenséo constante a um circuito AL
série. A tensdo em L é 25 volts quando ¢ = 0 e cai para 5 volts quando ¢ = 0,025
segundos. Sendo L = 2 H, qual deve ser o valor de R ?

Resp.: 128,8 ohms.

16.22 No circuito da Fig. 16-36, o interruptor S, é fechado, quando t=0, e S, é aberto,

quando t = 0,2 s. Determinar as expressdes da corrente transitéria, nos dois
intervalos.

Resp.: i=10{(1=6—¢7%);/=6,97 g% -1, { 67.

16.23 No circu
desloca-
a corren
Resp.: 1

16.24 No circL
suficient
é levadc
50 ohm:
durante
Resp.:
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eroparat=_0.
:2,95. As duas

000z + 13,25%)
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~fsendo f =4

um circuito RL
ando t= 0,025

, e S, é aberto,
téria, nos dois
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Figura 16-36

10Q

1H

16.23 No circuito da Fig. 16-37, liga-se o interruptor na posicdo 1, quando ¢ = 0, €

desloca-se para a posicao 2, apds 1 milissegundo. Determinar o instante em que
a corrente se anula, mudando de sentido.

16.24

Resp.: 1,261 milissegundos.

500Q

02 H

Figura 16-37

No circuito da Fig. 16-38, o interruptor é ligado na posigao 1, durante tempo
suficiente para que a corrente atinja o regime estaciondrio. Quando b interruptor
¢é levado para a posigdo 2, existe uma corrente transitéria nos dois resistores de
50 ohms, durante curto tempo. Determinar a energia dissipada nos resistores
durante esse transitério.

Resp.: 8 joules.

100 V

i

—

50Q

50Q

4 H

Figura 16-38
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16.25

16.26

16.27

16.28

16.29

O capacitor do circuito RC, mostrado na Fig. 16-39, tem uma carga inicial
Gy =800 x 107® coulombs, com a polaridade indicada. Determinar a corrente e a
carga transitéria que ocorrem quando o interruptor é fechado.

Resp.: i=—10 ¢2510%; g = 400 (1 + €25x10*) 10~® coulombs.

o o

ﬁ' 10Q
+
9 ‘/T\ 4 pF

Figura 16-39

+

100 V

1

Um capacitor de 2 uF com uma carga inicial g, = 100 x 10~ coulombs ¢ ligado
aos terminais de um resistor de 100 ohms, quando ¢ = 0. Calcular o tempo
necessario para que a tensdo nos terminais do resistor caia de 40 para 10 volis.
Resp.: 277,4 microssegundos.

O interruptor do circuito na Fig. 16-40 ¢ fechado na posicéo 1, quando = 0, e
deslocado para a posigdo 2, apds 1t. Determinar as expressdes da corrente
transitéria nos intervalos O < t< fef <t
Resp.: i=0,5 2% j— 0,516 g2000-1),

1 / 2 1000
i =20V s0uF
L r =T

Figura 16-40

50 V

Resolver a equacéo diferencial relativa ao Probl. 16.27, em fungéo da carga. A
partir das funcoes transitérias da carga, obter as expressdes da corrente e
comparar os resultados.

No circuito da Fig. 16.41, o interruptor é mantido na posigdo 1 por tempo
suficiente para que se estabeleca o regime estacionario e, entdo, é levado a
posicao 2. Estabelece-se uma corrente transitéria, durante a qual a energia é
dissipada nos dois resistores. Determinar essa energia e comparé-la com a que
foi armazenada no capacitor, durante o primeiro periodo.

Resp.: 0,20 joules.

16.30 O capacit
x 107 cou
transitoria
Resp.: i=

16.31 Determinz
Mostrar qi
Resp.: v,

16.32 O capacit
interrupto
transitéria
Resp.: 12
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200Q

—
N

100 V 200Q

- /"\40 uF

Figura 16-41

—4

16.30 O capacitor C, do circuito mostrado na Fig. 16-42 tem uma carga inicial g, = 300
x 1078 coulombs. Se o interruptor for fechado quando t= 0, determinar a corrente
transitéria, a carga transitéria e a tenséo final no capacitor C,.

Resp.: i=2,5 2510 g=200(1 + 0,5 2519 107° coulombs; 33,3 volts.

D
¢ —Lc ¢
6 uF T % T 3%uF
20Q j
AW
Figura 16-42

16.31 Determinar as tensdes transitérias v, V., € vg, referentes ao problema 16.30.
c1» Ve R p
Mostrar que sua soma é nula.
Resp.: vg, = 33,3 + 16,7 e2510% y  — _ 33 3(1 — g25x10%. ,__ _5( g25x10%,

16.32 O capacitor do circuito em série RC da Fig. 16-43 tem uma carga inicial g, e 0
interruptor é fechado quando f = 0. Determinar q,, sabendo que a poténcia
transitria no resistor é pg = 360 e10°%

Resp.: 120 x 1078 coulombs.

o o

i
2 uF Ty §1OQ

Figura 16-43
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16.33

16.34

16.35

16.36

16.37

16.38

16.39

Quando t= 0, aplica-se uma tensdo V = 200 volts a um circuito em série RLC,
onde A =200 ohms, L = 0,1 He C = 100 uF. Determinar a corrente, admitindo
que o capacitor ndo tenha carga inicial.

Resp.: i=1,055 ¢%2'— 1,055 ¢ 1948t

Deve-se tornar criticamente amortecido um circuito RLC série onde R = 200
ohms e L = 0,1 H, pela escolha conveniente da capacitancia. Determinar esse
valor de C.

Resp.: 10 uF.

Determinar a freqiéncia natural de um circuito RLC em série, em que R = 200
ohms, L=0,1He C=5uF.
Resp.: 1000 rad/s.

Uma tens&o constante V= 10 volts é aplicada, quando ¢ = 0, em um circuito série
RLC, em que R =5 ohms, L = 0,1 He C = 500 uF. Determinar a corrente
transitéria resultante.

Resp.: i=0,72 e®!sen 139t

Uma tenséo senoidal v = 100 cos (100f + ¢) é aplicada em um circuito série RL,
em que R =300 ohms e L = 1,0 H. Supondo que o interruptor é fechado quando
¢ = 45°, determinar a corrente transitéria resultante.
Resp.: i=—-0,282 %! 4 0,316 cos (100t + 26,6°).

O circuito AL da Fig. 16-44 esta operando em regime estacionario senoidal, com
o interruptor na posicéo 1. O interruptor é deslocado para a posicdo 2, quando a
tensdo da fonte é v = 100 cos (100t + 45°). Determinar a corrente transitéria e
representar o ultimo meio ciclo do regime estacionério, juntando com o transité-
rio, para mostrar a transigao.

Resp.: i=0,282 g300t

1 2 3000

Figura 16-44

No circuito RC da Fig. 16-45, o capacitor tem uma carga inicial Gy =25x107°
coulombs, com polaridade indicada. A tensao senoidal v = 100 sen (1000¢t+¢)é
aplicada no circuito no instante em que ¢ = 30°. Determinar a corrente transitéria.
Resp.: i=10,1535 e+19%" 1 0,484 sen (1000t + 106").

16.40 Quando ¢
capacitor
haver um
Resp.: 1

16.41 Mostrar q
solugéo p

= R
16.42 Uma tens
quando ¢
Resp.: i=

16.43 Um circui
fonte de t
30°, deter
Resp.: i=

16.44 Um circui
fonte de t
determing
Resp.: i=
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ﬁ' 500Q
v ()} _
0,5
Sty

Figura 16-45

16.40 Quando o interruptor do Probl. 16.39 for fechado, que valor de carga inicial no
capacitor fara com que a corrente atinja, diretamente, o regime estacionario sem
haver um transitério?

Resp.: 13,37 x 107® coulombs, + na placa de cima.

0,05 H
. /Z—\
v T ' 10Q° 10Q
Figura 16-46

16.41 Mostrar que um circuito em série ALC, cuja fonte é v= V.

max
solugdo particular para sua equagao diferencial dada por:

\%

max

" T VR% + (L/oC — ol)z 5

16.42 Uma tensédo senoidal v = 100 sen (250t + ¢) é aplicada em um circuito série RLC
quando ¢ = 0°. Sendo R=50hms, L=0,1He C=500 uF, determinar a corrente.
Resp.: i= 25,42 cos 139t— 1,89 sen 139%) + 5,65 sen (250 — 73,3").

sen (ot + ¢) tem uma

(mt + ¢ + tgt h(l/mCR— mL))

16.43 Um circuito RLC em série onde R = 200 ohms, L = 0,5 H e C = 100 uF tem uma
fonte de tensdo senoidal v = 300 sen (500t + ¢). Fechado o circuito quando ¢ =
30°, determinar a corrente resultante.

Resp.: i=0,517 34141~ 0,197 586! 4 0,083 sen (5001 — 19°).

16.44 Um circuito ALC em série onde R = 50 ohms, L = 0,1 H e C = 50 uF tem uma
fonte de tensao senoidal v = 100 sen (500t + ¢). Fechado o circuito em ¢ = 45°,
determinar a corrente resultante.

Resp.: i=e?®!(-1,09 cos 371t - 1,025 sen 371) + 1,96 sen (500t + 33,7°).
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16.45 Afonte de tensdo da malha 1, na estrutura de duas malhas da Fig. 16-46, é dada
por v =100 sen (200f + ¢). Determinar as correntes transitérias de malha, iy e iy,
supondo que o interruptor ¢ fechado quando ¢ = 0°.

Resp.: iy = 3,01 %7+ 8,96 sen (200t — 63,4°);
i = 1,505 ¢71%% 4 4,48 sen (200t —63,4°).

16.46 Determinar as correntes de malha i, e i, da estrutura representada na Fig. 16-47,
supondo o interruptor fechado quando ¢= 0.
Resp.: iy = 0,101 ¢719% 4+ 9,899 79950t |, — _ 5 05 7100t} 5 4 0,05 £9950t

/5 w- 5Q

+ i |- 720 pF i,
50 V= 0,1 H

Figura 16-47

16.47 O interruptor da estrutura representada na Fig. 16-48 & fechado quando f = 0.
Determinar as correntes resultantes i; e i,.
Resp.: iy =1,67 %57 4 5; |, = — 0,555 g 867t 4 5,

Figura 16-48

!
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Capitulo 17

TRANSITORIOS
MAKEON PELO METODO DA
TRANSFORMADA
DE LAPLACE

Introducao

No Capitulo 16, analisamos as correntes transitérias nos circuitos que
contém elementos armazenadores de energia. A aplicacéio da lei de Kirchhoff a
tais circuitos acarreta uma ou duas equacdes diferenciais no dominio do tempo,
dependendo da configuracdo do circuito. Essas equagies foram resolvidas pelos
métodos cldssicos. Em muitos casos, entretanto, tais métodos nfio sio conve-
nientes.

Neste capitulo, introduziremos o chamado método da transformada de
Laplace, que fornece solucdes mais diretas as equagées diferenciais. Além disso,
algumas fungdes irregulares, que ndo podem ser resolvidas com facilidade pelos
métodos cldssicos, tém uma solugdo proporcionada pelo método de Laplace.

Este capitulo indica, apenas, aplicacoes badsicas do método da trans-
formada de Laplace. As deducées matematicas formais e as aplicacdes mais
complexas s@o deixadas por conta dos textos que se dedicam & andlise dos
transitoérios.

537




538 Circuitos Elétricos

A Transformada de Laplace

Se f(#) é uma funcéo de ¢, definida para todo ¢ > 0, a transformada de
Laplace de f(¢), indicada pelo simbolo £ [f(#)], é definida por:

LIf@] = F(s) = fo f@) e*tds )

onde o parametro s pode ser real ou complexo. Nas aplicacdes em circuitos,
sSupomos s = G + jo.

A operagdo L [f(#)] transforma uma fun¢do f(¢) do dominio do tempo
numa funcéo F(s) do dominio da freqiiéncia complexa, ou simplesmente domi-
nio s. As duas fungées f(¢) e F(s) constituem um par de transformada. Esses
pares séo tabelados. As transformadas apresentadas na tabela 17-1, no final do
capitulo, sdo suficientes para os nossos objetivos.

Séo condigdes suficientes para a existéncia da transformada de Lapla-
ce que a fungéo f(¢) seja (a) continua em intervalos e (b) de ordem exponencial.
A fungéo f(¢) é de ordem exponencial se | f(¢)] < A e* para todo ¢ > ¢, onde A e
t, s@o constantes positivas. Quando tais condigbes sfo satisfeitas, a integral de
transformagéo direta é convergente para todo ¢ > a e F(s) existe. Na anslise de
circuitos todas as fun¢des satisfazem aos requisitos (a) e (b).

Figura 17-1

Exemplo 1 A fungéo apresentada na Fig. 17-1 é chamada funcdo
degrau (“step”) e é definida por f(¢) = A, ¢ > 0. Determinar a transformada de
Laplace correspondente.

Aplicando a equagdo (1) & funcéo f(¢) = A), tem-se

~A ]“’A
0S

LIA] = fo A e*tdt = {T et

Exen
uma constant

Exen
[ [sen wt]

Exen

Integ
v =f. Assim,

onde f(0+) é «
valor da funcg?

Exen

Integ

LU
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Exemplo 2 Obter a transformada de Laplace de f(¢) = ¢, onde a é
uma constante.

oo

L[e_at] — J. e et oSty — J. e @+s)it Jy —
0 0

— e—(a +8)t — 1
(@ + s) o s +a
Exemplo 3 Achar a transformada de Laplace de f(t) = sen wt.
* ~ —s(sen at)e™ — e © cos ot ®
L[senmt]:J. senmte“dt:[ S =53
0 %+ ® , s‘to

Exemplo 4 Achar a transformada de Laplace da derivada df/dz.
LIdf/de] = J. df/dt)e st dt
0

Integrar por partes, usando _[ udv=uv-— I vdu,onde u =e¥, dv =df,
v = f. Assim,

L1dfrde] = [e f] - j: fl-seydt =

= —f(0+) + s J.O fest dt = —f(0+) + sF(s)

onde f(0+) é o valor da fun¢do quando o zero é atingido pela direita, isto é, o
valor da fung¢éo para ¢ = (0+).

Exemplo 5 Achar a transformada de Laplace da integral f f@) dt.

L l;[ J® dt] = j: J. f@) dt estds

Integra-se por partes u = ,f f@) dt e dv = e*'dt. Assim,

£ [ | ro dt} = U F@) dt (‘?1 e—stﬁo - IO [_ie_st} £y d
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+ = F(s)
0+ s

= l% [ sy ae

onde | F@)dt 1, é ovalor da integral para 0+, que também se escreve f-1(0+).

Assim, a transformada de Laplace de uma integral é:

_1 1.
c [f f@® dtJ = SF© + S F104

Os pares obtidos nestes exemplos aparecem na tabela 17-1.

Aplicacées na Andlise de Circuitos

O capacitor que aparece no circuito RC série da Fig. 17-2 tem uma
carga inicial g, com a polaridade indicada. Quando o interruptor é fechado, a
fonte de tensdo constante V é aplicada ao circuito, cuja equacéo diferencial é,

entao,
G R

V=

P

Ri+ L [iar-v @

Chamando I(s) 4 corrente no dominio s, tomamos a transformada de
Laplace de cada termo da equacgéo (2).

L[Ri]+£{é—jidt}=£[V] @)

RIs) + 1O, 709 14

Cs Cs @
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Assim, f10+) =i dt I'o, = @(0+). A carga inicial ¢ é positiva na placa
superior do capacitor, a mesma polaridade da carga depositada pela fonte V. O
sinal é, portanto, positivo. Substituindo q, ha equacio (4) obtemos:

Is) % _V
RI(s) + Cs t Cs s 5)
Reagrupando os termos e fatorando I(s), temos:
1.V %
I(s)(R + Cs) =S " Cs (6)
1 1 - V - qyC 1
&=53V-9O% 10" & erirg @

A equagdo (7) no dominio s tem uma equagido correspondente i no
dominio do tempo. A operagio pela qual F(s) é transformada em f(¢) é chamada
transformada inversa de Laplace, designada por £ ~ [F(s)] = f(¢). Reportando-
nos a tabela 17-1, vemos que F(s) do par 3 é equivalente ao termo 14s + 1/RC)
da equagdo (7). Assim, da defini¢do de transformada inversa de Laplace e da
tabela, temos:

V - ¢q,/C V - gq,/C
£-1[I<s>]:i:[ 3 ]Ll[ : }: L (@)

R s + 1/RC R

A equagéo (8) é a corrente transitéria no dominio do tempo que apare-
ce, quando o interruptor é fechado, no circuito RC, cujo capacitor tem uma
carga inicial g,. As condig¢des iniciais foram inseridas na equagéio (5) no dominio
s; consequentemente, apés tomar a transformada inversa, a equacéo resultante
ja contém as constantes.

Observe-se que, apés operacdes algébricas nas equacdes (6) e (7), a
funcédo I(s) foi reduzida a uma forma encontrada na tabela, permitindo-nos
obter a transformada inversa de Laplace.

A funcéo tempo estd mostrada na Fig. 17-3, com uma corrente inicial
(V—q/C)R. Se q;/C = V, ndo ha transitério, ja que a carga inicial no capacitor
origina uma tenséo igual & tensdo aplicada V. Se g, for de polaridade oposta, o
sinal de q/C muda, acarretando uma corrente inicial comparativamente grande.
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V - 4q,/C ]
R \
0 + + ¥ 3
Figura 17-3

Quando o interruptor é fechado, aplica-se uma fonte de tenséo cons-
tante V ao circuito RL da Fig. 17-4. Aplicagdo da lei de Kirchhoff, apés o
fechamento, resulta na seguinte equacio:

. di
Ri + La =V 9)
b
’ é‘t W /
L R
Figura 174

Aplicando a transformada de Laplace a cada termo, tem-se

. di
LIRI] + oC{L E} = L[V] (10)
RI(s) + sL I(s) — Li(0+) = V/s 11

A corrente inicial i(0+) num circuito em série RL, cuja corrente era
nula antes do fechamento do interruptor, é também nula para ¢ = 0+. Fazendo
1(0+) = 0 na equacéo (11), tem-se:

Is) (R + sL) + V/s (12)
_Vv 1 _V(1)y_ 1
o=y ®+sh "L (SJ G + R/L) (13)

A funcgdo da equagdo (13) nio aparece na tabela 17-1; porém, se ela
puder ser modificada para a forma A/s + B/(s + R/L), os pares 1 e 3 podem ser
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transformada

Aequ
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usados nas duas partes e o par 16 indica que a fun¢éo tempo total é a soma de
duas fungbes tempo, isto é, { ! [Fi(s) + Fy(s)] = f,(#)+ f,(¢). Para obter a soma
desejada, fazemos o segundo membro de (13), excluida a constante V/L, igual &
soma das fracdes, como se segue:

1 _é+ B _A(s + R/L) + Bs (14)
ss+R/Ly s (s + R/L) s(s + R/L)
Dos numeradores tiramos a seguinte equacio em s:
1=(A + B)s + AR/L (15)

Tgualando os coeficientes dos termos da mesma poténcia em s, obtemos:
A+B=0, A=L/R, B=-L/R (16)

Empregando as fragbes parciais indicadas com A e B determinados
acima, a equacéo (13) fica:

V (L/R -L/R Vil 1
I(S)_L( s +S+R/L)_R(S_S+R/L) {an

A aplicagéo das transformadas 1 e 3 da tabela 17-1 d4 a expressdo da
transformada inversa da corrente. Logo,

-1 PR A B I § I R S
LU =i=5 { L [S] L L " R/L} } (18)
= % (1 — R/t (19)

A equacdo (19) representa o conhecido crescimento exponencial com o
valor V/R para a corrente em regime estacionadrio.
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Métodos de Desenvolvimento

Na anilise de circuitos, o desenvolvimento de quocientes na soma de
véarias fracGes é freqiientemente necessario para a obtencdo da transformada
inversa de Laplace, ja que, geralmente, a corrente no dominio s é a relacéo de
dois polinémios em s,

I(s) = P(s)/Q(s) (20)

em que Q(s) é de grau superior ao de P(s). A equagdio (14) foi um exemplo de
desenvolvimento de quociente.

Examinaremos, agora, a aplicacdo do método de desenvolvimento em
fragdbes parciais aos diferentes casos que ocorrem no desenvolvimento de quo-
cientes de polindmios. Apresentaremos, também, um outro método, chamado
férmula de desenvolvimento de Heaviside. Sua aplicacdo conduz a um caminho
diferente no calculo da transformada inversa de Laplace de quocientes de
polinémios.

1. Método de Desenvolvimento em Fracdes Parciais

A equacgio (20) pode ser escrita como uma soma de fracées cujos deno-
minadores sejam, cada um, um dos fatores de Q(s) e cujos numeradores sejam
constantes. Desenvolvendo o quociente P(s)/Q(s) devemos considerar as raizes
de Q(s). Elas podem ser reais ou complexas, dando origem a trés casos.

Caso 1 As raizes de Q(s) sdo reais e desiguais.

Consideremos a seguinte expressio da corrente do dominio s:

P(s) s —1
Is) = 5~ = —— 21
& Q) s? + 3s + 2 2
Fatorando Q(s), a equacdo (21) pode ser escrita como:
s =1 A B
I(S)_(s+2)(s+1)_s+2+s+1 L2)

Para s = —2 e s = —1, a expressio se torna infinita e diz-se que existem
polos simples para esses valores de s. O coeficiente de um poélo simples s = sy €

dado por I(s) (
se ambos os n

Faze:

Subst

Atra
i =3¢ _ 9

Outr

S

Igual:
A+2B=-1.
método sempr
se chegar aos
em equacoes s
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Consi
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L um caminho
{uocientes de

:s cujos deno-
adores sejam
rar as raizes
:as08.

10 8:

@21

22)

' que existem
nples s = s, é
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dado por I(s) (s —sy) |, _ , . Assim, para determinar o coeficiente A, multiplicam-
=3g
se ambos os membros de (22) por (s + 2):

=l HE+T2=Ax (s + 2 (23)

s —1 B
(s + 2)(s + (s + 1)

Fazendo-se s = -2,

-1
S s + 1L=‘2 .
Do mesmo modo,
s —1
IR LR

Substituindo em (22) a corrente do dominio s fica:

3 + -2
s+ 2 s+ 1

I(s) = 24

A transformada inversa de Laplace para I(s) obtida da tabela 17-1 é
i =372 _ 2.

Outro método Multiplicando ambos os membros de (22) por (s + 2)(s + 1):
s -—1=A+1)+Bs+2)=@A+Bs +A + 2B

Tgualando os coeficientes das poténcias iguais de s, tem-se A + B= 1 e
A +2B=-1. Assim, A = 3 e B = -2, 0s mesmos valores obtidos antes. Este
método sempre conduz a equacdes simultineas, que devem ser resolvidas para
se chegar aos coeficientes procurados, ao passo que o primeiro método resulta
em equacdes simples e independentes para cada coeficiente.

Caso 2 Asraizes de Q(s) sdo reais e iguais.
Consideremos a seguinte expressio para a corrente do dominio s:

_ P(s) _ 1 1

e = Q) s+ 6s+9) s(s + 3)2

25)
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Logo,
(26)

ss+32 s s+3 (s+ 332

Multiplicando ambos os membros de (26) por s e fazendo s = 0, temos:

:_1_L _1
(s +32,_, 9

No caso de raizes repetidas, o coeficiente do termo quadrado é dado por
I(s) (s — 51 _ 5, Entao,

Assim, o coeficiente do termo linear é dado por % [I(s) (s — so)z] Is=s,

Portanbo,Bziz L _ .1 -1
ds S 3 32 9
= - s= -3
Substituindo na equagéo (2.6), a corrente é:
O o
9 9 3
I(S)’E_s+3~(s+3)2 @7
. .11 g 1,
e a transformada inversa de Laplace é i = 9 9% 3 te .

Outro método Multiplicando ambos 0s membros de (26) por s(s + 3)2,
tem-se:
1=A+32%2+Bs(s +3)+Cs=(+B)s®+ (6A+3BC)s + 94

Igualando os coeficientes das poténcias iguais de s, A + B = 0, 6A + 3B
+C=0¢e9A = 1; entdo, A = %, B = —% e C = —%, resultados ja obtidos

anteriormente.

Caso 3 As raizes de Q(s) sdo complexas.

Consideremos a seguinte expresséio para a corrente do dominio s:

I(s

Como
radores das fr:

Multi;
obtém-se:

Subst

A trar

Outre
(s +2—j) obte

Igual
A2 —j) + A*(Z

2. Férmula d

A for
Laplace do qu



(26)

3 =0, temos:

o é dado por

sl Is= So

(27)

por s(s + 3)2,

Ds + 94
=0, 64 + 3B

)s ja obtidos

ninio s:
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_Pe) 1 ~ 1
Q) s®2+4s+5 (5+2+j)s+2-)

28)

Como Q(s) tem raizes complexas conjugadas, as constantes nos nume-
radores das fracdes parciais sdo também complexos conjugados. Assim,

1 __ A A
S+2+)+2-)) s+2+j s+2-j

29

Multiplicando ambos os membros de (29) por (s + 2 +) e fazendo s =2 —j,
obtém-se:

1 .1 .1
A‘s+2—js=_2_j”12 e Ar=-Jy
Substituindo na equacéio (29), a corrente fica
1 .1
72 /2 (30)

I(S):s+2+j+s+2—j

-2

A transformada inversa de Laplace é i = e % sen .

Outro método Multiplicando ambos os membros de (29) por (s + 2 + )
(s + 2 —j) obtém-se:

1=A@s +2 —j) + A*s + 2 + Jj)

Igualando os coeficientes das poténcias iguais des, A + A*=0¢e
A2 —j) + A*@2 +)) = 1, entdo

2. Féormula de Desenvolvimento de Heaviside

A férmula de Heaviside estabelece que a transformada inversa de
Laplace do quociente I(s) = P(s)/Q(s) é dada por:

n P
. [’2%} M LY @D
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onde @, sdo as n raizes distintas de Q(s).

Aplicando a férmula de Heaviside a expressdo da corrente do dominio
s, dada no caso 1, temos:

Ps) _ s — 1 _ s - 1
Q) s2+35+2 (5+ 2+ 1)

I(s) = 32)

Para P(s) =s— 1, Q(s) =s? + 3s + 2 e Q(s) = 2s + 3. As raizes sdo a;=-2
e ay =—1. De (31) temos, entio,

_ - |Pe)|_ P2) 5 PED _
Pt [Q(S)} Q¢ Tyt T
=3 2t -2 —t

:_—le‘ +—1—e

= 3e % — 2¢

Teorema do Valor Inicial

Do exemplo 4,

L [df/dt] = J. (df/dtyestdt = sF(s) — f(0+) 33)
0
Em (33), tomando o limite para s — o, tem-se
lim | (df/dt)ye™'dt = lim (s F(s) — £(0+)] 34
s—e 0 8§ — o0

O integrando contém e, que tende para zero quando s — . Entdo,

lim {s F(s) — f(0+)| = 0 (35)

S — o0
Como f(0+) é uma constante, pode-se escrever (35) como

f(0+) = lim {s F(s)} (36)
s o0
A equagdio (36) exprime o teorema do valor inicial. Podemos achar o
valor inicial de uma fungéo do tempo f(f) multiplicando a funcédo corres-
pondente do dominio s, F(s), por s e tomando o limite, quando s — oo,

Exem
V-gq
I(s) = i B

i(0+) empregas
11(

Este x

Teorema c

Do ex

Toma:

Como

lim (
s—=0 0

a equacio (38,
ou f(eo) = lir
s—

A equ
aplicacdo do t
funcédo do tem
s, f(s), e tomai
aplicada quar
reais negativa



2 do dominio

32)

ssdoa, =-2

(33)

34 |

o, Entéo,

(35)

(36)

mos achar o
1¢40 corres-

oo,
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Exemplo 6 No circuito RC da Fig. 17-2, a corrente do dominio s é
V-4qy/C 1

R (s + 1/RC))
i(0+) empregando o teorema do valor inicial. Da equacio (36),

. . [V -gqycC . V - q,/C
104 Zslfl,{ R ((s + 1/RC)J TR

I(s) = Ver equagio (7). Determinar a corrente inicial

Este resultado foi mostrado na Fig. 17-3.

Teorema do Valor Final

Do exemplo 4,

LIdfrdt] = J' (df/dty e dt = sF(s) — f(0+) 37)
0

Tomando o limite de (37) para s — 0, tem-se:

tim J df/dtyest dt = lim [s F(s) — f(0+)} (38)
0

s—>0 s—>0
Como

im [ @f/dnetdr = | df = fe) - 50) e lim fon) = o),
s—>0 0 0 50

a equagdo (38) fica f(«) — f(0) = — f(0+) + lim {s F(s)} 39)
s—>0
ou f(eo) = lim {s F(s) ! (40)
s—>0

A equagcéio (40) exprime o teorema do valor final. Por analogia com a
aplicagéo do teorema do valor inicial, pode-se encontrar o valor final de uma
funcéo do tempo, f(¢), multiplicando por s a funcéo correspondente do dominio
s, f(s), e tomando o limite, quando s — 0. A equacio (40), entretanto, s6 pode ser
aplicada quando todas as raizes do denominador de s F(s) tiverem as partes
reais negativas. Esta restricdo exclui as fungbes senoidais, mas como estas sio
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indeterminadas no infinito (periédicas) o teorema anterior nio pode ser apli-
cado &s mesmas.

Exemplo 7 No circuito RL da Fig. 17-4 a corrente do dominio s
Vi1 1
Rls s+ R/L
em regime estaciondrio.

>

I(s) = [ver equagéo (17)]. Determinar o valor da corrente,

Da equacio (40),

. . Vs s _
H=) _Sh_?}, R {s s +R/L} = A

Circuitos do Dominio S

A equagdo para o circuito em série RLC, mostrada na Fig. 17-5, é

; di 1 .
Rt+Ldt+CJLdt—v “1)

Esta equacéo foi resolvida no Capitulo 16, empregando-se os métodos
classicos.

Figura 17-5

No regime estaciondrio senoidal, os trés elementos de circuito, R, L e C,
tém impedéncias complexas que, em fung¢do de , sdo respectivamente R, jol e
1joC. A equagdo do circuito passa, entdo, do dominio do tempo para o da
freqiiéncia e, com tal transformacdo, as tensdes e as correntes se tornam
fasores. Assim, a equagéo do circuito série RLC mostrado na Fig. 17-6 é:

RI + joLI + (1/joC) = V 42)

A var
¢do transforn
fasor I. As di
pela impedan

O mé
queda de ten:
modo, a tens:

tensdo no caj

circuito da Fi,

Na e
relagéo entre
complexa de :
do método de



de ser apli-

» dominio s,

da corrente,

-5, é

1D

os métodos

to,R, LeC,
ite R, joL e
para o da

se tornam
-6 é:

“2)
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Figura 17-6

A vantagem obtida com a transformacdo reside no fato de que a equa-
¢do transformada pode ser tratada algebricamente para a determinacio do
fasor I. As diversas quedas de tensfo sdo simples produtos do fasor corrente
pela impedancia do respectivo elemento de circuito.

O método da transformada de Laplace resulta na transformacéo da
queda de tensdo Ri, do dominio do tempo, em RI(s), do dominio s. Do mesmo
modo, a tensdo na induténcia, L(di/dt), torna-se sLI(s) — Li(0+) e a queda de

q
tensdo no capacitor, 1/C | id¢, torna-se ;% I(s) + é%‘ Assim, a equacio do
circuito da Fig. 17-7 fica:
RIs) + sLI(s) — Li09) + L I(s) + 22 _ v(s) 43)
sC sC
Is)[R + sL + 1/sC} = V(s) — q,/sC + Li(0+) (44)

Figura 17-7

Na equagio (44), R + sL + 1/sC é a impedancia Z(s) do dominio s,
relagdo entre a excitagdo e a resposta. Z(s) tem a mesma forma da impedancia
complexa de regime estaciondrio senoidal, R + joL + 1/joC. Tanto as equacdes
do método de anilise pela corrente de malha como as do método das tensdes nos
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nés podem ser aplicadas com facilidade aos circuitos no dominio s, desde que se
observem convenientemente os sinais a empregar nos termos das condi¢des
iniciais, Li(0+) e qO/sC'.

Consideremos o circuito da Fig. 17-8(a), onde existe uma corrente
inicial i;, com o interruptor na posicdo 1. Quando ¢ = 0, o interruptor é levado
para a posicdo 2, introduzindo-se no circuito uma fonte constante V e um
capacitor com uma carga inicial g,,. O sentido positivo da corrente i foi arbitrado
como indica o diagrama.

Na Fig. 17-8(b), a fonte constante foi transformada em V/s e a corrente
resultante é I(s). Os termos da condi¢do inicial sdo, agora, fontes com os
sentidos indicados, e a equacdo correspondente seria idéntica & equacéo (44).
Para uma corrente inicial i, de sentido oposto ou uma carga inicial q, de sinal
contrario, os sinais dos termos Li(0+) e q,/sC mudariam também.

L Lit0w) UsC qofsC

N
./
Vis
(a) (®)

Figura 17-8

Os exemplos que se seguem mostram a semelhanca entre as equagdes
do dominio s e as equagdes dos fasores, examinadas anteriormente, em outro
capitulo. Todos os teoremas sobre estruturas, desenvolvidos e aplicados no
regime estaciondrio senoidal, tém seus correspondentes no dominio s.

Exemplo 8 O diagrama da estrutura de duas malhas da Fig. 17-9
mostra as correntes de malha do dominio s, escolhidos arbitrariamente.

Fechando-se o interruptor quando ¢ = 0, determinar as equacdes de I L (8)
el (s).
2

Ao fech
equacoe

e (B

Como a
matrici:

As eque
pelo det

I

Exemp
estrutu

Onde
interru



desde que se
as condi¢des

ma corrente
ptor é levado
mte V e um
foi arbitrado

' e a corrente
ntes com os
)quacdo (44).
1l g, de sinal

as equacdes
te, em outro
iplicados no
2 8.

la Fig. 179
rariamente.
;0es de I, (s)
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o o
(16N | (1 ER
+
V= § R, sL
l Li(0+)
Figura 17-9

Ao fechar-se o interruptor, a fonte V/s é aplicada & estrutura e as duas
equacdes de malha séo:

R Ii(s) — R, I(s) = V/s
e (B) + R, + sL)[,(s) - R, I,(s) = Li(0+)

Como a corrente inicial na indutincia é nula, as equagdes, sob a forma
matricial, sdo:

R, R, Ls) | [wss
R, R +R,+sL||I(s) | | O

As equagbes independentes de I (s) e . 5(s) sdo obtidas por substituicsio ou
pelo determinante, tendo-se:
R +R, +sL
I =2|2r 227 2 Y 1
1 s| R, (B, + sL) 2 s (B, + sL)
Exemplo 9 Escrever a equacdo do dominio s para as tensées de né, na
estrutura da Fig. 17-10.

O n6 e a referéncia foram escolhidos como mostra a figura. Quando o
interruptor é fechado, a equacio do né é
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sL  Li(0+)

V/s = Rl§ R2§
[

Figura 17-10

Vi(s) — V/s — Li(0+)
sL

Vis) Vi) o

ou + +
Rl R2

V/s + Li(0+)

ou (1/sL + 1/R, + 1/R)V (s) = oL

A corrente inicial na induténcia é nula; logo, a equagéo da tensdo de né

Vis)é
V.(s) = 4 il
1 s |R,R, + sLR, + sLR,

Exemplo 10 Escrever as equacdes do dominio s das correntes de malha
da estrutura apresentada na Fig. 17-11. Supor que o capacitor tem uma
carga inicial g, no instante em que o interruptor é fechado.

oo
R, @ @ 1/sC
R,
+

=

Vis = f q/sC

L

Figura 17-11

17.1

17.2

O diagr;
de malt

Escreve

Determit

Aplican

tem-se:

{le® ¢

{(

s +
(s + a)

Se L [f(i
17.1.

Por def

Ll ;



:enséo de né

;es de malha
;or tem uma
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17.1

17.2

O diagrama apresenta os sentidos que foram arbitrados para as correntes
de malha. Aplicando a lei de Kirchhoff a ambas as malhas, temos:

By + R)[(s) — Ryly(s) = V/s
R, + 1/sO)(s) — RI,(s) = —q,/sC

Escrevendo-as na forma matricial,
R, + R, -R, Is) | | Vs
-R, R, + 1/sC | |I(s) |~ |—2¢/sC

Problemas Resolvidos

Determinar a transformada de Laplace de e 3 cos wt, onde a é uma constante.

Aplicando a equacio de defini¢do L [f(#)] = jo f®e™ dt a equacio dada,

tem-se:

{[e™® cos wt] = j cos of e 5+ gt
0

| (s + a) cos @t e+ 4 o5 o sen
(s + @)? + 0? )

s +a
(s + a)? + o

Se L [f(1)] = F(s), mostrar que { [e"® f(1)] = F(s+ a). Aplicar o resultado ao Probl.
17.1.

Por definicdo, L [f(®)] = I f@® e dt = F(s). Logo,
0

Lle™ fi)] = J e [ftyeat = f f@etrdds = F(s +a) (1)
0 0
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17.3

174

Como [ [cos wt] = ﬁ (ver tabela 17-1), segue-se de (1) que
s

S +a

—~at ¢] =
{1e™® cos wi] G+ a0

» conforme foi determinado no Probl. 17.1.

Obter a transformada de Laplace de f(f) =1 — e onde g é uma constante.

Temos

oo

L1 ~ 9] = j 1 - e¥estygr = J esStdt — f es+akt gy
0 0 0

0
- [—-16*St + 1 e (s +a)t} = 1 -
S S + a S

oo

1 a

s+a  s(s+ a)

. 1
-
Determinar £ ’:S(SZ _ 82) J

Empregando o método das fracdes parciais, temos:

14, B __c
ss2-a% s s+a  s-a

€ os coeficientes sdo:

1 1 1 1
A=t | 1 p 1 -
52 — a2 L:O a? ss —a)| _ 2a?
— 1 _ 1
s(s + a) T 92
Assim,

~1/q2 _ 2 2
S I R I

As fungdes do tempo correspondentes sdo encontradas na tabela 17-1:

1 1 1 1
Yy — = = 4 ——_ ,at at
[s(s2 - a?) } a2 " 952 T 2a2 ¢

—_—_—

1

a2

17.5 Determin

Empreg:
s+ 1
s(s + 2y

Logo, A

O coefici
_d
" ds ]

Assim,

-
£ {s(s2

As funcé
Assim,

-1
L [s(s2

17.6 A carga ini
107° coulo
uma fonte -
da de Lapl




1) que
0 Probl. 17.1.

constante.

* dt

L/2a2 ]

bela 17-1:
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17.5

17.6

1 1 (e® + e 1
=—_- = || = = hat ~ 1
+ 2( 5 ) o2 (cos a )

inarg-1|l—s+1
Determinar { [s(sz + 4s + 4) ]

Empregando o método das fragdes parciais, temos:

s+1 A + B + C
ss+22% s s+2 (s+ 22
s+ 1 1 s +1 1
Logo, A = —— == e C= SES
(s + 2)2 s=0 4 s s=-2 2
O coeficiente do termo quadrado é:
d [s + 1} 1 1
B = = - = ——
ds| s _ s2 een 4
Assim,
1 1 1
Sao Rl = =+ L =
£ [s(s2+4s+4):l N sra |t (s + 2)2

As funcdes do tempo correspondentes sdo encontradas na tabela 17-1.

Assim,

A s +1 1 1 5 1,
T == =2 gy
L [s(sz+4s+4)} 47 4% Tt

A carga inicial do capacitor do circuito RC em série da Fig. 17-12 é g, = 2500 x
107% coulombs. Quando t = 0, fecha-se o interruptor, aplicando-se ao circuito
uma fonte de tensdo constante V = 100 volts. Empregar o método da transforma-

da de Laplace e determinar a corrente.
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| § 10Q
100 v ==

Figura 17-12
Depois do fechamento do circuito, a equag¢do do dominio do tempo é:
Ri+L[ide=v
C
ou
100 +

1 .
e =10
50X10—6J‘l dt 0 (1)

Tomando a transformada de Laplace dos termos de (1), obtém-se a equa-
cdo do dominio s

I(s) 9o 100
101 + ==
)+ 0 x10%s T 50 x 1065 s

@

A polaridade de g, mostrada no diagrama, é oposta a da carga que a fonte
deposita no capacitor; assim, a equacio do dominio s é:

I(s) 2500 x 106 100

10I(s) + = 5 = 3

&+ 0 x106s 50x 1065~ s e

4
Reagrupando, I(s) {Mix_l()} = 1—29- “@
ou
15

Is) = — 15 5
® = ST x 108 ®)

Obtém-se a fun¢éo do tempo tomando a transformada inversa de Laplace
de (5)

17.7

L71Ks)

Se a car,
o sinal ¢
igualaf

O interru
bastante
quando 1

Admitin
inicial é
Aequag
250 + 0,4
Tomand
25I(s) +
Substitt
251(s) +

e I(s) =

Desenvi
ciais, te

10*
s(s + 2




‘empo é:

o)

‘m-se a equa-

@

ra que a fonte

3

@

)

ia de Laplace
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17.7

15

a _ s _ 2} 15
LT =i =1 [s+2><103

] - 15e—2 x10% ¢

Se a carga inicial g, for positiva na placa superior do capacitor, é positivo
o sinal de g,/sC na equagéo (3). O segundo membro da equacéo (4) fica
igual a 50/s, acarretando uma corrente transitériai = 5 e x 103,

O interruptor do circuito AL da Fig. 17-13 é mantido na posigdo 1 durante tempo
bastante para que se estabelegcam condigées de regime estacionario e,
quando t = 0, é deslocado para a posigdo 2. Determinar a corrente resultante.

[ 7

50 V oo - 100 V
T ¥

1

Figura 17-13

Admitindo para a corrente o sentido indicado no diagrama, a corrente
inicial é i) = - 50/25 = -2 A.

A equagéo do dominio do tempo é

25t + 0,01 (di/dt) = 100 )]
Tomando a transformada de Laplace,
251(s) + 0,01s I(s) — 0,01 i(0+) = 100/s )]
Substituindo i(0+),
251(s) + 0,01s I(s) + 0,01 (2) = 100/s 3
' 100 0,02 10* 2
¢ 1) = 50,015 + 25) ~ 0,01s + 95 ~ s(s + 2500) ~ 2 ¥ 9500 P
10 - . <
Desenvolvendo s * 2500) na equacéo (4) pelo método das fracdes par-
ciais, temos:
4
_y LY — %)

s(s + 2500) s s + 2500
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4 4
EntiO,AZ%L =4 e B=& = _4
s+ =0 s =-2500
Substituindo na equacdo (4),
4 4 2 4 6
I = = 572500 "5+ 2500 "5 s+ 2500 ©)
Tomando a transformada inversa de Laplace da equacio (6), temos
i=4— 66-2500t.
17.8 Uma tenséo exponencial v = 506190 é aplicada ao circuito RL da Fig. 17-14, ao

se fechar o interruptor, no instante t = 0. Determinar a corrente resultante.

0 ™o
I TN Z0
1@)
02 H
Figura 17-14

A equagéo do dominio do tempo para o circuito dado é:

Ri + L(di/dt) = v (D
que no dominio s tem a forma

RI(s) + sL I(s) — Li(0+) = V(s) 2)

Substituindo as constantes de circuito e a transformada da fonte
V(s) = 50/(s + 100) em (2),

10I(s) + s(0,2)I(s) = S—folﬁ ou Itg) = o 1020??5 + 50)

3

Pela férmula de desenvolvimento de Heaviside,

-1 — -1 & — P(an) (%
L HIE)) =L [Q(s)] = 22 da) e onde

P(s) =250, Q(s) = s% + 150s + 5000, Q’(s) = 2s + 150, a, =-100 e a, = -50.

Entso,

O circuit
sen (20(¢
a polaric
do quan

40 + P
Atrans

40I(s) +

Substit
40I(s) -
ou

I(s) = -
Aplicar

(s + 4

P(s) =<



(6)

40 (6), temos

a Fig. 17-14, ao
esultante.

(1)

@

:ada da fonte

+50) 3)

00 e a, =-50.
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17.9

Entdo, i = { YI(s)] = %g—ge‘m‘” + 2%9‘50‘ = — 5100t 4 5 50¢

O circuito RC em série da Fig 17-15 tem uma fonte de tensdo senoidal v = 180
sen (2000t + ¢) e uma carga inicial g, = 1250 x 1078 coulombs, no capacitor, com
a polaridade indicada. Determinar a corrente supondo que o interruptor é fecha-
do quando ¢ = 90°.

o o

/;\
40Q
()
+]
qo ~ TN 25uF
Figura 17-15
40i + —2—— [ ids = 180 sen (2000t + 907 )
25 x 1076 -

A transformada de Laplace da equagfio (1) resulta na equacéo do dominio s

1 99 s sen 90° + 2000 cos 90°

401 I(s) + =180 2

© 5% 1005 Pt %1005 { 2+ 4x10° }()
Substituindo em (2) o valor da carga g, temos:

4 x 10* 1250 x 1076 180 s
401 —— 1 =
) + == I + o 108 s ~ 57 4 x 10°
ou
45 g2 1

I(s) = 5 s .25 @)

(s> + 4 x 105 + 10% s + 10°
Aplicando a férmula de desenvolvimento de Heaviside ao termo

4,5 s% )
(s? + 4 x 10%(s + 10%)°

P(s)=4,55% Q(s) =% + 10%s% + 4 x 10% s + 4 x 10°,
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Q)= 3s2+2x10%s + 4 x 108,
a;= 52x10% a,=j2x10%eq, =-10%

;= P2 X 10%) p2x10% | P2 x 10%) o2 x 10%
Qj2 x 103 QG2 x 10%)

P(-10%)

+ —_ 7
Q(-10%)

= (1,8 — j0,9)e2x10% | (18 4+ j0,9)ev2x10% _ (35 (10%

3 3
e—lo t _ 1’25 e—lO t

-1,8 sen 2000¢ + 3,6 cos 2000t ~ 0,35¢-10 @

4,02 sen (2000t + 116,6°) —0,35 e-10

Il

Quando ¢ = 0, a corrente é obtida pela tensfio instantinea, constituida
pela fonte de tensfo e o capacitor carregado, dividida pela resisténcia.
Assim,

6
iy = (180 sen 90° — lzg—o;%) / 40 = 3,25 amperes.

O mesmo resultado é obtido quando se faz ¢ = 0 na equacéo (4).

17.10 A fonte de tensdo senoidal do circuito RL em série da Fig. 17-16 é dada por v =
100 sen (500t + ¢). Determinar a corrente resultante supondo o interruptor
fechado quando ¢ = 0.

0 o
/i\\
5Q
10
0,01 H
Figura 17-16

17.11

Aequa
RI(s) -

Atrans

corrent
consta:

51(s)+
Desen»
I(s) =

Atran:
1=10¢
=10e~*
Escrewvi
v = 10(

introds
rente ¢

Parav

51(s)4
Empre

Toman
funcéo

1= (1
= 1¢
= 1«




@)

a, constituida
a resisténcia.

res.

).

é dada por v =
> o interruptor
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17.11

A equagdo geral do dominio s de um circuito RL em série é:
RI(s) + sLI(s) — Li(0+) = V(s) )

500(100)
s? + (500)%
corrente inicial na induténcia, Li(0+) = 0. Substituindo na equacio (1) as
constantes do circuito, temos:

A transformada da fonte quando ¢ =06 V(s) = Como nédo ha

5x10 e Is) = 5x10
s2+25%x10 (82 + 25 x 10} (s + 500)

5 I(s) + 0,01s I(s) = @

Desenvolvendo (2) pelas fragées parciais,

Y 1 10
Is) = 5(3 +j500] + 5(s —j500] * s+ 500 @

A transformada inversa de (3) é

i = 10 sen 500¢ — 10 cos 500¢ + 10e~50% =

= 10e750% 4 14,14 sen (500t — n/4)

Escrevendo-se a fungéo tenséo do Probl. 17.10 como

v = 100e/500 )

introduz-se um termo co-senoidal na fonte de tensdo. Determinar a cor-
rente do circuito do Probl. 17.10, empregando a equacéo (1).

Para v = 100e/°°%, V(s) = 100/(s — 500) e a equacio do dominio s é
5 I(s) + 0,01s I(s) = 100/(s — j500) e I(s) = 10%(s - 7500) (s + 500) @)

10 - j10 | 10 + j10
s — j500 © s + 500

Empregando fragdes parciais: I(s) =

3

Tomando a transformada inversa de Laplace de (3), a correspondente
funcéo do tempo da corrente é:

i = (10 — j10) &50% + (-10 + j10) e50%
14,14 /G0 =04 4 (_10 + j10) e300

14,14 { cos (500 — 1i/4) +j sen (500 — 1i/4) | + (10 + j10) e 2% (4)
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Como a fonte de tensdo do Probl. 17.10 s6 continha a parte imaginaria de eatrar
(1), a corrente resultante é a parte imaginaria da equagéo (4), domini
= 14,14 sen (500t — n/4) + 10e7500% i =j25
17.12 Nao ha carga inicial no capacitor do circuito RLC em série da Fig. 17-7. Deter- 17.13 As duas
minar a corrente resultante, admitindo que o interruptor é fechado quando t= 0. me esté
represe
2Q
TN -
+
50 V =-
T ™
Figura 17-17 .
O parc
A equagéo do dominio do tempo para o circuito dado é: s
5i; + <
1 €
Rz+L—+~Izdt— @
Toman
A transformada de Laplace dos termos de (1) resulta na equagiio do dominio s ponden
. 9 |4 51.(s)
R I(s) + sL I(s) — Li(0+) + -—I(s) + <" s @ 1
Das condictes limites iniciais, Li(0+) = 0 e go/sC = 0. Substituindo em (2) 10 Iy(s)
as constantes do circuito, temos: i
Quand‘
_ 50 procur:
I
2L + 1s I69) + = s &Y Z(s), I
ou [5 + 1
5
50 50
I(s) = = 4
O a2 Grisps+i-) @
Desenvolvendo (4) em fracdes parciais,
I(s) = 25 25 6))



maginaria de

B,

3. 17-7. Deter-
quando t= 0.

€))

) do dominio s

@

indo em (2)

(6))

@

4)
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e a transformada inversa de Laplace da equagio (5) resulta na equacéo do
dominio do tempo para a corrente

i = j25{etl-Mt o140t} — 50 e sen ¢

As duas correntes de malha da estrutura da Fig. 17-18 foram escothidas confor-
me est4 indicado. Escrever as equagdes do dominio s sob a forma matricial e
representar o circuito correspondente.

Figura 17-18
O par de equacdes no dominio do tempo é:
5i; + % J. i;dt + 5i, =v e 10i, + 2(diy/dt) + 5i; = v I

Tomando a transformada de Laplace de (1) para obter as equacbes corres-
pondentes no dominio s, temos:

o
51,(s) + 2—lsll(s) + 50 + 5L = V()
10 I,(8) + 25 1,(s) — 2,00 + 51,(s) = V(s) @

Quando este par de equacdes é escrito sob a forma matricial, o circuito
procurado do dominio s pode ser determinado pelo exame das matrizes de
Z(s), I(s) e V(s) (ver Fig. 17-19).

5+ 1/2s 5 Lie) | | V)~ q¢/2s
5 10 + 2s | | L) | | W(s) + 2iy(04)
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25 2i,(0+)

Vis) T m —L_1/2s\~
s (s Taqo/zsIz(s)

Figura 17-19

17.14 Determinar as correntes nas duas malhas da estrutura da Fig. 17-20, ao fechar-
se o interruptor.

ST L T

i,
100 VT %0,02 H§5§2

Figura 17-20
As equacdes no dominio do tempo sdo

di, di, 100 ,
2 — 0,02 = (D

10i, + 0,02 .

di di
—2 4+ 5i, - 0,02 =1 =0

0,02 -7 dt

Tomando a transformada de Laplace, temos:

(10 + 0,02s)I,(s) — 0,02s I(s) = 100/s (2a)
(5 + 0,025)[,(s) — 0,02sI,(s) = 0 (2b)
Da equacéo (2b) temos:

I(s) = I(s) ( 3)

S —
s + 250

que, st
10 +
ou
I(s) =
Aplica
1 1(5) =
Finaln
I(s) =

17.15 Aplicar
do domr

As dus
I(s) =

O valo
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que, substituida na equagdo (2a) nos da:

(10 + 0,028) I,(s) — 0,025 {Il(s) [siszﬁ)} S @

ou

I(s) = 6,67 {S(::—f&om} *)
20, ao fechar- Aplicando a (5) o método das fragdes parciais obtém-se:

I(s) = 1S—° = %’:1326—,7 e i, =10 — 3,33 71667 6)

Finalmente, substituindo (5) em (3) obtém-se a equacio do dominio s:

_ s+250 | s 1
R {s(s + 166,7)} s +250 s +166,7

17.15 Aplicar os teoremas do valor inicial e do valor final as equagdes de /,(s) e I(s),
do dominio s, no Probl. 17.14.

= 6,67( ) e i, =6,67e71667 (7)

As duas equacgoes do dominio s no Probl. 17.14 séo:

s + 250 1
Tie) = 667 {s(s + 166,7)} e L) = 667 [s + 166,7]
) O valor inicial de i, é dado por

. . . s + 250 _
2,(0) _Shiri [s I,(s)] —slgrl [6,67(S " 166,7]] = 6,67 A

e o valor final

(2a) S e oo s + 166,7

(2b) O valor inicial de i, é dado por

i) = lim [s I(s)] = lim [6,67( s + 250 J 6,67(250/166,7) = 10 A
] ~ 667 A

iy(0) = lim [s I(s)] = lim [6,67[ 166 7)

§—> o0 5o

3
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17.16

17.17

e o valor final

. . . s

Iy(e0) = lim [s I(s)] = lim [667—_ ] =0

2 e 2 sowl| |s + 166,7

Um exame do circuito da Fig. 17-20 verifica cada um desses valores
iniciais e finais. No instante do fechamento, a induténcia apresenta uma
impedéncia infinita e a corrente i; = i, = 100/(10 + 5) = 6,67 A. J4 em
regime estaciondrio, a induténcia aparece como um curto-circuito; entdo
i,=10A e i, =0.

Determinar a impedancia equivalente & estrutura da Fig. 17-20 e representar o

circuito, utilizando essa impedancia.

No dominio s, a indutincia de 0,02 H tem uma impedancia Z(s) = 0,02s,
que pode ser tratada da mesma forma que joL em regime estaciondrio
senoidal. Portanto, a impedéncia equivalente da estrutura, vista da fon-
te, é:

Z(s) = 10 +

€))

0,025(5) _ 0,3s + 50 _ s + 166,7
002s + 5 002 + 5 s + 250

——0 ~So———
L TIe
= 1005 [] Z(s)

Figura 17-21

A Fig. 17-21 mostra o circuito com a impedéancia equivalente. A corrente é

_ V() _ 100 s + 250 _ s + 250
L =726 = s {15(5 ¥ 166,7)} - 6’67{5(5 n 166,7)} &

Esta expressdo € idéntica & equacdio (5) do Probl. 17.14. Portanto, a
fungéo do tempo é i, = 10 — 3,33¢7166.7¢,

N&o ha carga inicial no capacitor da estrutura de duas malhas da Fig. 17-22.
Determinar as correntes de malha /; e i, que resultam no fechamento do circuito,
no instante ¢ = 0. ’

As equs
10z, +
e as cor
101 (s)
ou, sob
[10 +
1
donde .

Para ok
50i, +

17.18 Obter a
determir
divisao «

A impe:

Z(s) =




ssses valores
)resenta uma
B7 A. Jd em
ircuito; entdo

representar o

Z(s) = 0,02s,
estacionario
vista da fon-

(D

A corrente é
@)

Portanto, a

la Fig. 17-22.
to do circuito,
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—O

g
<
[

10Q

e

N
02 F

§ 40Q

Figura 17-22

As equagées do dominio do tempo sdo

. 1 . . . .
10:, + 0,—2 J ijdt + 10i, = 50 e 50z, + 10i, = 50

e as correspondentes no dominio s sdo:

(I

1
1071,(s) + @11(5) + 10L,(s) = 50/s e 50 I(s) + 101,(s) = 50/s (2)

ou, sob a forma matricial,
10] | 1y(®
50| | I,(s)

donde I (s) = 5/(s + 0,625) e i, = 570625

10 + 1/0,2s
10

|- [o]

Para obter i,, substituimos o valor de i, na segunda das equacdes de (1):

50i, + 10(5e™0625) = 50 e i, = 1 — ¢ 0625

17.18 Obter a impedancia equivalente da estrutura do Probl. 17.17, no dominio s, e
determinar a corrente total e as correntes nos ramos, empregando a regra da
divisdo da corrente.

A impedéncia equivalente no dominio s é:

40(1/0,2s)

Z(s) = 10 +

_ 80s + 50 _

40 + 1/0,2s

8 + 1

_ 10(5 + 5/8

s + 1/8

|

(1)
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AFig. 17-23 mostra o circuito; a corrente resultante é:

_Vs) 50 s+1/8 | . s+ 1/8
1® =26 = s {10(s T 5/8)} =55 + 5/9) 2
Exprimindo a equacéo (2) em termos de fragdes parciais,
1.4 - ~5t/8
I(s)—s+s+5/8,dondez-1+4e 3
o o
| e
50/s = H Z(s)
Figura 17-23

As correntes I,(s) e I,(s) podem, agora, ser determinadas pela regra da
divisdo. Da Fig. 17-24, temos:

_ 40 __ 5 . _ g 0,625t
I = Its) (40 T 1/0,25} = s+58 =5
_ &_l__l__ : _ 1 _ ,—0,625¢
Iy = Its) (40 + 1/0,25] " s s+b5m8 Sh-1l-e
I(s) l I(s)
I(s)
T~ 1/0,2s §4OQ
Figura 17-24

17.19 O interruptor da Fig. 17-25 é fechado quando ¢ = 0 e n&o existe carga inicial nos

capacitores. Determinar a corrente resultante, /i, mostrada no diagrama.

A estrut
Z(s) = 1
e a corre

I(s) = %

Exprimi
I(S) = g

17.20 Aplicar t
dominio :

Como I(

i(0) = lir

s —

€ a CorrTe
i(e) = 1
S

Um exa
total do
4 A En
gados a




@

3)

»ela regra da

-0,625¢

rga inicial nos
rama.
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10Q
+l = “K1F SN05F

50 VT

Figura 17-25

A estrutura tem para impedéancia equivalente no dominio s:

(5 + 1/s)5 + 1/0,5s) 1255 + 45s + 2

2O =10+ "0+ 1/s + 1055~ sA0s + 3) @
e a corrente
I(s) = V(s) _ 50 s(10s + 3) _ 4(s + 0,3 @

Z(s) s (125s% + 455 + 2) (s + 0,308) (s + 0,052)

Exprimindo a corrente do dominio s em fracées parciais,

- 1/8 31/8 . _ 1 o308 , 31 o050
I®) = 530308 " svom2 © ! =8° T8
17.20 Aplicar teoremas do valor inicial e do valor final & corrente do Probl. 17.19, no
dominio s.
Como I(s) = LA + 31/8 a corrente inicial é:

s + 0,308 s + 0,052’

. . . 1 S 31 s N
#0) = lim [s I(s)] ‘shfl{s [s + 0,308)+ 8 (s T 0,052)] sG]

e a corrente final é

o lm (s ) ,31(_ s 3|_
i(e0) = shfﬁ) [sI(s)] —Sh_)nt) {8 (S + 0,303] T8 [s + 0,052” =0

Um exame do circuito da Fig. 17-25 mostra que, inicialmente, a resisténcia
total do circuifo é R = 10 + 5(5)/10 = 12,5 ohms; portanto, i(0) = 50/12,5 =
4 A. Entéo, em regime estaciondrio, ambos os capacitores estdo carre-
gados a uma tensdo equivalente de 50 volts e a corrente é nula.
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Problemas Propostos

17.21 Determinar a transformada de Laplace de cada uma das fungdes:
Resp.: (a)-(e) Ver tabela 17-1 no final do capitulo.

(@) f@)=At (©) f@)=e*senot (e) f(t)=cosh wt
®) fO=te®® (d) f(t)=senh wt O f@&)=e*senh wt

17.22 Determinar a transformada inversa de Laplace de cada uma das fungées:

5
F _ s F - —S_+—
(@) F(s) s+ 2)(s+ 1) © F) s2+ 25+ 5 17.25 No circui
4 milisse
1 2s + 4 ;
) F(s) — F(s) = — 28+ 2 intervalo:
B F@) s + 7s + 12 " Fee) s + 4s + 13 Resp.: i-
55 2s
Fis) =5 —— F(s) = 5 ——
(C) (S) 52 +3 + 2 @) (S) (S2 + 4)(S + 5)
@ F(&) = —5—>——
s(s2 + 6s + 9)
on i 1 1 5 3t
Resp.: (a)2e% ¢ (d) 3 3¢ e

(b) e—3t _ e—4t

(c) 102 — 5gt

(e) e (cos 2t + 2sen 2f)

) 2e% cos 3t .
17.26 No circu

10 -4 ' 10 5 quando
(73] 99 ©0s 2t + 59 sen 2t — 29 € Determir
Resp.: i

17.23 Quando ¢t = 0, aplica-se uma tens&o constante V = 50 volts em um circuito série
RL onde R =10 ohms e L = 0,2 H. Determinar a corrente resultante empregando
0 método da transformada de Laplace.
Resp.:i=5—5¢5%,

17.24 O interruptor do circuito série AL da Fig. 17-26 é mantido na posigao 1 durante
tempo suficiente para que se estabeleca o regime estaciondrio; em seguida, é
deslocado para a posi¢édo 2, quando = 0. Determinar a corrente.

Resp.:i=5 g™,




1 0f

fungbes:

-

~ 4+
928

+
ok
w

va

(s + 5)

sen 2¢)

n circuito série
le empregando

icdo 1 durante
em seguida, é
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10Q

02 H

1 2 3
50V-.|-—.

Figura 17-26

17.25 No circuito da Fig. 17-27, o interruptor 1 é fechado quando t=0. Quando t=f =
4 milissegundos, abre-se o interruptor 2. Determinar a corrente transitéria nos
intervalos O <t<fef<t
Resp.:i=2 (1 — 5% j= 1,06 g 150U~ 4 0,667.

Figura 17-27

17.26 No circuito em série RL da Fig. 17-28, o interruptor é fechado na posigao 1
quando t= 0 e quando i = f = 50 microssegundos é deslocado para a posigéo 2.
Determinar a corrente transitoria nos intervalos O < t<fe t> f.

Resp.: i=0,1(—e2%0%; j= 0,06 2000/ - 1) _ 0 05.

05 H

Figura 17-28
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17.27 Aplica-se uma tensdo constante V = 100 volts a um circuito em série RC, 1731 No circt
com A =10 ohms e C = 4 pF, existindo no capacitor uma carga g, = 800 x 10~° x 1078
coulombs, no instante em que se fecha o interruptor. Determinar a corrente Determ
transit6ria resultante, supondo que a carga é (a) da mesma polaridade daquela quando
que ¢ depositada pela fonte; (b) de polaridade oposta. Resp.: i

Resp.: (a) i=—10e725 % 1031 A: (p) j= 30725 % 103t g

17.28 O capacitor de um circuito em série RC com R = 1000 ohms e C = 20 pF tem uma
carga inicial q,, ao fechar-se o interruptor para aplicar uma tensao constante
V = 50 volts. Supondo que a corrente resultante é i = 0,075 &5, determinar a
carga q, e a sua polaridade.
Resp.: 500 x 107° coulombs, oposta & da carga depositada pela fonte.

17.29 O interruptor do circuito RC mostrado na Fig. 17-29 é fechado na posicao 1,
quando t =0, e, em seguida, quando t = £ = 1CT, é deslocado para a posicio 2.
Determinar a corrente transitéria nos intervalos 0 < t< f e t< f.

Resp.: i=0,56"200t - 0 516200t 1), 17.32 Quando

onde R
Resp.:i

17.33 O capat
1078 cot
para qu
que occ
Resp.: 1

Figura 17-29

17.30 Ao fechar-se o interruptor do circuito da Fig. 17-30, o capacitor C, tem uma carga
inicial g, = 300 x 107 coulombs. Determinar a corrente transitéria resultante.
Resp.: i= 2,525 x 104t

——0 ~o———
Cc, L —1_ C,
6 ;LF/V\:I" /P3 fhy
Nr
W
20Q 17.34 Quandc

R=50l
Figura 17-30 Resp.: i




em série RC,
0 =800x107°
iar a corrente
idade daquela

'0 uF temuma
;a0 constante
, determinar a

Jnte.

na posigao 1,
a a posicho 2.

:m uma carga
ultante.
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17.31 No circuito em série RC da Fig. 17-31, o capacitor tem uma carga inicial q, = 25
x 1078 coulombs e a fonte de tensio senoidal é v = 100 sen (1000t + ¢).
Determinar a corrente resultante, supondo que o interruptor é fechado
quando ¢ = 30°.

Resp.: i=0,1535¢7400% 4 0,0484 sen (1000t + 106°).

5000
10)
qo/T\O,S uF

Figura 17-31

17.32 Quando ¢ = 0, aplica-se uma tensao constante V = 10 volts em um circuito RLC,
onde AR =5 ohms, L=01H e C= 500 uF. Determinar a corrente resultante.
Resp.: i=0,72¢2% sen 139t

17.33 O capacitor do circuito em série ALC da Fig. 17-32 tem uma carga inicial g, =
1073 coulombs e o interruptor é mantido na posicdo 1 durante tempo suficiente
para que se estabelega o regime estacionario. Determinar a corrente transitéria
que ocorre quando, em = 0, o interruptor é levado de 1 para 2.

Resp.:i= €542 cos 222t - 0,45 sen 2221).

Figura 17-32

17.34 Quando t = 0, aplica-se uma tensdo v= 10e7'% em um circuito série RLC com
R=>50hms, L=0,2He C=1puF. Determinar a corrente resultante.
Resp.: i =—0,666e71%%" ; 0,67067248! — 0,004 02




576 Circuitos Elétricos

17.35 Um circuito em série RLC, com R =200 ohms, L=0,5H e C= 100 uF, tem uma
fonte de tensao senoidal v = 300 sen (500t + ¢). Determinar a corrente transitéria
resultante, supondo que o interruptor é fechado quando ¢ = 30".

Resp.: i= 051734141 _ 0,197¢7586! ; 0,983 sen (500t — 19°).

17.36 Um circuito em série RLC com R =5 ohms, L= 0,1 He C=500 uF tem uma fonte
de tens&o senoidal v = 100 sen (2501). Determinar a corrente resultante, supon-
do que o interruptor é fechado quando t = 0.
Resp.: i= €25(5,42 cos 139t + 1,89 sen 1391) + 5,65 sen (250t - 73,6°) (A)

17.37 Na estrutura de duas malhas da Fig. 17-33, as correntes foram escolhidas
conforme mostra o diagrama. Escrever as equagbes do dominic do tempo,
transformé-las nas equagbes correspondentes do dominio s e obter as correntes
transitérias /; e i,.

Resp.:i;=2,5(1 + 6% e i = 5¢710%,

10Q
—-—o\o—JVW\,
. /h\\ /—lz\\
50 V= §109 7ﬁ 2 uF
Figura 17-33

17.38 Determinar as correntes i, e i, que aparecem na estrutura de duas malhas da
Fig. 17-34, quando se fecha o interruptor em f= 0.
Resp.: iy =0,101€7'%0" + 9,899¢79%5% j, — — 50567100 1 5 4 0,056995¢,

Figura 17-34

17.39 Na estrutura da Fig. 17-35, a fonte de 100 volts acarreta uma corrente continua
na primeira malha e o interruptor é fechado em t = 0, colocando o resistor de 10
ohms em paralelo com o ramo indutivo. Determinar as correntes resultantes.
Resp.: iy =1,67e¢5871 4 5; |, = — 0,555¢7967 ;. 5,

17.40 A estrutu
v=100¢
colocand
minar as
ma.
Resp.: i,
(200t-6



0 uF, tem uma
ante transitoria

tem uma fonte
iltante, supon-

73,6") (A)

im escolhidas
lio do tempo,
¥ as correntes

WF

as malhas da

9950t

ente continua
resistor de 10
sultantes.

Transitérios pelo método da transformada de LAPLACE
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hut I
100 Vo

— il

5Q

2 H

I
100 R

Figura 17-35

17.40 A estrutura de duas malhas da Fig. 17-36 contém uma fonte de tensdo senoidal
v = 100 sen (200t + ¢). Quando ¢ = 0, o angulo ¢ = 0 e o interruptor é fechado,
colocando o segundo resistor de 10 ohms em paralelo com o primeiro. Deter-
minar as correntes de malha resultantes, com os sentidos indicados no diagra-

ma.

Resp.: iy = 3,0167'%% + 8,96 sen (2001 — 63,4°) (A), i, = 1,5056 1% 4 4,48 sen

(200t - 63,4°) (A).

§ 10Q

R

§ 100

Figura 17-36
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Tabela 17-1

TRANSFORMADAS DE LAPLACE

f@® F(s)
1. A t=0 A
s
2. At t=0 -
s
3. e—at 1
s +a
4. te—at 1
(s + a)2
5. sen of ®__
s2 + o
6. cos of -5
2 + o
7. sen (ot 6) sseng+mcose
& + o
8. cos (of ©) S €os 62 - (x)zsen 0
s+ o
9. e sen wf —a;——
(s + a)” + ®?
10. e_at cos of —(S.¢
(s + a)2 + mz
11. senh ot o
£ - o’
s
12, cosh ot 2. .
13. d¥as sF(s) — f(0+)
1
s s
15. ft - t) e F(s)
16. F1(®) + fat) Fi(s) + Fo(s)

MAKRON
Books

Acoplados, circ
fluxo de per
fluxo mituo

Acoplamento,

Admiténcia, 11

O circuito para
circuito séri
diagrama, 1
entrada de,
matriz de, 2
transferénci

Alternada, tra:

Alternador, 37

Amorteciment:

Ampere, 3,5,

Angular, veloci

Angulo de fase
56, 97




-

MAKRON INDICE ANALITICO

Books

Acoplados, circuitos, 362-368
fluxo de perdas, 363
fluxo mituo, 363
Acoplamento, coeficiente, 364
Admitancia, 119
O circuito paralelo, 118
circuito série, 121
diagrama, 177-178
entrada de, 261
matriz de, 258
transferéncia, 262
Alternada, transitéria, 479
Alternador, 373
Amortecimento, 478
Ampere, 3, 5, 7
Angular, velocidade, 96

Angulo de fase em avango ou atraso,
56, 97

Arvore da estrutura, 216
Ativa, poténcia, 433
Ativo, circuito, 291
Auto-indutincia, 6, 362

B (como simbolo de susceptancia), 119

Bif4sico, 396

Bobina, fator de qualidade @, 182
fluxo de perdas, 363

Campo, elétrico, 5, 498
magnético, 5, 494
Capacitancia, 7
combinacéo em paralelo, 22, 23
combinagio em série, 23
relacéo carga-corrente, 7, 500
Capacitiva, reatancia, 65, 95

Carga, 2,7

579
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transitéria, 475-476
Circuito, acoplado, 362
arvore de, 216
ativo, 291
bifdsico, 396
de corrente continua, 297
elementos de, 6, 7
Lei de Kirchhoff, 7, 213
malha, 214
matriz de impedancia em, 226
método das correntes de malha, 212
método das tensdes dos nés, 28
nés, 216, 255-256
paralelo, 116-118
passivo, 148, 216
R, 57,121
ReC, 58,121
Rel, 57, 121
ramos de, 216
ressonincia, 178
série, 114
teoremas, 321
trifdsico, 397
Coeficiente de acoplamento, 364
Condensador,
energia armazenada, 21, 497
Conduténcia,
Conversdo Y — A, 324-325
Corrente,

circuito em paralelo, 116, 118

circuito em série, 58, 114
divisdo, 117, 118
dominio, 541
fasor, 96, 97
intensidade, 3
lugar geométrico, 187
sentido da, 3
transitérios, 491
Corrente continua, 10, 11
circuito RC, 496
circuito RL, 491
circuito RLC, 501
transitérios, 491
Co-senos, valor eficaz, 38
Coulomb, 2, 8
Cramer, regra de, 225

Dente de serra, Fourier, 446
onda, 41, 42
valor eficaz, 41
valor médio, 41
Desenvolvimento, métodos de, 544
Heaviside, 547
Desequilibrada, carga trifssica,

ligada em estrela com quatro
condutores, 407

ligada em estrela com trés condutores
408

ligada em tridngulo, 408

]

Deslocamento do neutro, método de, 410

Determinante,
Dielétrica, con:
Dirichlet, cond
Dominio, freqii
e varidvel, 5
do tempo, 9¢

freqiiéncia, ¢

Eficaz, funcdo :
valor, 37
Fourier, 456

Elétron, 3, 4

Elementos con

Energia, 3, 184

Entrada, de ad

Equacgdo, carac
diferencial,
homogénea,

Equilibrada,
carga em est
carga em tri.
método dos ¢
poténcia, 41:
sistema trifd

Equivalente,
admitéancia,
circuito, 118,
impedancia,

Especifica, cap:

Espectro de lin]
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46

s de, 544

isica,
uatro

*és condutores,

}
1étodo de, 410

Indice analitico 581

Determinante, 223
Dielétrica, constante, 2
Dirichlet, condicoes de, 444
Dominio, freqiiéncia complexa, 538
e variavel, 538, 551
do tempo, 98

freqiiéncia, 98

Eficaz, funcio senoidal, 38
valor, 37
Fourier, 456
Elétron, 3, 4
Elementos concentrados, 5
Energia, 3, 184
Entrada, de admitancia, 261
Equacio, caracteristica, 501
diferencial, 491
homogénea, 497
Equilibrada,
carga em estrela, 408
carga em triangulo, 405
método dos dois wattimetros, 415
poténcia, 413
sistema trifdsico, 400
Equivalente,
admitéincia, 119
circuito, 118, 120-121, 372
impedéancia, 115
Especifica, capacidade indutiva, 3
Espectro de linha, 453-454

Estacionadrio, estado, 490
Estrela,
ligacdo de alternador em, 398
ligacdo de cargas, 401-403

Estrela-Triangulo, transformagio,
324-325

Estrutura,
arvore de, 216
bilateral, 326-327

equivaléncia de estrela ou tridngulo,
321

grafico de, 216

linear, 292

passiva, 147, 216

ramos de, 216
Euler, férmula de, 77, 92, 97
Exponencial, forma, 77

séries de Fourier, 447

Faixa B, largura, 183
Farad, 7,9

" Faraday, lei de, 363

Fase, dngulo de, 56, 97-98, 503
diferenca, 98, 99, 119-120

Fasor, 96, 98

Fator de forma, 38

Fator de poténcia, 147, 148-150
angulo de, 150
aumento de, 156

corregdo do, 155
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Final, valor do, 549
Fluxo, 363
Forma de onda,
andlise de Fourier, 443
periddica, valor médio, 37
simétrica, 39, 450
sintese, 455
soma, 450
valor eficaz, 37-38
Fonte de tensdo constante, 12
Fourier, séries
forma exponencial, 447
forma trigonométrica, 444
Freqiiéncia, 9
alta meia-poténcia, 182
baixa meia-poténcia, 182
dominio da, 98
em série, 177
espectro de linha, 453
largura da faixa, 183
ressonincia em paralelo, 178
Funcio(6es)
complementar, 490
degrau, 538
impar, 450
par, 450
periddicas, 36, 443

G (como simbolo de condutincia), 119

Giratério, vetor, 96

Grafico, estrutura, 216
Harménicos, 47, 447, 453
Heaviside, métodos de, 544, 547
Henry, 7, 9

Imaginério, nimero, 76
Impedéancia, 56
circuito em paralelo, 116
circuito em série, 114
complexa, 92
diagrama da, 95
de entrada, 228
equivalente, 115
equivalente de Thevenin, 290
lugar geométrico, 184
matriz, 227-228
no ponto de excitagio, 227
transferéncia, 228
Induténcia, 6
coeficiente de auto-induténcia, 7
coeficiente de indutincia mutua, 364
em série de bobinas, 18
mitua, 363
Indutiva
reatancia, 65, 95
susceptincia, 119
Induzida,
corrente, 366
tenséo, 362

Inicial, teorema do valor, 548

Iniciais, condige
490-491

Instantaneo,
poténcia, 4
valor da corr

Inversa, matriz

Joules, 1,9

Kirchhoff, 7, 59

L (como simbol
auto-indutan

Largura de faix
Laplace, transf:

Lenz, lei de, 36

M (como simbol
induténcia n
Maclaurin, séri
Magnético, acoj
Matrizes, 218
Maéxima, impec
poténcia trai
Média, poténci:
Médio, valor, 3
Meia-onda, sim
Menor, 222
Moédulo, nimer

Monofisico, cir




544, 547

116

nin, 290

, 227

lutancia, 7
icia mitua, 364

8

. 548

Indice analttico 583

Iniciais, condi¢ées no transitério,
490-491

Instanténeo,
poténcia, 4
valor da corrente, 3

Inversa, matriz, 221

Joules, 1,9

Kirchhoff, 7, 59, 114, 116

L (como simbolo de coeficiente de
auto-induténcia), 6

Largura de faixa, 183
Laplace, transformada de, 538-540
Lenz, lei de, 367

M (como simbolo do coeficiente de
indutincia mutua), 364

Maclaurin, série de, 84

Magnético, acoplamento, 362

Matrizes, 218

Maéxima, impedéncia, 179, 230
poténcia transmitida, 330

Meédia, poténcia, 457

Médio, valor, 37

Meia-onda, simetria de, 38-39

Menor, 222

Médulo, nimero complexo, 77

Monofisico, circuito equivalente, 403

N (como simbolo de poténcia aparente),
151

Neutra, corrente (polifisica), 403
Norton, teorema de, 289
Notacao, de subindice duplo, 125-126
Nés, 216, 255, 256
Niumeros complexos, 76

argumento, 77

conjugado, 78

diferenca, 79

divisdo, 80

forma de Steinmetz, 78

imagindrios, 76

logaritmo, 82

médulo, 77

multiplicag¢éo, 80

raizes, 81, 502

soma, 79

Ohm, lei de, 98

Ohm, 5,9

Onda quadrada, 13, 44, 461, 471
Oscilagdo do transitério, 502

Particular, solucéio, 490
Passivo, circuito, 147
Perdas, fluxo de, 363
Periodo, 36, 444
Permeabilidade, 7

Permitividade (Permissividade), 2
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Polifésico, sistema de tensées, 397
bifésico, 396
corrente de linha, 453-454
de quatro condutores, 407
de trés condutores, 408
hexafisico, 53
ligacdio em tridngulo, 409
Ponte, circuito em, 138
Ponto, regra-do, 368
Préton, 2

Q (como simbolo de fator de qualidade),
182

circuito RC, 182
circuito RL, 182
circuito RLC, 183
definicdo, 182

Quatro condutores, sistema trifasico,
399, 401, 403

Ramos, de ligagéo, 216

Raizes, complexas conjugadas, 81, 502,
545

de ndmero complexo, 81
distintas, 502, 544
iguais, 502
miltiplas, 502, 545
reais, 502, 544
Raiz média qnuadratica, 37-38
Reatancia, capacitiva, 95

indutiva, 95

Resisténcia, 5, 9, 95

Ressondncia, circuito paralelo, 178
circuito em série, 176

s, dominio de, 538, 550

Seno, representacio fasorial, 96

Sentido, do enrolamento, 366

Segiiéncia, sistema polifésico, 397

Simples, desenvolvimento em fracdes,
544

Steinmetz, forma de um nimero
complexo, 78

Substituicdo, teorema de, 325, 458
Superposicio, teorema de, 325, 458

Susceptéancia, 119

Tempo, constante de, 492, 497
Tenséo, 4

quedas de, 8-9, 115-116

subida de, 115-116
Teorema,

da compensacéo, 327

da méxima transferéncia de poténcia
330

]

da reciprocidade, 326
da superposi¢io, 325
de Norton, 292

de Thevenin, 290

do valor final, 549

do valor inicial, 548

Transferéncia,
273

de impedéanc
Transformada «
Transitério,
circuito RC,
circuito RL,
circuito RLC
corrente alte
corrente con
método de L
Tridngulo-estre
Trifasico, 397
Trigonométrice
forma de un

séries de Fo




alelo, 178

-ial, 96
366
sico, 397

) em fracoes,

wamero

325, 458
y 325, 458

. 497

ia de poténcia,

Indice analitico 585

Transferéncia, funcéo de tensao, 236,
273

de impedancia, 228
Transformada de Laplace, 538-545
Transitério,

circuito RC, 496

circuito RL, 491

circuito RLC, 501

corrente alternada, 495-496

corrente continua, 491

método de Laplace, 538
Tridngulo-estrela, conversio, 324
Trifasico, 397
Trigonométrica,

forma de um niimero complexo, 76-77

séries de Fourier, 444

Valor eficaz,

definig¢do, 36-37

séries de Fourier, 456-457
Velocidade angular constante, 96
Vetores, 96-98
Volt, 9

Y (como simbolo de admiténcia), 119
Y —A, conversio, 324
Y, plano, 186

Wattimetro, método dos dois, 415
Z (como sfmbolo de impedancia), 95

Z, plano, 186

ZY, conversio, 121
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