ENGENHARIA
DE CONTROLE
MODERNO

KATSUHIKO OGATA



CIP — Brasil Catalogacio-na-fonte
Sindicato Nacional dos Editores de Livros, RJ

de controle moderno |
Katsuhiko Ogata:tradugio de Andre Fibio
Kohn. Jos¢ Carlos Teixeira de Basros
Morses. — Rio de Janeiro: Prentice-Hall do
Brasil, 1985
Traducio de: Modern control engincening
Bibliografia.
ISBN 85.7054-01%-1
1. Controle automatico 1. Kohn, André
Fibwo 11. Moraes. Jose Carios Teixewra de
Barros 111. Titalo

KE02KF CDD — 298

;PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLIGA
- DO PARANA — PUC/PR
BIBLIOTECA 7

Titulo do onginal em inglés
Modern Control Engineering
Copyright © 1970 by
Prentice-Hall, Inc.
Englewood Cliffs, N.J. USA

Dtreilqs exclusivos para a lingua portuguesa
Copyright © by

Ec_iit.ora Prentice/Hall do Brasil Ltda.
Rio de Janeiro — RJ

1982 — 54132

z

Reservados todos os direitos. E proibida a duplicagio
ou reprodugao deste volume, ou de partes do mesmo,

sob quaisquer formas ou por quaisquer meios

(eletronico, mecanico, gravagao, fotocopia, ou outros),

sem permissao expressa da Editora.

Fotocomposi¢ao da Editora Guanabara Koogan S.A.

-

: 12

Prefacio

Este livro foi pre parado para ser um texto completo de um primeiro estudo de
engenharia de controle. Esta redigido ao nivel do ultimo ano de engenharia eletrica.
MECcaniCa. 4eronautica ou guimica.

Este texto abrange tanto a teoria de controle classico como a de controle
moderno. Os trés primeiros capitulos apresentam os conceitos fundamentais de
sistemas de controle por realimentagao e a base matematica elementar necessaria
para o entendimento do livro. O Cap. 4 trata de modelagem de sistemas fisicos. Os
proximos seis capitulos (5 a 10) apresentam metodos e técnicas convencionais para
analisar e projetar sistemas de controle. Os dois capitulos seguintes (11 ¢ 12)
discutem sistemas nao lineares. O Cap. 13 dd uma introdugao a sistemas de tempo
discreto e ao método da transformada z. Os dltimos trés capitulos (14 a 16) apresen-
tam uma introdugao a teoria de controle moderno baseada em conceitos de espago
de estados.

Supde-se que o leitor esteja familiarizado com equagoes diferenciais ¢ analise
de circuitos em nivel introdutorio. bem como em mecanica.

Os primeiros 10 capitulos podem ser usados como texto. guer de um curso de
um trimestre, quer de um semestre. com trés aulas por semana, dependendo de
quanta matéria serd coberta. Os seis capitulos restantes podem ser usados como
texto de um curso de um semestre. No Departamento de Engenharia da Universi-
dade de Minnesota, a matéria deste livro € tratada em dois cursos: a maior parte dos
capitulos de 1 a 10 é utilizada em um curso introdutorio de um trimestre sobre
engenharia de controle. e 0s Caps. 13 a 16 fazem parte de um curso de um tnmestre
sobre teoria de controle moderno. ambos os cursos no tltimo ano de engenharia.

Este livro prové muitos exemplos ilustrativos para esclarecer a teora
apresentada. Acredito que a melhor maneira de aprofundar o entendimento da
teoria de controle ¢ dominar os fundamentos atraves da resolugao de muitos
problemas, cujas solugoes estao disponiveis. Partindo deste ponto de vista, alem de
muitos exemplos, cada capitulo ¢ seguido de inimeros problemas resolvidos bem
como outros nao resolvidos. A resolugdo correta dos problemas nao resolvidos
demonstrara gue o leitor compreendeu a matéria apresentada.

Gostaria de agradecer ao Dr. Richard C. Jordan, chefe do Departamento de
Engenharia Mecanica da Universidade de Minnesota, pelo seu continuo
encorajamento, bem como deixar meu reconhecimento a muitos ex-alunos que
resolveram muitos exemplos e problemas usados no livro. Gostaria tambem de
expressar meu reconhecimento ao Mr. Richard F. Palas. do Departamento de
Engenharia Quimica da Universidade de Minnesota. por ter feito muitos
comentarios construtivos bem como melhorado a apresentagio do material.

Katsuhiko Ogata
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Introducio a
Sistemas de
Controle

1.1 INTRODUCAO

Controle automatico representa um papel vital no avango da engenharia e da
ciéncia. Além de possuir importancia extrema em sistemas de pilotagem de aviio,
misseis guiados, veiculos espaciais elc., fornou-se uma parte integrante ¢ impor-
tante dos processos industriais e de fabricagao modernos. Por exemplo, controle
automatico é essencial em operagoes industnais para controle de pressao. tempera-
tura, umidade, viscosidade e lluxo em processos industriais; manuseando, ope-
rando ¢ montando partes mecanicas das industrias de fabricagio. entre muitas
outras,

Desde que os avangos na teoria ¢ na pratica de controle automatico propiciam
meios para atingir-se desempenho 6timo de sistemas dinamicos, bem como melho-
ria na qualidade ¢ diminuicéo do custo de produgao. aumento da taxa de produgio.
operagdes manuais repetitivas elc., a maioria dos engenheiros e cienlistas deve
entender e conhecer bem este campo.

Revisao historica. O primeiro trabalho sigmificativo em controle automanico foi
o de James Watt. gue construiu um controlador centrifugo para controle de velogi-
dade de uma maquina a vapor no século XVII1. Outros trabalhos importantes nos
primeiros estagios de desenvolvimento du teoria de controle sao os de Minorsky,
Hazen e Nvquist. entre muitos outros. Em 1922, Minorskv trabalhou em controla-
dores automaticos para pilotagem de navios e mostrou como poderia ser “determi-
nada’ a estabilidade a partir das equagdes diferencials que descrevem o sistema.
Em 1932, Nvquist desenvolveu um procedimento relativamente simples para de-
terminar a estabilidade de sistemas de malha-fechada com base na resposta a
entradas senoidais em regime permanente da malha-aberta. Em 1934, Hazen. que
introduziu o termo ‘‘servomecanismos’ para sistemas de controle de posigao.
discutiu o projeto de servomecanismos a rele capazes de seguir muito de perto uma
entrada variavel.

Durante a decada de 1940, os metodos de resposta em frequéncia tornaram
possivel aos engenheiros projetar sistemas de controle realimentados lineares, que
satisfaziam os requisitos de desempenho. Desde o final da década de 1940 até o



inicio dos anos 50, o método do lugar das raizes em projeto de sistemas de controle
foi completamente desenvolvido.

Os métodos de resposta em freqiéncia e lugar das raizes que correspondem ao
coragio da teona de controle classica levaram a sistemas que sao estavers ¢
satisfazem um conjunto de requisitos de desempenho mais ou menos arbitranos
Estes sistemas nio sao, em geral, 6timos no sentido lato. Desde a década de 1950.a
énfase nos problemas de projeto de controle tem sido transferida do projeto de um
dos muitos sistemas que operam para o projeto de um sistema 0Timo em algum
sentido lato. \ :

Em virtude de os processos modernos com muitas entradas e saidas tornarem-
se mais e mais complexos, adescricio de um sistema de controle moderno exige um
grande nimero de equagdes. A teoria de controle classica. que trata apenas de
sistemas de entrada-simples-saida-simples. tornou-se inteiramente impolenie para
sistemas de multiplas-entradas-multiplas-saidas. Desde 1960, aproximadamente. &
teoria de controle moderna tem sido desenvolvida para competir com & complex:-
dade crescente de processos modernos e requisilos rgorosos e estreitos em preci-
s30. peso e custo em aplicagoes militares. espaciais e industriais. )

Devido a real disponibilidade de computadores digitais. analogicos e hibndos
eletronicos para uso em célculos complexos. & utilizagao de computadores no
projeto de sistemas de controle e o uso de computadores on-line ni operagao de
sistemas de controle constituem atualmente uma pratica comum.

Pode-se dizer que os desenvolvimentos mais recentes na teona de controle
moderna estao na diregao do controle 6imo tanto de sistemas deterministicos como
estocasticos. bem como para controle de aprendizado e adaptativo de sistemas
complexos. Aplicagoes da teoria de controle moderna em areas nao de engenhiria.
tais como biologia. economia. medicina e sociologia. estao em desenvolvimento. e
resultados interessantes ¢ significativos podem ser esperados em um futuro pro-
Ximo.

1.2 DEFINICOES

Nesta segao definiremos a terminologia necessaria para descrever sistemas de
controle.

Plantas (Plants)*. Uma planta ¢ uma parte de equipamento. eventualmente
um conjunto de itens de uma maquini. que funcionam conjuntamente. cuja finali-
dade é desempenhar uma dada operaciao. Neste livro designaremos qualguer objeto
fisico a ser controlado (tais como uma nave espacial. um reator Quimico ou uma
caldeira para aquecimento) como uma planta.

Processos (Pracesses)”. O Diciondrio Merriam-Webster define um processo
como uma operagao ou desenvolvimento natural. que evolui progressivamente.
caracterizado por uma série de mudangas graduais que se sucedem. uma em relagio
as outras, de um modo relativamente fixo e objetivando um particular resultado ou
meta: ou uma operagao artificial ou voluntaria, que evolui progressivamente e se
constitui por uma série de agdes controladas ou movimentos sistematicamente
dirigidos objetivando um particular resultado ou meta. Neste livro designaremos

*N. do T.: Devido & inexisténcia na lingua portuguesa do vocabulo **planta™ com a conotagho necessina
em Sistema de Controle, utilizar-se- preferencialmente o termo ' processe’” englobandoplam e process. &
nio ser onde possa causar dificuldade de interpretagio.
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quglqucr opcragiu_a ser ct_.‘mifo_{sda como um processo. Exemplos sdo processos
quimicos. economicos e biologicos.

Sistemas. Um sislema ¢ uma combinagao de componentes que atuam conjun-
tamente € realizam um certo objetivo. Um sistema nao ¢ hmitado a algo fisico. O
conceilo de sistema pede seraplicado a fenomenos abstratos, dinamicos, tais como
os encontrados em economia. A palavra “‘sistema’” deve, portanto, ser interpre-
tada para designar sistemas fisicos, biologicos. economicos etc.

Distirbios. Um distirbio € um sinal que tende a afetar adversamente o valor da
saidade um sistema. Se um disturbio € gerado dentro do sistema, ele ¢ denominado
interno; ao passo que um distirbio externo € gerado fora do sistema e constitui uma
entrada.

Controle realimentado. Controle realimentado € uma operagao que. na pre-
senge de distirbios. tende a reduzir a diferenga entre a saida de um sistema ¢ a
entrada de referéncia (ou um estado desejado, arbitraniamente vanado) e que opera
com base nesta diferenca. Aqui. apenas distirbios nao previsiveis (isto €, aqueles
nao conhecidos a pricri) sao designados como tais. desde que com disturbios
conhecidos ou previsiveis é sempre possivel incluir compensagdo dentro do sistema
de modo que aquelas medidas sejam desnecessanas.

Sistemas de controle realimentados. Um sistema de controle realimentado é
aquele que tende & manter uma relagdo prescrita entre a saida e a entrada de
referencia. comparando-as e utilizando a diferenga como um meio de controle.

Note que os sistemas de controle realimentados ndo sdo limitados ao campo da
engenharia mas podem ser encontrados em varias outras areas, 1als COmo economia
e biologia. Por exemplo. o organismo humano, sob certo aspecto, € analogo a uma
planta quimica intrincada com uma grande variedade de operagoes unitinas. O
controle de processo desta rede de reagao quimica e transporte envolve uma
vanedade de lagos de controle. De fato, 0 organismo humano € um sistema de
controle realimentado extremamente complexo.

Servomecanismos. Um servomecanismo € um sisiema de controle realimen-
tado no qual a saida é alguma posigdo mecanica, velocidade ou aceleragao. Por-
lanto, os termos servomecanismos € sistema de controle de posigae (oude veloci-
dade. ou de aceleragio) sao sindnimos. Servomecanismos s&o muito usados na
industria moderna. Por exemplo. a operagao automatica completa de maquinas
operatrizes, juntamente com instrugdes programadas, pode ser desempenhada com
0 uso de servomecanismos.

Sistemas reguladores automaticos. Um sistema regulador automatico é um
sistema de controle realimentado no qual a entrada de referéncia, ou a saida
desejada, ou € constante ou varia lentamente com o tempo, e no qual a finalidade
principal ¢ manter a saida real em um valor desejado. na presenga de distirbios.

Um sistema de aquecimento residencial que utiliza um termostato como con-
trolador € um exemplode um sistema regulador automético. Neste sistema, o ajuste
do termostato (a temperatura desejada) é comparado com a temperatura real do
ambiente. Uma variagdo na temperatura externa € um distiirbio neste sistema. O
objetivo é manter a temperatura desejada no ambiente fixa e independente de
variagoes na temperatura externa. Hi muitos outros exemplos de sistemas regula-
dores automaticos, alguns dos quais sio os controles automaticos de pressio e de
grandezas elétricas tais como tensdo. corrente e freqiiéncia.



| Sistemas de controles de processos. Um sistema regulador automatico no qual a
safda é uma variavel tal como uma temperatura, pressao. fluxo, nivel de liquido ou
pH é denominado um sistema de controle de processo. Controle de processo é
exaustivamente aplicado na industria. Controles programados, tal como controle
de temperatura de fornos para aquecimento nos quais a temperatura do forno €
controlada de acordo com um programa pré-selecionado, séo muitas vezes usados
nestes sistemas./Por exemplo, um programa pré-selecionado pode ser tal que a
temperatura do forno (ou, eventualmente. em uma caldeira) ¢ aumentada até uma
dada temperatura, em um dado intervalo de tempo. e entdo diminui para uma outra
dada temperatura em algum outro intervalo de tempo conhecido. Em um controle
programado como este. o ponto de ajuste pode ser variado de acordo com o tempo
preestabelecido desejado. O controlador. entdo. tem a fungao de manter a tempera-
tura no forno proxima ao ponto de ajuste variavel. Deve ser observado que muitos
sistemas de controle de processos incluem servomecanismos Como uma parte

integral.

1.3 CONTROLE EM MALHA-FECHADA E CONTROLE EM
MALHA-ABERTA

Definiremos inicialmente sistemas de controle em malha-fechada e em malha-
aberta. Faremos posteriormente uma compara¢ao destes dois tipos. Finalmente.
seriio introduzidos os conceitos de controle adaptativo e controle de aprendizado.

Sistema de controle em malha-fechada. Um sistema de controle em malha-fe-
chada ¢é aquele no qual o sinal de saida possui um efeito direto na acio de controle.
Isto €, sistemas de controle em malha-fechada sao sistemas de controle realimenta-
dos. O sinal erro atuante. que ¢ a diferenca entre o sinal de entrada e o sinal
realimentado (gue pode ser o sinal de saida ou uma func¢do do sinal de saida e suas
derivadas), ¢ alimentado no controlador de modo a reduzir o erro ¢ manter a saida
do sistema em um valor deseiado. Em outras palavras. o termo “"malha-fechada™
implica o uso de acdo de realimentacio com a finalidade de reduzir o ermo do
sistema. A Fig. 1.1 mostra @ relugio entradassaida do sistema de controle em
malha-fechada. A representagao indicada na figura ¢ denominada diagrama de
blocos. Para ilustrar o conceito de sistemas de controle em malha-fechada. consi-
dere o sistema térmico mostrado na Fig. 1.2, onde um ser humano atua como o
controlador. Ele deseja manter a temperatura da agus guenie em um dado valor. O
1ermametro instalado na wbulagio de saida da agua quente mede & temperatura
real. Esta temperatura ¢ 4 saida do sistema. Se o operador observa o termometro ¢

Eﬂ.‘_c‘" Soliia o Planta ou 5'*“.7_
Processo
A
Elemento |

de medida [

Fig. 1.1 Sistema de controle em malha-fechada.
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Drenc

Fig. 1.2 Controle realimentado manual de um sistema termico,

verifica que a lemperatura € maior do que & desejada. ele reduz a quantidade de
suprimento de vapor de modo a diminuir esta temperatura. E bem possivel que a
temperatura s¢ torne demasiado baixa. necessitando repetir 4 sequéncia de opera-
¢oes no sentido oposta.

Esta acao de controle € baseada na operagio de malha-fechada. Desde que
tanto u realimentacdo da saida (lemperatura da agua). para COMPpAragao com a
entradz de referéncia. como a acio de controle ocorrem através de agdes do
operador. este € um sistema de controle em malha-fechada. Sistemas como este
podem ser denominados sistemas de controle em malha-fechada manuais ou com
realimentagao manual

Se for utilizado um controlador automatico para substituir o operador humano.
conforme é mostrado na Fig. 1.3, o sistema de controle torna-se automatico. isto €.
um sistema de controle em malha-fechada automatico ou com realimentagiio au-
tomatica. A posigio do dispositivo de selecio de temperatura (um dial. por exem-
plo) no controlador automatico seleciona a temperatura desejuda. A saida, atempe-
ratura real da agua quente. que é medida pelo dispositivo de medida de temperatura.
¢ comparada com a temperatura desejada de modo & gerarum sinal de erro atuante.
Desta forma. a temperatura de saida € convertida nas mesmas unidades da entrada
(ponto de ajuste) por meio de um transdutor, (Um transdutor ¢ um dispositivo gue
converte um sinal de uma forma para outra.) O sinal erro produzido no controlador
automatico é amplificado. e a saida do controlador € enviada a uma vilvula de
controle para variar a abertura da valvula e, consequentemente. 0 supnmento de
vapor de modo & corrigir a temperatura real da agua. Se nao houver erro, nenhuma
variagio € necessaria na abertura da véalvula. \

Nos sistemas agui considerados, as variagoes na lemperatura ambiente. a
temperatura de dgua fria na wbula¢do de entrada. etc. podem ser considerados
disturbios externos.

Os sistemas de controle com realimentagio manual e realimentagio au-
tomatica anteriormente citados operam de maneira similar. Os olhos do operador

s



Dispositivo - Agua
de medida da quente

femperatura
Controlador Il p b=
automatico @

i

Agua fria —»

Drenc

Fig. 1.3 Controle realimentado automético de um sistema termi 0.

constituem o dispositivo analogo ao medidor de erro: seu cérebro. o analogo do
controlador automatico; e seus misculos. o analogo do atuador.

O controle de um sistema complexo por um operador humano nao € eficiente

devido as inimeras inter-relagdes entre as diversas variaveis. Note que mesmo em
um sistema simples, um controlador automatico eliminara quaisquer erros huma-
nos de operagao. Se for necessaria alta precisdo de controle. o controle deve ser
automatico.
) Imimeros sistemas de controle em malha-fechada podem ser encontrados na
industria e em residéncias. Alguns exemplos sdo todos 0s servomecanismos, a
maioria dos sistemas de controle de processos. refrigeradores residenciais. aque-
cedores de agua automaticos e sistemas de aquecimento residenciais automaticos
com controle termostatico.

. Sistemas de controie em malha-aberta. Sistemas de controle em malha-aberta
sao sistemas de controle nos quais a saida nao tem efeito naagao do controle. Isto €.
em um sistema de controle em malha-aberta. a saida nem € medida nem € realimen-
tada para comparagao com a entrada. A Fig. 1.4 indica a relagdo entrada-saida de
um sistema deste tipo. Um exemplo pratico € uma maquina de lavar roupa. As
operagdes de molhar, lavar e enxaguar em uma maguina de lavar roupa sao
efetuadas em uma mesma base de tempo. A maquina nao mede o sinal de saida. isto
€, a limpeza das roupas.

Em qualquer sistema de controle em malha-aberta a saida ndo e comparada
com a entrada de referéncia. Consequentemente, a cada entrada de referéncia
corresponde uma condi¢io de operagdo fixa. Ou seja, a precisao do sistema
depende de uma calibragio. (Sistemas de controle em malha-aberta devem ser
cuidadosamente c_a.lihra_dos edevem manter esta calibragao de forma a serem uteis.)
Na presenca de d:spirb;os. um sistema de controle em malha-aberta ndo desempe-
nhara a tarefa desejada. O controle de malha-aberta, na pratica, somente pode ser
usado se a relagao entre a entrada e a saida for conhecida e nao houver distirbios
internos ou externos. E claro que estes sistemas ndo sio sistemas de controle
reahrncgtados. Note que qualquer sistema de controle gue opera em uma base de
tempo é de malha-aberta. Por exemplo, controle de trifego por meio de sinais
operados em uma base de tempo € um outro tipo de controle em malha-aberta.
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Fig. 1.4 Sistema de controle em malha-aberta.
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Sistemas de controle em matha-fechada versus malha-aberta. Uma vantagem do
sistema de controle em malha-fechada é que o uso de realimentagao torna aresposta
do sistema relativamente insensivel a disturbios externos ¢ variagoes internas em
parametros do sistema. E portanto possivel & utilizagio de componentes baratos e
sem muita precisao para obter o controle preciso de um dado processo: isto €
impossivel no caso de malha-abe:ta.

Do ponto de vista de estabilidade. € mais facil construir o sistema de controle
em malha-aberia desde jue a estabilidade nao constitui um problema significativo.
Por outro lado. 4 estal lidade é sempre um problema fundamental no sistema de
controle em malha-fechada ji que pode tender a COrTIgir eros e causar oscilagoes de
amplitudes constante ou variavel.

Deve ser enfatizado que, para sislemas nos guais as entradas sao conhecidas
antecipadamente no tempo € nos quais nao ha disnirbios, ¢é aconselhavel usar
controle em malha-aberta. Sistemas de controle em malha-fechada possuem vanta-
gens apenas quando distirbios imprevisiveis e/ou variagoes imprevisiveis em com-
ponentes do sistema estio presentes. Note que @ poténcia de saida determina
parcialmente o custo. peso e dimensao deum servomecanismo (ou investimento de
capital. capacidade humana elc. em um sistema comercial). De maneira a diminuir
u poténcia necessaria de um sistema. pode ser utilizado controle em malha-aberta.
quando aplicivel. Uma combinagao apropriada de controle em malha-aberta e em
malha-fechada normalmente é mais barata ¢ fornece um desempenho global do
sistema baslante satisfalono.

Controles direto versus indireto. Note que para obter o melhor resultado €
desejavel medir e controlar diretamente as variaveis que indicam o estado do
sistema ou a qualidade do produto. No caso de sistemas de controle de processos
podemos querer medir e controlar diretamente a qualidade do produto. Entretanto.
isto pede constituir um problemadificil. desde que esta qualidade pode ser dificil de
medir. Se este for 0 caso. l0ma-se necessario controlar uma variavel secundania.
Por exemplo, varidveis (1ais como lemperatura e pressao) que sao diretamente
relacionadas com a qualidade podem ser controladas. Como outras variaveis
podem afetar a relagéo entre a qualidade e a variavel medida, o controle indireto de
um sistema nao ¢ normalmente tao eficiente como o controle direto. Embora possa
ser dificil, sempre deve ser tentado controlar a variavel primana tao diretamente
guanto possivel.

Sistemas de controle adaptativos. As caracteristicas dinamicas da maioria dos
sistemas de controle nao sio constantes devido a varias razoes, tais como deterio-
racio de componentes ao longo do tempo ou variaches em parametros e ambiente
(por exemplo. variagdes na massa ¢ condigdes atmosféricas de um sistema de
controle de nave espacial). Embora os efeitos de pequenas variagbes sobre as
caracteristicas dinamicas sejam atenuados em um sistema de controle realimen-
tado. se as variagbes nos parametros do sistema e ambiente forem significativas, um
sistema satisfatorio deve possuir a habilidade de adaptagiio. A adaptagio implicaa
habilidade de se auto-ajustar ou automodificar de acordo com variagdes imprevisi-
veis nas condigoes de ambiente ou estrutura, Os sistemas de controle que possuem
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uma habilidade franca de adaptagao sio denominados sistemas de controle adapra-
Hvos.

Em um sistema de controle adaptativo, as caracteristicas dinamicas devem ser
identificadas em todos os instantes de modo que os parametros do controlador
possam ser ajustados de maneira a manter desempenho 6timo. Este conceito possui
um grande atrativo para o projetista de sistema desde que um sistema de controle
adaptativo, além de acomodar variagoes ambientais, também acomodara erros ou
incertezas de projeto de engenharia moderados e compensara falhas de componen-
tes do sistema de pequena monta, aumentando conseguentemente a confiabilidade
global do sistema.

Sistemas de controle de aprendizado. Muitos sistemas de controle, aparente-
mente de malha-aberta, podem ser convertides em um sistema de controle em
malha-fechada se um operador humano € cons derado como controlador. compa-
rando a entrada e a saida e efetuando a agao corretiva baseada no erro ou diferenca
resultante.

Se tentarmos analisar estes sistemas de controle em m iha-fechada operados-
pelo-homem, encontraremos o dificil problema de escrever as equagoes que des-
crevem o comportamento de um ser humano. Um dos muitos fatores complicados
neste caso € a habilidade de aprendizado do operador humano, Conforme o opera-
dor ganha mais experiéncia. ele se tornard melhor controlador, e isto deve ser
levado em considera¢éio na andlise de tal sistema. Sistemas de controle que pos-
suem uma habilidade para aprender sao denominados sistemas de controle de
aprendizado. Este conceito ¢ relativamente novo e ainda nio fol completamente
explorado.

Recentes progressos em aplicagoes de controle adaptativos e de aprendizado
foram relatados na literatura, porém grandes segmentos da atividade de engenharia
permanecem disponiveis para futuros estudos.

1.4 EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DE SISTEMAS DE CONTROLE

Nesta segdo apresentaremos alguns exemplos ilustrativos de sistemas de con-
trole em malha-fechada. /

Sistemas de controle de pressao. A Figﬁ .5 mostra um sistema de controle de
pressao. A pressiao na caldeira é controlada pela posigao do regulador. Esta
pressio é medida por um elemento medidor de pressao. O sinal entdo obtido ¢
enviado ao controlador para comparagao com o valor desejado, Se houver qualquer
diferenca ou erro, a saida do controlador ¢ enviada ao atuador gue posicionz o
regulador convenientemente de modo a reduzir o erro.

Sistemas de controle de velocidade. O principio basico do regulador de Want
para maquinas a vapor € ilustrado no diagrama esquematico da Fig. 6, A quanti-
dade de vapor admitida no cilindro du maquina € ajustada de acordo com adiferenca
entre as velocidades real e desejada.

A seqiiéncia de agdes pode ser estabelecida como segue: a entrada de referén-
cia (ponto de ajuste) ¢ selecionada de acordo com a velocidade desejada. Se a
velocidade real cair abaixo da velocidade desejada, entido o decréscimo na forga
centrifuga do regulador de velocidade faz com que a valvula de controle se mova
para cima, suprindo mais vapor, e a velocidade da miquina aumenta até o valor
desejado ser atingido. Por outro lado, se a velocidade da maquina aumentar acima
da velocidade desejada, o aumento na forga centrifuga do regulador causa um
movimento para baixo da vilvula de controle. Este movimento diminui o supri-
mento de vapor e a velocidade da maquina se reduz até atingir o valor desejado.
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Fig. 1.6 Sistema de controle de velocidade Y

Sistemas de controle numéricos. Controle numérico € um método de controle
dos movimentos de componentes de maquinas pelo uso de numeros. Em conu'o_le
numérico o movimento de uma ferramenta pode ser controlado pela informagao
binaria contida em uma fita. ) 4 s )

Neste controle. valores numéricos simbélicos sdo convertidos em valores
fisicos (dimensoes ou grandezas) por meio de sinais elétricos (ou outros) que sao
deslocados em um movimento linear ou circular. Estes sinais ou s3o digitais

ulsos) ou analdgicos (tensdes vanaveis no tempo). '
= ¥O sistema r:%strado na Fig. 1.7 opera como segue: uma fita € preparada na
forma binaria representando a parte P desejada. Para imciar o sistema, a fita ¢
introduzida na leitora. O sinal de pulso de entrada modulado em frequéncia ¢
comparado com o sinal de pulso realimentado. O conversor d:gnal-analcg_:co con-
verte o pulso em um sinal analégico que representa um cero valor de tensdo a qual
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Fig. 1.7 Controle numeénco de uma maguin. \

pOF sua vez acarreta d rotacac doservomotor. A posicao da ferramenta € controlada
de acordo com z entrada do servomotor. O transdutor acoplado a ferramenta
converie 0 movimento em um sinal elétrico que € convertido a um sinal pulsado por
meio de um conversor analogico-digital. Entao este sinal € comparado com o sinal de
pulso de entrada. O controiador elimina operacOes matematicas nas diferengas dos
sinais pulsados, Se houver qualquerdiferenga entre esies dois. um sinal é enviado ao
servomotor para reduzi-lo.

Uma vantagem do controle numerico € que partes complexas podem ser
produzidas com tolerancias uniformes na maxima velocidade de perfuragao.

Sistemas de controle por computador. A Fig. 1. mostra um diagrama es-
quematico do controle por computador de um autoforno| O autoforno € uma
estrutura enorme com aproximadamente 30 metros de altura. Fornos modernos sao
construidos para produzir mais de 4.000 toneladas de lingote de ferro por diu e
devem ser considerados em operagao continua devido a natureza do processo de
fusao.

O minério de ferro. coque e pedra calciria sao carregados no forno em propor-
¢oes apropriadas. (Aproximadamente 2 toneladas de minério. | tonelada de coque.
1/» tonelada de fluxo e 4Y/2 toneladas de ar sa0 necessanos para produzir 1 tonelada
de lingote de ferro.) O ar. muito importante nesie processo, ¢ aquecido em fornos e
injetado na fornalha. O calor na fornalha € produzido pela combustao do coque, da
qual o gas de mondxido de carbono € gerado pelo processo de combustao parcial.
Este gas, junto com o coque. reduz o minério de ferro na fornalha a um metal, e 2
pedra calcaria atua como um fluxo, eliminando as impurezas. O ferro fundido escoa
para a base da fornalha e as impurezas liquidas sobem para a superficie. O ferro
fundido e as impurezas liquidas sao periodicamente drenados para fora atraves de
orificios construidos para esta finalidade.

Desde que a presenga de carbono, manganés, silicio, enxofre, fosforo etc.,
depende muito da composigio do minério, coque, e pedra calcana usados. é muito
dificil para operadores humanos controlarem a composigao quimica do lingote de
ferro proveniente da fornalha.
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Fig. 1.8 Controle por computador de um autoforno. )

No controle por computador destes fornos. as informagdes sobre composicoes
de lingote de ferro. impurezas, gas, temperatura ¢ pressao no forno, bem como
composicoes do minério. coque ¢ pedra calcana, sao alimentadas no computador
em certos intervalos de tempo. Os calculos complexos para a determinagao das
quantidades Gtimas dos varios materiais envolvidos a fim de se carregar o forno sio
efetuados pelo computador. Entao € possivel manter a composi¢ao do lingote de
ferro conforme desejado. Também € possivel manter a operagao em regime perma-
nente do autoforno em uma condigao satisfatéria.

Note que em um controle por computador deste processo € necessario possuir
modelos matematicos disponiveis. Porém a dedugdo de modelos convementes
pode serum problema dificil pois nao sao conhecidos todos os fatores que afetam &
dinamica do sistema. Note também que a medida de todas as variaveis necessarias
para o controle por computador pode ser dificil ou impossivel. e nos casos das
variaveis nio mensuravers devem-se fazer estimativas através de métodos estatis-
ucos.

Sistemas de controle de triafego. Conforme foi estabelecido na Segao 1.3, o
controle de trafego por meio de sinais de trifego operados em uma base de tempo
constitui um sistema de controle de malha-aberta. Se, entretanto, o numero de
carros parados em cada sinal de trifego de uma arca congestionada em uma cidade
for medido continuamente e a informagio enviada a um computador de controle
c;:::l que controla os sinais de trafego, entao o sistema passa a ser de malha-fe-
c g

O movimento de trifego em redes é muito complexo devido & variagao no
volume de trafego depender fortemente da hora e do dia da semana, bem como de
muitos outros fatores. Em alguns casos a distribuigao de Poisson pode ser admitida
para as chegadas de carros nos cruzamenlos, porém isto nao é necessariamente
valido para todos os problemas de trafego. De fato. a minimizagio do tempo de
espera médio é um problema de controle muito complexo.
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Sistemas biolégicos. Considere a competicio de duas espécies de bactérias
cujas populagoes sao x, e xs. As duas estao competindo no sentido em que conso-
mem a mesma fonte de alimento. Sob certas condigdes, as populagdes x, e x. variam
com o tempo de acorde com

X, =a3% — 8, %,%;

Xy =ay,X; — @3 XX,

onde @,,. a,;. G, € a: SA0 CONslantes positivas € x, € 1. 540 ndo neganvas. Estas
egquagoes sao as chamadas equacdes de competicao de Volterra.

Se um dado agente quimico € fornecido as espécies. as populagdes variam de
acordo com as seguintes equagoes:

X, =a,,X, — 8, XX, —bu

Xy = @3, X: — @y, X, Xx; — by

onde b, e b, sao constantes positivas e i € a entrada controlante (a quantidade de
agente quimico neste exemplo). Um problema interessante ¢ minimizar. em um
dado intervalo de tempo. a populagio x, enquanto se mantém a populacao x. tao
grande quanto possivel. Este € um exemplo de um sistema biologico no qual pode
ser aplicada a teona de controle.

Sistemas de controle de estoque. A programagio industrial da taxa de producio
e mivel de estoque ¢ um outro exemplo de sistema de controle em malha-fechada. O
nivel de estogue real, que ¢ a saida do sistema. € comparado com o nivel de estogue
desejado, que pode vaniar de tempos em tempos de acordo com o mercado. Se
houver qualquer diferengz entre o nivel de estogue real ¢ o nivel de estoque
desejado. entio a taxa de producio € ajustada de modo que a saida sempre esteju no
nivel desejado ou proximo dele. o qual € escolhido para maximizar o lucro,

Sistemas comerciais. Um sistema comercial pode consistir em muitos grupos.
Cada tarefa designada a um grupo representara um eléemento dinamico do sistema
Métodos com realimentagao para relato das realizagoes de cada grupo devem ser
estabelecidos neste sistema a fim de se obter uma operagao spropriada. O inter-re-
lacionamento entre grupos funcionais deve ser minimizado de modo a reduzir os
atrasos indesejaveis no sistema. Quanto menor este inter-relacionamento. meno-
res serao o fluxo do sinais e matenais de trabalho.

Um sistema comercial € um sistema de maltha-fechada. Um bom projeto
reduzird o controle admimistrativo requerido. Note que os disturbios neste sistema
correspondem a caréncia de mio-de-obra ou materiais, interrupcio de comunica-
¢ao, erros humanos elc.

O estabelecimento de um sistema de estimagao bem fundamentado baseado
em estatistica € imperativo para uma administragio apropriada. (Note que ¢ um fato
bem conhecido que o desempenho de um sistema deste tipo pode ser melhorado
pelo uso de *‘tempo adiantado™ ou “‘antecipagio’.)

Paraaplicara teoria de controle a fim de melhorar odesempenho de um sistema
deste tipo, devemos representar as caracteristicas dinamicas dos grupos compo-
nentes do sistema por um conjunto de equagdes relativamente simples.

Embora seja certamente um problema dificil deduzir as representagoes ma-
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tematicas dos grupos componentes, a aplicagao de tecnicas de olimizagdo a siste-
mas Comercials representa uma drea interessante na qual melhorias significativas
em desempenho podem ser esperadas.

1.5 PRINCIPIOS DE PROJETO EM SISTEMAS DE CONTROLE

Requisitos gerais de um sistema de controle. Qualquer sistema de controle deve
ser estavel. Esta é uma exigéncia fundamental. Além da estabilidade absqlum..um
sistema de controle deve possuir uma estabilidade relativa razodvel; isto €, a
velocidade de resposta deve ser razoavelmente rapida e esta resposta deve possuir
uma amortecimento razoavel. Um sistema de controle também deve ser capaz de
reduzir erros a zero ou a algum valor pequeno tolerdvel. Qualquer sistema de
controle titil deve satisfazer estes requisitos. 23 SR

A exigéncia de estabilidade relativa razodvel e precisao em estado estaciondrio
tendem a ser incompativeis. Nos projetos de sistemas de controle deve-se, por-
lanuh\estabelecer o compromisso mais eficiente entre estes dois requisitos,

Problemas basicos no projeto de sistema de controle. A Fig. 1.9 representa um
diagrama de blocos de um sistema de controle. O controlador produz sinais de
controle baseado nas variaveis de entrada de referéncia e nas vanaveis de saida.
Nas situagdes praticas sempre haverd alguns distirbios agindo na planta. Estes
podem ser de origem externa ou interna e aleatorios ou previsiveis. 0 controlador
deve levar em consideragao quaisquer disturbios que possam afetar as variaveis de
saida. 8 i 1e; ) <y

Para determinar o sinal de controle 6imo € necessario definir o indice de
desempenho. Este indice ¢ uma medida quantitativa do d_esempqnho. medindo o
desvio em relagio ac desempenho ideal. A especificagio do sinal de controle
durante o intervalo de tempo de operagio é denominada a lex dg controle. Matgmn-
ticamente. o problema de controle basico ¢ determinar 2 lei de controle 6timo,
sujeita a varios vinculos de engenharia ¢ econdmicos, que minimizam um dado
indice de desempenho.

Disturbios

dima Variaveis Varigveis
de referéncia de cantroie de saida
LY =
e —— |
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b 4 i
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Fig. 1.9 Diagrama de blocos de um sistema de controle.
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Para sistemas relativamente simples. a lei de controle pode ser obtida analiti-
camente. Para sistemas complexos pode ser necessario gerar uma lei de controle
olimo com um computador digital on-line .

Anilise. Por andlise de um sistema de controle designamos a investigagio, sob
condigdes especificas do desempenho. do sistema cujo modelo matematico é co-
nhecido.

Desde que gualquer sistema € constituido por componentes., a anilise deve
iniciar com uma descrigio matematica de cada componente. Uma vez que o modelo
matemético do sistema completo foi obtido, a maneira pela qual a anélise ¢ condu-
zida independe de o sistema fisico ser pneumatico, elétrico. mecanico etc.

Projeto. Projetar um sistema significa determina-lo de modo a desempenhar
uma dada tarefa. Em geral o procedimento de projeto nio é direto e requer métodos
de tentativa-e-erro.

Sintese. Por sintese. inlerpretamos a determinagao por um procedimento di-
reto de um sistema que funcione de uma maneira especifica. Normalmente este
procedimento ¢ inteiramente matematico desde seu inicio até o fim do processo do
projeto. Procedimentos de sintese sao atualmente d isponiveis para redes lineares e
para sistemas lineares 6timos.

Abordagem basica em projetos de sistemas de controle. A abordagem basica
para o projeto de qualquer sistema de controle pritico envolve, necessariamente.
procedimentos de lentativa-e-erro. A sintese de sistemas de controle lineares &
leoricamente possivel. e o engenheiro de controle pode determinar sistematica-
menie 0s componentes necessarios para desempenhar uma dada fungio e atingir o
objetivo desejado. Na pritica. entretanto, o sistema pode estar sujeilo & muitos
vinculos ou pode ser ndo linear. e. nestes casos. nao existe nenhum método de
sintese disponivel até o presente. Além disso. as caracteristicas dos componentes
podem néo ser conhecidas com precisio. Consequentemente. procedimentos de
tentaliva-e-ermo sempre sio necessarios.

Na prética quase sempre sao encontradas situagdes onde é fornecida uma certa
planta, e o engenheiro de controle deve projetar o resto do sistema de modo que 0
conjunto apresente as especificagoes desejadas desempenhando uma dada tarefu.
Note que as especificagdes devem ser interpretadas em térmos matematicos.

E importante lembrar que algumas das especificagoes podem nio ser realistas.
Neste caso, as especificacoes devem ser revistas nos estagios iniciais do projeto.

Em muitos casos, o projeto de um sistema de controle se desenvolve como
segue: o engenheiro inicia o procedimento do projeto conhecendo as especificagoes
ou indice de desempenho, a dindmica da planta fornecida e a dinamica dos compo-
nentes: este iltimo envolve pardmetros de projeto. O engenheiro de controle aplica
entao, técnicas de sintese, se disponiveis, conjuntamente com outras técnicasa fim
de elaborar um modelo matematico do sistema.

Uma vez formulado o problema do projeto em termos deste modelo, o enge-
nheiro desenvolve um projeto matematico que fornece a solugdo da versao ma-
tematica do problema do projeto. (Neste estagio, ¢ importante a simulagéao do
mogielg matematico em um computador. Note que a teoria de controle 6timo é
muito ttil neste estagio de projeto porgue fornece o limite superior do desempenho
do sistema para um dado indice de desempenho.)

Apés haver sido completado o projeto matematico, o engenheiro de controle
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simula um modelo em um computador a fim de testar o comportamento do sistema
resultante em resposta a virios sinais e distirbios. Normalmente, a configuragio do
sisterna inicial ndo é satisfatéria. O sistema deve entdo ser reprojetado e efetuada a
analise correspondente. Este procedimento de projeto e analise ¢ repetido até ser
obtido um sistema satisfatério. Pode entio ser construido um sistema fisico proto-
tipo.

Note que este procedimento para construir um prototipo € o inverso daquele
utilizado na modelagem. O protétipo € um sistema fisico que representa o modelo
matematico com precisao razoavel. Uma vez que o protétipo foi construido. o
engenheiro o testa a fim de verificar se ¢ ou ndo sausfatério. Se for, o projeto esta
concluido. Em caso contrano. o protétipo deve ser modificado e testado. Este
procedimento continua até ¢ protolipo estar completamente satisfatério.

1.6 ESBOCO DO TEXTO

No projeto de um sistema de controle, o engenheiro de controle deve estar apto
adeterminar e analisar a resposta do sistema em relagéo a varios sinais e distiirbios.
Portanto. iniciaremos com estes problemas de analise. Os Caps. 2-9 ¢ 11-15 sio
fundamentalmente relacionados com estes problemas, ao passo gue os Caps. 10 e
16 dizem respeito exclusivamente a problemas de projeto. Para auxiliar o leitor,
discutiremos brevemente o contelido e a organizagio deste livro.

Os Caps. 2 e 3 apresentam uma revisdo da base malematica necessaria para o
entendimento da teonia de controle apresentada neste livro.

O Cap. 4 discute os modelos matematicos de sistemas fisicos. Inicialmente
definimos funcio de transferéncia e diagrama de bloco, apresentamos uma revisio
de varias leis fisicas basicas, e deduzimos as equagdes diferenciais e fungoes de
transferéncia para varios sistemas fisicos. Este capitulo inclui uma discussio basica
de graficos de fluxo de sinal.

O Cap. 5 apresenta vanos modos de controle e a introdugio de mecéanica dos
fluidos. O Cap. 6 é relacionado com a analise no dominio do tempo de sistemas de
controle. E investigada em detalhes a resposta transitoria de sistemas de controle.
O cnitério de estabilidade de Routh ¢ incluido neste capitulo. Também € incluida
uma breve discussao sobre técnicas de simulagio com computador analégico.

O Cap. 7 apresenta anilises de erros e uma introdugdo & olimizacio de
sistemas. O Cap. 8 introduz o método do lugar das raizes, enquanto o Cap. 9
apresenta as técnicas classicas, porém muito usadas. conhecidas como métodos de
resposta em freqliéncia. O criténio de estabilidade de Nyquist é deduzido e aplicado
a analise de estabilidade em sistemas de controle.

O Cap. 10 apresenia técnicas de projeto e compensagio. Sio apresentados
exemplos de compensagio de sistemas utilizando as técnicas do lugar das raizes e
de resposta em frequéncia.

O Cap. 11 discute a analise por fungao-descritiva de sistemas de controle nido
lineares. O Cap. 12 é relacionado com o bem conhecido método do plano de fase. O
Cap. 13 introduz sistemas discretos no lempo e apresenta o0 método da transforma-
da-=z,

Os Caps. 14-16 apresentam uma introdug@o a teoria de controle moderna.
Especificamente, o Cap. 14 introduz o conceito de estado, varidveis de estado e
espago de estado. A representagio no espago de estados de sistemas de controle e a
solugao de equagdes de estado sdo entdo apresentadas. O Cap. 15 refere-se aos
métodos de Liapunov para andlise de estabilidade. Finalmente, O Cap. 16 apre-
senta os conceitos de controlabilidade e observabilidade, sistemas de controle
Otimo e uma introdugd@o a sistemas de controle adaptativo.

Os métodos de resposta em freqiiéncia, a parte fundamental da teoria de
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controle cldssica, sao muilo usados na industna. Sio Gteis no tratamento de
sistemas de controle invanaveis no tempo com saida-simples-entrada-simples.

A teoria de controle moderna apresenta muitas vantagens em relagio a teoria
de controle classica. A primeira € aplicavel no projeto de sistemas multivariaveis
variaveis no tempo. Possibilita a0 engenheiro de controle levar em conta condigoes
iniciais arbitrérias na sintese de controle 6timo de sistemas. Nesta sintese necessi-
tamos considerar apenas os aspectos analiticos do problema. Um computador
digital pode ser programado para operar todos os calculos numénicos necessarios.
Esta ¢ uma das vantagens fundamentais da teoria de controle moderna.

E importante salientar que a teonia de controle moderna ndo substitui comple-
tamente a teoria de controle clissica. As duas abordagens complementam-se. A
engenhana de controle moderna ¢ baseada nos aspectos tteis das teonas de con-
trole cldssica e moderna. A finalidade deste livro é fornecer ao leitor uma boa base ¢
o uso das ferramentas da engenhana de controle moderna.

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.1.1 Liste as pnncipais vantagens e desvantagens de sistemas de controle em
berta.

As vantagens dos sisiemas de controle em malhs-aberta sio as sepuintes:

. Construgio simples e facilidade de manutengiao.

- Menos dispendioso do que um sistema em malha-fechada correspondente.

. N&o ha problema de estabilidade.

. Convemiente quando a saida ¢ dificil de medir ou economicamente néo disponivel.
(Por exemplo, seria bem caro desenvolver um dispositivo para medir a qualidade da
saida de uma torradeirs.)

As desvanlagens de sistemas de controle em malha-aberta sao as seguintes:

1. D::;minsc variagoes na calibragio acarrelam erros. e a saida pode ser diferente da
desejada.

2. Para manter a quaiidade requerida na saida, € necessania a recalibragio de tempos
em lempos.

£
&un—ﬂl

Problema A.1.2 /A Fig. 1.10ia) representa um diagrama esquematico de um sistema de
controle de nivel-de liquido. Neste diagrama o controlador automatico mantém o nivel do
liguido comparande o nivel real com um nivel desejado e comgindo qualquer erro peio ajuste
da aberturs da valvula pneumatica. A Fig. 1.10(b) apresenta um diagrama de biocos do
sistema de controle,! Desenhe o diagrama de blocos correspondente para um sistema de
controle de nivel de ligudo operado por um ser humano.

Solucio. No.sisl.cr_na operado por um ser humano, os olhos. o cérebro e os musculos corres-
pondem ao dispositivo de medida. controlador e valvule pneumatics, respectivamente. Um
diagrama de biocos ¢ indicado na Fig. 1.11.

Problema A.1.3 Um sistema organizacional de engenharia é composto de muilos grupos, tais
como administragdo, pesquisa e desenvolvimento, projeto preliminar, ex perimentos, projeto
do produto e desenhos, fabncagio e montagem, e testes. Estes Brupos sao inter-relacionados
a fim de constituirem uma operagio global conjunta.

O sistema pode ser analisado pela redugioa um conjunto mais elementar de componentes
necessirios, os quais podem fornecer o to analitico exigido. bem como por um
conjunto de equagdes simples que representam as caracteristicas dinimicas de cada compo-
nente. (O desempenho dinimico de um sistema como este pode ser determinado a partir da
relagio entre a execugdo progressiva e o )

: tempo.
Desenhe um diagrama de blocos funcional mostrando um sistema organizacional de
en .
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Fig. 1.10 (a) Sistema de controle de nivel de liquido; (b) diagrama de blocos

Nive! Nive!
dessado [ ] Musculos | Tanque bl 18
—  Cirsbec & valvuin T oe dgue

]I.
Dincs -

Fig. 1.11 Diagrama de blocos de um sistema de controle de nivel de liquido operado por um
ser humano

Solugio. Um diagrama de blocos funcional pode ser desenhado utilizando-se blocos para
representarem as atividades funcionais ¢ linhas de sinal de interligagdo para representarem a
informagao ou saida do produto da operagio do sistema. Um diagrama de blocos possivel €
mostrado na Fig. 1.12.
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Fig. 1.12 Diagrama de blocos de um sistema organizacional de engenharia.

Fig. 1.14 Sistema de controle aute-operado,
PROBLEMAS

Problema B.1.1 Muitos sistemas de controle em malha-aberta e em malha-fechada podem ser
encontrados em uma residéncia. Relacione alguns exempios e descreva-os. l

Problema B.1.2 Desenhe um diagrama de blocos de um sistema de aquecimento residencial. »
Note que um termostato € o controlador do sistema. Estabelega quais disturbios poderiam
existir em tal sistema.

Problema B.1.3 ‘A Fig. 1.13 indica um sistema de controle de tens&o. Explique a seqiéncia

das agdes de controle quando a velocidade de aliment#3o é vaniada subitamente em um curto
intervalo de tempo.

gl |
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Base
Matematica —
Transformada
de Laplace

2.1 INTRODUGAO

O método da transformada de Laplace ¢ um método operacional que pode ser
usado com vantagens para resolver equagoes diferenciais lineares. Usando trans-
formadas de Laplace. podem-se converter muitas fungoes comuns, tais como
fungdes senoidais, fungdes senoidais amortecidas, e funcoes exponenciais em
fungoes algebricas de uma varidvel complexa. Operacdes como diferenciacio ¢
integragio podem ser substituidas por operagées algébricas no plano complexo.
Desta forma, uma equagio diferencial linear pode ser transformada em uma equa-
4o algébrica em uma vanavel complexa. A solugdo da equagao diferencial pode
enido ser achada através do uso de uma tabela de transformadas de Laplace ou pelo
uso da técnica de expansao em fragdes parciais. que ¢ apresentada na Secio 2 4

Uma vantagem do método da transformada de Laplace é que ele permite ¢ uso
de técnicas graficas para prever o desempenho do sistema sem a necessidade de
resolver as equacoes diferenciais deste. Outra vantagem do método da transfor-
mada de Laplace € que. quando se resalve a equacao diferencial, tanto a compo-
nente Lransitoria como a de regime permanente da solugio podem ser obtidas
simultaneamente.

Revisao de variaveis complexas ¢ fungées complexas. Antes de definir a trans-
formada de Laplace da fungao do tempo fir), apresenlamos uma revisio muito
breve de varidveis complexas e fungdes complexas. Uma varidvel com plexas tem
uma componente real o e uma componente imagindnia jw, ous = o + jw. Uma
varidvel complexa s pode ser representada por um ponto no plano s. A Fig. 2.1
ilustra o plano 5 e um ponlo representativa s, = o, + jw,. Uma fungdo complexa
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Fig. 2.1 Plano 5 ¢ um ponto representativo.

Gis), uma funcdo de s, tem uma parte real e uma parte imaginaria, ou

G(s) = G, +JG,

sdo reais. O modulo de uma grandeza complexa (G + jG,) € dado por
OVHSEG*- (e}?.ye o angulo § de (G, + jG,) € dado por 8 = tan™"(G,/G).” A Fig. :,‘.‘!
mostra o plano complexo e dois valores complexos representativos. O dngulo 6 ¢
medido a partir do eixo real positivo. Uma rotagdo em sentido anti-hordno ¢
definida como a diregao positiva para fins de medigéo de angulos.

Im Plana Gis)
Gt =+=~226
/PU“WO
G, o\ !
/ R
7, G, e
“Negative
¥ —--—--16,

Fig. 2.2 Plano complexo ¢ duas grandezas complexas representativas.

O complexo conjugado de Gis) = G, + ;‘G_. € definido como G(s) = G, — JG,.
Uma quantidade complexa e seu conjugado tém a mesma parte real, mas a parte
imaginana de uma € o valor negativo da parte imaginana da outra. 4 01

As fungdes complexas G(s) normalmente encontradas em sistemas de aﬁontzl e
linear sdo funcdes univocas de s e sio determinadas unicamente para um dado valor

*Usaremos indistintamente a notuglio arctg ou tan™ (N, do T.)
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de s. Uma fungéo complexa Gis) é dita analitica em uma regiao se Gis) e lodas suas
derivadas exisiem naquela regiao. A derivada de uma fungao analitica Gis) € dada
por

d PRI |
FoW=in
[, S

as0 A5

As) — G(s)
5

O valor da derivada ¢ independente da escolha da trajetoria As. Uma vez que As =
Ao + jAw, As pode se aproximar de zero ao longo de um numero infinito de
diferentes trajetorias. Pode-se mostrar, embora ndo seia provado aqui, que se as
dernivadas tomadas ao longode duas trajetorias quaisguer . especificamente As = Ao
eAs = jAw. 5a0 1guais, entio a derivada € unica para qualquer outra trajetona As =
Ao + jAw.

Para uma particular trajetonia As = Ao (que significa que a trajetdnia ¢ paralela
ao eixo real).

d . (AG, , .AG
26 = lim (Z2= + i/ 57)

3G, | 06
=SE+ige

Para uma outra trajetona em particular As = jAw (que significa que a trajetona €
paralela ao eixo imaginario).

&l sl A
EG"}—,ﬂ(m ia2)

__ .96, 6
=% e
Se estes dois valores da derivada sao iguais,

9. . 06 06 | 3G
W e Y%

ou se as duas condigdes seguintes:
dG, _0dG G _0G,
T, BETE

sdo satisfeitas, entdo a derivada dG{s)/ds é determinada unicamente. Estas duas
condigdes sdo conhecidas como condigdes de Cauchy-Riemann.
Como um exemplo, considere o seguinte G(s):

G(s) =

s+ 1

Entéo,
Glo 1 = ___l
@+ )= ey
i G.i +JG)
onde
) e, R e
Percebe-se que. exceto no ponto s = — | (explicitamente, o = — 1. w = 0), Gis)

satisfaz as condigdes de Cauchy-Riemann:

@ — (¢ + 1)

9, _ 9G, oo+ 1)
9 = 5 T (RS

Portanto G(s) = 1/(s + 1) € analitica em todo plano s excetoems = — |. A derivada
dG(s)lds, excetoem s = —1, é

do 0G, o 06 6. .8
GIOTV G bt ot
1

e+ jo 1y
1
T EFIp

Note que a derivada de uma fungdo analitica pode ser obtida simplesmente pela
diferenciacao de Gis) com relagao a 5. Neste exemplo,

d | 1
#rF) = o

_Pontos do plano s em que a fungio Gs) € analitica sao chamados de pontos
ordindrios, enquanto que pontos do plano s em que a fungio G(s) nio € analitica sao
chamados de pontos singulares. Pontos singulares em que a funcio G(s) ou suas
derivadas se aproximam de infinito sao chamados péles. Por exemplo,

L RG)
G(s) = N
R s o

—

tem pélosems = —p, e s = —p,.
Se Gis) tende a infinito quando s tende a —p e se a fungio

G(s)(s + py m=1223,..)



tem um valor finito nao nulo em s = —p, entiio s = —p € chamado um pdlo de ordem
n.Sen = 1.opoloé chamado um plo simples. Sen = 2,3.....0pdloé chamado de
polo de segunda ordem, palo de terceira ordem elc.,

Pontos em que a fungéo G(s) € igual & zero sdo chamados de zeros. A fungao
dada pela Eq. (2.1) iem um zero em s = —2. Se ponlos no infinito sao tambem
contados. Gis) tem o mesmo numero de pélos que zeros. A fungao G(s) dada pela
Eg. (2.1) tem dois zeros no infinito em adigdo ao zero finito em & = =2, poIs

lim G{s) = hmf—z — 0

Portanto, Gi(s) tem trés polos e trés zeros (um zero finito e dois infinitos). -

Mapeamento conforme. Um mapeamento que preserva tanto o tamanho como
o sentido dos angulos é chamado conforme. Considere uma fungao analitica = =
Fis). A relagao funcional z = F(s) pode ser interpretada como um mapeamento de
pontos do plano s sobre pontos do planoz ou o plano F{(s). Paraqualquer ponto P do
plano s em que F(s) é regular (significando nio-singular), corresponde um ponto £
no plano Fis). P* é chamado de imagem de P, sendo dado pela fungio = = Fisi.

Um mapeamento dado por uma fungdo analitica ¢ conforme. Isto €. duas
curvas suaves no plano s que s¢ interceptam ¢ formam um angulo # sao mapeadas
.fm-brc duas curvas suaves no plano F(s) que se interceptam e formam o mesmo
angulo #. (Note que pode ocorrer distorgao da forma das duas curvas no mapea-
mento. embora os angulos e o sentido dos mesmos sejam preservados.)

Se afuncio Gts) é regular e univoca em um dominio I', entéo a imagem de uma
curva continua em I' mapeada por z = Fs) também € uma curva continua.

Para provar que 0 mapeamento associado com uma fungao analitica: = Fis) ¢
conforme, considere uma curva suaves = s(£). que passa por um ponto ordinarios,.
Se escrevermos 2, = Fisg, entao

I = F———"—“;:ﬂ‘ )(s — 8p)

Portanto.
. Fis) — F(5,) |
[z —z4= _huLﬂ._ [s — g

onde [s — s, € 0 dngulo entre o eixo real positivo e o vetor apontando de s, as. Se
s tende a 5, ao longo da curva suave s(£), entao s — 5o € 0 angulo 6, entre 0 €1X0
real positivoea li_mgcmeécurva em sy, Da mesmaforma, a medida quez tende az,,
[z — zptende ao angulo é,, que € o dngulo entre o eixo real positivo ¢ a tangente a
F(s) em z,. Portanto, obtemos

6! = J'F’(:ﬂ) 'T‘ e|

contanto que F'(s,), a derivada de F(s) calculadaem s = 5, nao ¢ zero. (Note que a
menos que F'isg) = 0, [F'(s,) nao pode ser definida.) Portanto

¢1 = a: = fF'(-’!)

Observe também que &, — 6, depende ndo da curva suave s = 5(£) escolhida em
particular. mas sim do ponto s,

Usando uma outra curva suaves = 55(£) passando pelo ponto 5. podemos fazer
uma andlise similar, obtendo

$. — 0, = [F'(sy)

Portanto

¢1 _81 _¢:_e‘.
ou

¢a '_¢: "_'3: — 8,

Portanto. o tamanho e sentido dos angulos sio preservados neste mapeamento.
Acabamos entao de ver que o mapeamento dado pela fungdo analincaz = Fis) e
conforme em todos pontos em que Fis) ¢ regular e F'(s) = 0.

Utilizaremos mapeamento conforme ao discutir os graficos do método do lugar
das raizes (Cap. 8) € o critério de estabilidade de Nvquist (Cap. 9).

Finalmente . observe que pode ser provado que um mapeamento nao pode ser
conforme em todos pontos de um dominio I' 2 nao ser que 0 mapeamento seja dado
por uma fungéo analitica = = F(s) que € repular no dominio. A conformidade de
mapeamento € uma caracteristica de fungoes analiticas.

2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Esta segio apresenta uma defini¢éo da transformada de Laplace. uma breve
discussao da condigao para a existéncia da transformada de Laplace. e exemplos
para ilustrar a oblengao das transformadas de Laplace de vdnas fungoes comu-
mente utilizadas.

Vamos definir

fity = uma fungéo do lempa 7 1al que fir) = O parar < 0
s = uma variavel complexa
g = um simbolo operacional indicando que a guantidade que ele prefixa e

para ser transformada pela mtegral de Laplace [* e7"d!
Fis) = transformada de Laplace de fif)
Entio a transformada de Laplace de fi) € definida por

LUW) = F6) = [[ e dtlf@)] = [[fi) e dr

Exemplo 2.1 Fungao exponencial. Considere a seguinte fungao:

fiy=0 parar <0
= Ae~ parar>=0




onde A & a $40 constantes. A transformada de Laplace de fir) € obtida da seguinte forma:

21(0) = [ CAevetdr
== A J: c-[‘ql}l dr

A
AR
5+ 0
Vemos entio que a fungdo exponencial produz um pélo no plano complexo. Ao realizar esta

integragéo. supusemos gue a parte real de s era maior que —a. (Observe que tal suposicao €
necessana para tornar a integral absolutamente convergente.)

A transformada de Laplace de uma funcao fi1) existe se fi1) é seccionalmente
continua em todo intervalo finito na regido 1 > 0 e se a fungao ¢ de ordem
exponencial quando 1 tende a infinito. Em outras palavras, a integral de Laplace
deve convergir. Uma fungdo f1) € de ordem exponencial se existe uma constante o
real e positiva tal que a fungdo

e | f(0)]

tende a zero quando 7 tende a infimito. Se o limite da fungdo e~|f11)| tende a zero
para ¢ maior que o, ¢ 0 limite tende a infinito para 0 menor que o, 0 valor o €
chamado de abscissa de convergéncia.

Para a fungdo fi1) = Ae™

lime™* | Ae~™|

-

tende a zero se ¢ > —a. A abscissa de convergéncia neste caso € @, = —a. A
integral j:ﬁr}e“‘da converge apenas se o, a parie real de 5, ¢ maior que a abscis-

sa de convergéncia .. Portanto o operador s deve ser escolhido como uma
constante tal que esta integral convirja.

Em termos dos pdlos da funcio Fis). a abscissa de convergéncia o, corres-
ponde & parte real do pélo localizado mais distante & direita no plano s. Por
exemplo, para a seguinte fungao Fis),

K+
F‘”“(‘s+i}u-+ 7)

a abscissa de convergéncia o € igual a — 1. Pode-se ver que para fungdes comorr,
senwi, €1 senwf a abscissa de convergéncia € igual a zero. Para fungoes comoe ™.
re™™, e~ sen e elc., a abscissa de convergéncia € igual a —¢. Para fungoes que
crescem mais depressa que a fungao exponencial ¢ impossivel se achar valores
adequados para a abscissa de convergéncia. Portanto, funcdes como ¢® e fe” nio
possuem transformadas de Laplace.

O leitor deve ser alertado para o fato de que, embora ¢® (para 0 = 1 = =) nao
possua uma transformada de Laplace, a fungdo do tempo definida por

fl=¢ paa 0<t<T<oo
=0 pam 1<0, T<1t

possui uma transformada de Laplace pois fir) = ¢” em apenas um intervalo limitado
O=1=Tendoem0 === Taltipode sinal pode ser gerado fisicamente. Observe
que os sinais que podemos gerar fisicamente sempre tém uma correspondente
transformada de Laplace.

Ao derivar a transformada de Laplace de fir) = Ae™™ no Exemplo 2.1. impu-
semos que a parte real de s fosse maior que —a (a abscissa de convergéncia). Uma
pergunta que pode surgir de imediato € se a transformada de Laplace obtida é vilida
Ou nao na reglao o < —a do plano 5. Para responder a esta pergunta, devemos
utilizar a teoria de variiveis complexas. Na teoria de varidveis complexas. ha um
leorema conhecido como o teorema de extensdo analitica. Este diz que se duas
fungoes analiticas sao iguais em um comprimento finito ao longo de qualquer arco
em uma regiao em que ambas sao analiticas, entao elas sao iguais em todo lugar
destaregiao. O arco de igualdade é normalmente o eixo real. ou uma porgio deste.
Usando este teorema, 4 forma de F(s), determinada por uma integragio em gue s
pode tomar qualguer valor real positivo maior que @ abscissa de convergéncia, vale
para quaisquer valores complexos de s em que F(s) ¢ analitica. Portanlo, embora
facamos a exigéncia da parte real de s ser maior gue a abscissa de convergéncia para
fazer a integral ':‘ fitie ™di ser absolutamenle convergente. uma vez que @ (rans-
mada de Laplace € obtida. F(s) pode ser considerada vilida ao longo de 10do o plano
5 exceto nos polos de F(s).

Se uma funcdo fi 1) tem uma transformada de Laplace. entdo a transformada de
Laplace de Afi1). onde A é uma constante. é dada por

ZAf()] = AZL [f(1)]

Isto € 6bvio pela defini¢do da transformada de Laplace. Da mesma forma, se as
fungocs:r’ (1) efd1) tem transformadas de Laplace, entdo a transformada de Laplace
da fungao fy(1) + ft) € dada por

Z [1,(n) = £:(0)] = ZL11,(0)] - L[ (0]

Novamente. a demonstragao destz igualdade € evidente da defini¢ao da transfor-
mada de Laplace.

A seguir, derivamos transformadas de Laplace de algumas fungées encontra-
das com fregiiéncia. Note que a transformada de Laplace de qualquer funcéofiz)
transformdvel segundo Laplace € obtida multiplicando-se fir) por ¢ e entio
integrando o produto de s = Oar = =. (Note também que uma vez que sabemos o
melodo de obtencao da transformada de Laplace, ndo & necessario dervar a
transformada de Laplace de fir) a cada vez. Podem-se utilizar tabelas de transfor-
mada de Laplace para achar a transformada de uma dada fungao fir).)

Exemplo 2.2 Fungdo degrau. Considere a seguinte fungio degrau:

J(1)=0 parar < 0 1
= A = constante para!? >0

A fungdo degrau aqui ndo é definida em 1 = 0. Mas isto ¢ irrelevante pois
0
L_ Ae7vdi =0
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A transformada de Laplace de fit) ¢ dada por
LU = [ Aend =2

Ao fazer esta integragio, supomos que @ parte real de s é maior que 2ero (a abscissa de
convergéncia) ¢ portanto que l‘im e~ é zero. Como explicado antenormente, & transformada

de Laplace é valida em todo plano s exceto no pdlo s = 0.

A fungiodegrau cuja amplitude € uniténa é chamada fungdodegrau unitdrio. A
fungdo degrau unitirio que ocorre em? = 1, € freqlientemente escrita COmMo u(1 — Iy)
ou lir — t5). Neste livro usaremos a notagdo 1(7 — t,) a ndo ser que haja mengao em
contririo. A fungdo degrau de amplitude A pode ser escrita como fir) = Al A
transformada de Laplace da fungao degrau unitario que € definida por

)=0 parat<0
=1 parat>0

é 1/s, ou
200 =+

Fisicamente, uma fun¢do degrau ocorrendo em r = ( corresponde 2 um sinal
constante aplicado subitamente ao sistema no instante 7 igual & zero.

Exemplo 2.3 Fungao rampa. Considere a seguinte fungao rampu:

fit)=0 parar<0
= At paratr>0

onde A ¢ uma constante. A trunsformada de Laplace da fungao rampa ¢ dada por

LU = A J: te = dt

L - Yot

= _Io =5 &
4 [

o

L

Exemplo 2.4 Fun¢de sencidal. A transformada de Laplace da seguinte fungao senoidal:

=0 parat <0
= Asenwr parat =0

onde A & w &0 constantes, € obtida da seguinte forma:
Flu)=4 (:(senmr)r" dt

Umau vez que

el = cos @I + jsen@!

el = cos (W — jSenar

obtemos

1
senr = g?{e“" — griae)

Portanto.
2] = ;7 [: PR
Ay L ST e
T 2is—jo 1js+jw
A
5t -

A transformada de Laplace de cos wt pode ser obtida de forma semelhante.

2.3 TEOREMAS DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta se¢a0 apresentamos varios leoremas da transformada de Laplace que
<io tteis no estudo de sistemas de controle linear.

Funcio transiadada, Obleremos a transformada de Laplace da fungao transla-
dadafir — o). Aqui supomos que fi1) € zero parar < Ooufit - a) = Oparar < a. As
funcdes fiz) e fir — aj sdo mostradas graficamente na Fig. 2.3.

fin flr-atd
|

=1

] g : 0 @

Fig. 2.3 Graficos de fit) e fit — a).



Comofit — aj = 0paral <1 < e,

F(s) = [: f(t)e " dz
j'ﬂ'r — @)=t dy

— g J"f{r — e ¥ dt
L]

Il

onde 1 — a = 7. Portanto,
It — a) = f:f(r ~ a)e~* dt = e F(s)

Esta ultima equagéo diz que & translacao da fungdo do tempo fi7) de a unidades de

tempo corresponde & multiplicagéo da transformada Fis) por ¢ ™. _
Para mostrar claramente a implicagiao de que fir — a) € zero para 1 < a, €

necessario escrever a fungdo transladada comofir = a) i1 — ). Com esta notagio.

Ff(t —a) l(t — a)] =e=F(s)

Exemplo 2.5 Fun¢do pulse. Considere a seguinte fungio pulso:

fif) = A =constante para0 <1 </,
A paral < 0,10,<t
A transformada de Laplace de fi1) ¢ obtida da seguinte forma: A fungio pulso fir) pode ser

considerada uma fun¢do degrau de amplitude A que comega em 1 = 0 € que € superposiaa um
degrau negativo de altura A comegando em ! = 7,; explicitamente,

J(0) = A1) — ALQ@ — 1)

A transformada de Laplace de fir) ¢ entao obtida como

Zf(0) = XA — L[AUr — 1))
A

— —p—h
5

P PN

(' — g7

Exemplo 2.6 Fungdo impulso. A fungao impulso € um caso limite especial de uma fungao
pulso. Considere a seguinte fungdo impulso:

f(r)=lim~£- para0 <r <1,

=@

=0 parar <0, 15 <1t

Comno a amplitude da fungdo impulso ¢ Alt, € a duragao é 1,. a drea sob o impulso € iguala A.
Como a duragéo 1, tende a zero, a altura A/, tende a infinito, mas & &rea sob o impulso
permancce igual a A, Note que o tamanho de um impiilso € medido peia sua drea.

A transformada de Laplace dz fungdo impulso fi1) pode ser obtida como segue:

= li A -— gty
y[ﬂf}l—'l.n:n:_m(l ™)

“}:—lf‘l | —e~s)]
= lim ==
to-el) 3:““‘7-'
_As
7y
= A

Portanto. a transformads de Laplace da fungdo impulso ¢ igual & drea sob o impulso.

A fungdo impulso cuja area ¢ igual 4 unidade € chamada fungao impulso
unitario ou fungao deltade Dirac. A fungdo impulso unitario. ocorrendoemr = 1,. é
normalmente indicada por &t — 1y. &1 — 1, satisfaz as seguintes condigbes:

8t —1,) =0 paral = I
Ot — 1) =00 parat=t,
[Tt —tyar=1

Um impulso que tem amplitude infinita e duragio nula € uma ficgio matems-
tica ¢ nio ocorre em sistemas fisicos. Se. entretanto, a amplitude de um pulso de
entwada s um sistema € muito grande ¢ sua duragao muito pequena comparada com
as constantes de lempo do sistema. entio podemos aproximar a entrada em pulso
por uma entrada em fungio impulso. Por exemplo, se uma forga ou torque de
entwada fi¢) ¢ aplicada a um sistema por uma duragio muito curta 0 < 1 < r,, com a
magnitude de fir) sendo suficientemente grande de tal forma & tornar a integral
Jifit) dt nio desprezivel. entao esta entrada pode ser considerada uma entrada im-
pulsiva. A entradaimpulsiva fornece energia ao sistema em um tempoinfinitesimal.

Deve-se observar que quando descrevemos a entrada impulsiva, a magnitude
ou tamanho do impulso ¢ de mdxima importincia, mas a forma do impulso normal-
mente ¢ irrelevante. De fato. qualquer pulso de duragio muito curta pode ser
comsiderado um impulso unitario se ele satisfaz a condigio de que a rea embaixo da
Curva permanece unitana quando a largura do pulso tende a zero.

O conceito da fungao impulsiva é bastante util na diferenciagio de fungoes
descontinuas. A fungdo impulso unitirio &t) pode ser considerada como a deri-

vadla em fungio do tempo da fungdo degrau unitdrio I(7) no ponto de descontinui-
dadie, ou

i) = % 1)
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Ou inversamente, se a fungao impulso unitario &1) € integrada, o resultado € a
fungdo degrau unitério 1(t). Com o conceito da fungo impulso, podemos diferen-
ciar uma fungio contendo descontinuidades. obtendo impulsos, cujas magnitudes
sao iguals 4 magnitude de cada descontinuidade correspondente.

Multiplicacio de fj1) por ¢ ™. Se fit) é ransformavel por Laplace. com sua
transformada de Laplace sendo Fis). entao a transformada de Laplace de ¢ "*fi1) €
obtida como segue:

Zle=f () = [ e e dr
= F(s + a) (2-2)

Vemos que amultiplicagiode fl1) pore~* tem o eferto de substituirs por (s + &}
na transformada de Laplace. Ou. inversamente. mudando s para (s + a) € equiva-
lente & multiplicar f{#) por ™. (Note gue « pode ser real ou complexo.)

A relagdo dada pela Eq. (2.2) é muito util para se determinar transformadas de
Laplace de fungdes como e sen wf e ¢ ™ cos wr. Por exemplo, como

Plsen 1] = ;.%a-, = F(s)

entdo, da Eq. (2.2), segue-se que a transformada de Laplace de e ™ senw! ¢ dada
por

Fle * sen wr] = F(s + a)

©w
B St
Gra)y+o

Mudanca de escala de tempo. Ao analisar sistemas [isicos, is vezes se deseja
mudar a escala de tempo ou normalizar uma dada fungio do tempo. O resultado
obtido em termos de tempo normalizado & util porque pode ser aplicado direta-
mente a diferentes sistemas tendo equagoes matematicas similares.

Se 1 é modificado para t/a. onde a é uma constante positiva. entao & fungio fit)
¢ modificada parafitja). Se denotarmos & transformada de Laplace de fir) por F1s).
entio a transformada de Laplace de fit/a) pode ser obuda como visto abaixo:

2[1(3)]= L&) a

Fazendo tla = ¢, e s = 5,, obtemos

#[/(3)]

[" s e diasy)

=a _[:f(ri)e""- dt,
= aF(s,)

ou

9 8 P
.f[f(_ L)] = eFs)
Como um exemplo. considere fir) = e~ e fit/5) = e~ %% (Obtemos

2N = Lle] = F(9)= 7

Portanto

5

2|1 ’-)J = Ple0¥) = SF(58) =
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Este resultado pode ser verificado facilmente tomando-se & transformada de La-
place de ¢ ** diretamente como segue:

| 5
A = =
e = =5+l

Observagio sobre o limite inferior da integral de Laplace. Em alguns casos, fi1)
possui uma fungdo impulso em = 0. Entdo o limite inferior da integral de Laplace
deve ser claramente especificado. se ¢ 0_ ou 0., pois as transformadas de Laplace

de fl1) diferem para estes dois limites inferiores. Se tal distingio do limite _inferior da
integral de Laplace for necessdna. entio usaremos as seguinies notagoes:

Z.U@)= |, foed
@ U= [ riedr=2.10w] + [} fied
Se fir) envolve uma fungdo impulsiva em 1 = 0. entao
2. [/n) =L _[/()]
pois
[ f@e=dt=0
para tal caso. Obviamente, se fif) nao possui uma fungéo impulso em t = 0,

Z.J0) =Z_1/1)

Teorema da diferenciacio. A transformada de Laplace de uma fungao fir) €
dada por

.?[;f- f(r)} = $F(s) — f(0) 2-3)
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onde f(0) ¢ o valor inicial de fi1), calculado em 1 = 0.

£ink 1n
_f{0+)=4 flo-1=4- flo+)=4
A
flo=1=0_
.
: f \./ : \/‘FI
el (b}

Fig. 2.4 (a) Fungao degrau: (b) fungio co-seno.

Para uma dada fungdo fir), os valores de f10,) e fl0_) podem ser iguais ou
diferentes. como ilustrado na Fig. 2.4 A distincdo entre fi0.) e f10_) € importante
quando fiz) tem uma descontinuidade em 7 = (. porque em tal casodfir)ldr vai ter
uma funcao impulsoem1 = 0. Seft0.) = f(0_). a Eq. (2.3)deve ser modificada parz

2. [gm} = $F(s) — £(0+)
¥, [;,-fm] = sF(s) — f(0-)

Para demonstrar o teorema da diferenciagio, procedemos como segue: Inte-
grando a integral de Laplace por partes. obtemos

_f:f(r}e'”dr =_r(,-,f_;_‘;’; o ( [;f_ﬂ”,r.f 3

o ==
Portanto,

F(s) =f—'i°—’ %.? [;%J’MJ
Resultando
[ 510 = 5F6) — 1@
Da mesma forma obtemos as seguintes relagoes para a segunda derivada de fii):

= S W
ybf-, fl_r)] = 5*F(s) — 5 (6) — /(0)

onde fi(1) € o valor de dff 1)/dr calculado em ¢ = 0. Para deduzir esta equagio vamos
definir

ad?ﬂ:] = g(1)
Entao

7 (e & il
?[‘Fﬂr\“—.‘?’[—rgmj

= sZ[g(n)] — gO)

R L7 e

=g _E'r“"_] i (0)

= 52 F(s5) — 5(0) — /(D)
Similarmente. para a derivada n-ésima de J11). obtemos

im=i

‘T[ﬂ_;*ﬂ”} =5F(s) — s ' f(0) — s f(D) — - -+ —i;}}(h)—f(ﬂ.)

= {m=1
ande f(0). f0). . ... f0) representam os valores de fir). dfit)idr, .. .d""'fir)ld™t,
respectivamente. calculados em r = 0. Se a distingdo entre ¥, e ¥_ € necessi-

in=1
ria. substituimos t = 0. out = 0_em fir). fir), .. .. fi1), dependendo se tomamos
Z.on ..
Note que, para a transformada de Laplace da derivada n-gsima de fi1) existir,
d"fit)idr™ deve ser transformavel scgundo Laplace. )
Note também que se todos valores iniciais de fir) e suas denivadas sao iguais a
Zero, entdoa transformada de Laplace dan-ésimadenvadade fi 1) € dada por s"Fis).

Exempio 2.7 Considere a seguinte fungio co-seno:

gty =0 parat <0
= Acosanr parat >0

A transformada de Laplace da funcio co-seno pode ser obtida diretamente como no caso da
funcio senoidal. O uso do teorema da diferenciacdo serd mostrado agui, entretanto, deri-
vando a transformada de Laplace da fungdo co-seno a partir da transformada de Laplace da
fungdo seno. Se definirmos

fin=0 parar < 0
~senwt paratr>0
Entiao
F(s) = Lhenwt] = —2
> 4

is
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A transformada de Laplace da funcao co-seno ¢ obtida como
el A T
FlAcoswi] = f[dr macnm:j
= A (sFis) — fO))
w

- A2 -9)

5 AR
=
J— — w-

\ Teorf_.-mldo valor final. Sefi1) edfir)dr saotran sformaveis segundo Laplace. se
!i_rgﬁr; existe., e se sF(s) € analitica no senmiplano direite do planos incluindo o e1xo

Jje, eXCELO pOT UM polo simples na origem (que significa que fi1) tende para um valor
bem definido guando 1 — =). entao

li_m fln) = linl sF(s)

Para provar 0 teorema. fazemos 5 tender a zero na equagao para a transfor-
mada de Laplace da denvada de fit), ou

tim [ [£ j‘(r)]rn dt = tim [sF(5) — /()

=0
Como Ell‘l; ¢~* = |, obtemos
i {if(r}—dr = )] =1(ex) = 1O
o Ldt J lo ¢
— lim sF(s) — f(0)

=0
Portanto.

f(e=) = lin(r} = lil'u sF(s)

O teorema do valor final diz que © comportamento em regime eslacionano de
fi1) € 0 mesmo que O comportamento de sF(s) na vizinhanca de s = 0. Portanto, é
possivel obter o valor de fir) em = = diretamente de Fis).

Percebe-se que quando fir) € a fungao senoidal sen wl, sFis) tem pdlos em
s=xjue !ﬂﬂu nao existe. Portanto. este leorema nao é valido para tal fungao. Se

fir) tende a infinito quando 7 tende a infinito. entdo im fi1) néo exisle, ¢ 0 leorema
rose

do valor final ndo se aplica a esle caso. Devemos nos assegurar que todas as
condigaes do teorema do valor final sao satisfeitas antes de aplica-lo para um dado

problema.
O teorema do valor inicial. que segue adiante. € 0 oposto do teorema do valor
VRIOU Ileas, e S o s S vator de i) em = B,

diretamente da transformadade Laplace defin). O teorema do valor inicial naodao
valor de fi1) exatamenic no ponto t = 0, mas sim 0 valor da fungdo em um instante
um poUCo Malor que Zere.

Teorema do valor inicial. Se firy e dfi1)/di sao ambos transformaveis segundo
Laplace e se l‘i_l_'ll sFis) existe. entao

£(0+) = lim sF(s)

Para provar este teorema. devemaos usar a €quagao para a transformada £ . de
dfi1)ldi: ou seja.

T sl

L5 = sF(s) — f(0- 2

£ /0] = He) f(@) (2-4)
Para um intervalo de tlempo 0. == =, quandos tende a infinite ¢~ tende a 2ero.
(Observe que devemnas usar o _ a0 invés de ¥_ para esia condigio.) Portanto.

hm J.: [g; f{f)_:'le“‘ dt=10 (2-5)

Das equagdes (2.4) € {2.5), obtemos
lim sF(s) — f(0-) =0

Portanto 0 teorema estd provado.

Ao aplicar o teorema do valor inicial. nao existe limitagao quanto & localizagio
dos polos de sF1s). (Portanto. o leorema do valor inicial € vahdo para a fungao
senoidal.) Freqientemente 0S reoremas do valor inicial e do valor final fornecem
uma maneira convemente de conferir & solugao. (Observe que estes teorémas nos
permitem prevero comportamento do sistema no dominiodo lempo sem & necessi-
dade de transformar fungoes em s de volta para fungoes no tempo.)

Teorema da integragao. A transformada de Laplace da integral de fir) ¢ dadu
por =
f~(Q)

2| [r dr | = £y D (2-6)

onde f~(0) = [fidt calculadoem 1 = 0.

Observe gue se fi1) envolve uma funcho impulso em f =
f-40.). Portanto. se fir) envolve uma fungao impulso em 1 =
modificar a Eq. (2.6) como segue:

.Sf,Uf(r) d;] i J_%LH
F(s) Jf'0-)

5 ]

(0, entdo f~10,) =
0. entao devemos

.sr-Uﬂ:; dr] -

ki




Esle teorema pode ser provado como segue: Integrando por partes. nos da

2[[fwa)= [ [[fydt)e=dr
Uf(rl d:]g[ — f:f(r) gdr
Lrwal - o

__f“(O}_F(_s}
AN 3

Portanto o teorema estd provado.

Vemos entio que integragao no dominio do tempo é convertida em divisio no
dominio 5. Se o valor inicial da integral € zero. entdo a transformada de Laplace da
integral de fit) ¢ dada por Fisls.

Integral de convolugao. Considere a transformada de Laplace de

[L rie — ofiny de

£(0 fi{r=x}d . ;2:1.11:‘
) 15
|
2 2= 2~ 4
1 M !V
1 Il i ! L i |
o ) [ =5 Y N T [+ | D T
!
A
fir=rifhlr)
4+
r=| 5
3+
2k
1

[ e M R

®)
Fig. 2.5 (a) Gréficos de fi(t), fy1 — 7), ¢ fdr): (b) grificos de fy1 — 7ifyir).
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Esta integral € frequentemente escrita como
Fo=f(0)

A operacao matematica fy r)#fdt) e chamada convolugdo. Note que. se pusermos ¢
=7 = E. enldo

[ofie = nfnrds = = [ 1@ 100 - & de
~ J‘;f,(T}fsz — 7)dr

Portanio. '

L = | fie = 0furydr

- _[n fin)fule — 2y dt
= [i(n)=f (1)

A Fig. 2.51a) mostra curvas de fi(1), fi(r — 7), e folr). A Fig. 2.5(b) mostra o
produto de fiir — 7j e fitr). A forma da curva fi(r — tifs(7) depende de r.

Se fi(r e fdt) siao continuas por lrechos e de ordem exponencial, entio a
transformada de Laplace de

[\ fie = Dfin) de
pode ser obtida como segue:

Z[ [ £ite — 1)fi(e) d1] = F,(s)Fs(s) @)
onde

Fi(s)= [ fiye~" dt = L[1,(1))

Fys) = [ fine= di = 2[1,(1)

Para provar a Eq. (2.7). note que fi(t — 7)1(r — 7) = 0 para = > 1. Portanto,

[ 7t = Dfi@dr = [ £t — Dl - Dfm)dr

Entao

.?[J;fl(f — 0)filz) d'r] =£[J‘:fl(; — Ot — T)f,(t)d'r]
= J:f"”[_[:f,(r =Dl — 1)f3(7) dt]d:




| Flr)
| Jin
1 s Tabela 2.2 Propriedades das transformadas de Laplace
1 | impulso unitirio 5(f) 1 e ‘i
. _ 1 | 1 Z[Af(1)) = AF(5) :
2.1 degrau unitirio W) 3 = =TT Y =
1
: f e 3 2.[2 1)) = sk - f102)
: l I 2 |
b il ite 1/ #.[L, 1] = 2 F) — 5102) — f©2) |
Jl : pT . . » L= |
5 I| fe-e {5 +— a) | f:[%.f(f)] = s*F(s) — ; s-tf(B:, |
=1
| L | 3 (=1 dk-1
3 sen it b e i onde f(f)= &= [
&
| cos wl Fny finde|
& B | € .S":[j !(J)JI]HL_EQ“'[“——_‘I ,]' :
n!
¥ - (g 5023, .00 PP [
roa]  [[froaa]
| n! | 7 .2':[” f(rjd;dg]g%‘.‘i'l-p -[ = Lok PR - o=
g | rermr (n=1.2,3..) =
! ! 8 2.[] - Jroar] =2~ % e[ fro@r]
10 el =en¥) T TR =
1 5 . 9 Lle=f(1)] = F(s + a)
| 1 Facgte . o (s = a)s = B) T 10 21t — ) 1t — @)] = e~*F(s)
|
1 1 ; i !
12 Erﬂ[l + a—_—'b{bg-a- — ae N)] 3 = a)s = b) 11 Lufi) = —%9
m .
13 e*'senw! l TET LT | 12 g[_l_!(,)] - J" F(s) ds
5+
14 £ cos wi lx_.-::?i_ﬂﬁ - f[f(i.)] = a Flas)
et ; :
15 ;i{af — | + g79) 1y g )
e ¢~ — 12 A fituindo r — 7 = A nesta ulima equacao e mudando a ordem de integragao. ©
s ) 5 R = R + o 3:5’ ilide neste caso pois f(f) € f41) sdo transformaveis segundo Laplace.
—1 obtemos
;= e~tosen(wavl — (27— §) e
2 3 [ :5- 1 ﬁ : it . = - = -
: ¢ = tan1 ¥ e AR .‘?[Lf,(i — )fyx) dt] = L, filt — DI — n)edt L filx)dt
L T 4 § = [ fiDer v dd [ iy de
I e irsen(wy'l — {20+ §) 3 o ¥ :
e ey e — [7fieda §; fuleemde
¢ =tan™! Q

= F(s)Fy(s)
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Tabelas de transformadas de Laplace. A Tabela 2.1 fornece uma lista de pares
de transformadas de Laplace. A tabela pode ser usada para se obter a transformada
de Laplace de uma dada fungéo do tempo ou para obler uma fungdo do tempo
correspondendo a uma dada transformada de Laplace. A Tabela 2.1 pode ser
adequada para a resolugdo de problemas comuns no campo de sistemas de controle.
A Tabela 2.2 resume uma lista de teoremas e relagdes de utiidade na teoria da
transformada de Laplace.

2.4 TRANSFORMACAO INVERSA DE LAPLACE

O processo matematico de se passar de uma eXpressio com v aniave! c'nmphz X
parg a expressao no tempo ¢ chamada de transformagio inversa. A nolugao pard a
transformacao inversa de Laplace ¢ 2!, de modo gue

Z-\[Fs)] = 10)

Ao resolver problemas usando o metodo da transform.adu de Laplace. nos
confrontamos com a pergunta de como determinar fi1) a parur de Fis). Mateman-
camente., fir) € determinado de Fis) pela seguinie expressac:

I e+ Jou »

=g F(s)etds (1>0 2-8
f) =55 [ FGs) ) (2:8)
onde ¢. a ahscissa de convergéncia. € uma constante real e € escolhida maior que as
partes reais de todos 0s ponios singulares de F(s). Portanto. a trajetoria de integra-
¢do ¢ paralela ao eixo jw e esta deslocada de um valor ¢ deste Esta trajetona de
integragao se situa a direita de todos os pontos singulares.

A integracio dada pela Eq. (2.8) parece ser complicada. Por sorte. ha metodos
mais simples de se achar fi7) a partir de F(s) do que fazendo a integragao direla-
mente. Um método conveniente de se obter transformadas inversas de Laplace ¢
usar uma tabels de transformadas de Laplace. Neste caso. a transformada deve
estar em uma forma imediatamente reconhecivel em tal tabela. Freqieniemente a
fungdo em questao pode ndo aparecer em labelas de transformadas de Lapluce
disponiveis para o engenheiro. Se uma particular transformada Frs) ndo € achada
em um tabela. entao-podemos expandir Frs) em fragoes parciais e escrever F(s) em
termos de fungdes simples de 5 para as quais as transformadas inversas de Laplace
sao conhecidas.

Note que estes métodos mais simples de achar as transformadas inversas de
Laplace sao baseados no fato de que a correspondéncia de uma fungao temporal €
sua transformada inversa de Laplace vale para gualguer fungao continua do
tempo.*

Método da expansio em fracoes parciais para delerminar transformadas inver-
sas de Laplace. Se Fis), a transformada de Laplace defi1). € separada em componen-
les

F§)=F@) + F(s) + - = F(s) —

*N. do T.: Fica mais claro se escrevermos .. .uma fungéo temporal ¢ a rransformada inversa de Laplace de
Fis) vale para...
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e seé as transformadas inversas de Laplace de F (s), F.(s)

 as transformadas inversas de Laplace de F(s), Fals). ... .. F ) sdo conhecidas.
entao

FLUFS)) =F'[Fis)) + L' [Fo8)) + - - - + L-1[FL9))
= fi{) —fi()+ - + L) (2-9)

onde fy(t). fd1). ..., f41) s&o as transformadas inversas de F (s}, Fus), . ... Fs).
respectivamente.

Para problemas em teoria de controle. Fts) ¢ freqientemente expresso na
seguinte forma

F(s) = B6)
AlS)

onde A(s) e B(s) sdo polinamios em s, € o grau de B(s) nao é malor que o de A(s).

Aoaplicar a técnica de expansao em fragdes parciais para achar a transformada
inversa de Laplace de Fis) = B(s)/A(s). devem-se conhecer de antemao as raizes do
polinomio do denominador A(s). (Em outras palavras. este método nio é apliciavel
enquanto o polinomio do denominador nao foi fatorado.)

A vanagem do métode da expansdo em fragdes parcias € que 1ermos indivi-
duais de Fis), resultando da expansao na forma de fragbes parciais. sdo fungdes
muito simples de s; portanto ndo necessitamos consultar uma tabela de transforma-
dlas de Laplace se memonzarmos varios pares de transformadas de Laplace sim-
ples.

Considere Fis) escrito na seguinte forma fatorada:

vooB(8) K(s=zMe 20 - ile g,
Fis) As) T (S=—pNs+py) - (5+p)

ondep,. Pe....Pp€2, 2o ..., =y Sa0grandezas reais ou complexas: mas para cada
p ou = complexos vai ocorrer o complexo conjugado de p ou 2, respectivamente.
Aqui supomos que a maior poténcia de s em A(s) é maior que a de Bi(s).

Na expansao de B(s)/A(s; em forma de fragoes parciais. € imporiante gue a
maior poténcia de s em A(s) seja maior que a maior poténcia de s em B(s). Se este
nao for o caso. o numerador H(s) deve ser dividido pelo denominador A(s) para
resultar um polindmio em 5 mais um resto (uma razao entre polinémios em s cujo
numeradoré de grau menor que o denominador). ( Paradetalhes. veja Exemplo2.9.)

Expansiao em fracoes parciais quando F(s) tem apenas polos distintos. Nestc
caso F(s) pode ser sempre expandido em uma soma de simples fragdes parciais
COmo segue:

=8(_s}__ a a a, i
F(s) J"‘(J}"J_L-t—pl_!-&'_i;p;‘l— +_H_P- (2-10)

onde a, sdo constantes. Aquia, € chamado de residuo no pdlos = —p,. O valor de
a, pode ser achado multiplicando-se ambos os lados da Eq. (2.10) por (s + p,) e
fazendo s = —p,. resultando
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B(s) )

['A_(s_)(x g Pk]]---n & L—:_‘E(l =2 P.) ¥ F:IE(S -+ Pn)
- ey :&p‘(:+pt)
+ e S:— n(s + P.'J_:;"-" 5 ﬂ‘

Vemos que todos os 1€rmos expandidos sao cancelad a
o0s. com €
Portanto. o residuo a; ¢ achado de el o3
B(s) 1
a, = | ——=(5+ | s
; [A(s)(’ L P k)
Note que desde que fir) ¢ uma funga a
L k : ngao real de tempo. se p, € pg sa0 complexos
:;m;g:ﬁ:ls&ﬁws r:;:!uos a, e a. sao também complexos: conjugados. fpcnm
3 jugados @, 0U @: necessita se cal ¢
o i aulomalicmnem:.’ ¢ calculado uma vez que o outro €
Com referéncia & Eq. (2.9) e percebendo que

Al a = %
2 |.s-'rp.] AT -

obtemos fir) = £'[Fis)] como segue:

f(f)—ﬂ.e""'-‘-a:e""A s .._a‘e'pd' ”‘:_:-,,_0'

e
Exemplo 2.8 Determine 2 ransformada mversa de Laplace de

= $+3
F(s) GEC=D

A expansao em fragoes parciais de Fis)e

s+3 P YRR ¢

F(§) = —————=
o) G+IMs=2) s+1 s+2

onde a, e a; sio achados usando-se & Eq. (2.11) como segue:

_T__s+3 -
a’_[(-f*l}(3+:’.:("+ L

-
Sl RN - = T ¥
L T {.t-é—l)ts-:-Ij(‘r"'z}_,, =1

Portanto.
f() = £V F(5))
= @1 M ] =17
* L oy | il ey
= 1'-' - t-:; (f 2 0)

e ——
Exemplo 2.9 Determine & wansformada de Laplace inversa de

9529 +7

Gis) = (s— IXs =~ 2)

Dividindo o numerador pelo denominador, oblemos

s—3
Gts]:—-s—‘-z-- G+ +2)

O terceira termo do lado direito desta iluma equagao ¢ F(s) no Exemplo 2.8. Observe que &
transformada de Laplace da funcdo impulso pnitano &if e led transformada de Laplace de

d&1)ldr € 5. Obtemos entio a transformada inversa de Laplace de Gis) como Segue:
glr) = %6(:) -~ 28() = 27t — e (1 =0-)

40 em fragoes parciais quando F(5) apresenta polos complexos conjuga-

d:;i Sep,€paSa0 polos complexos conjugados. entio aseguinte expansio pode ser
u a.

L B(5) a5+ % il N
F L) = = = ! -r" = PR S ol e e 2’12
) AGs) (T pisT P 3P S+ Pa @AY

(s valores de a, € & sao determinados multiplicando-se ambos 05 lados da Eq.
(212 por(s + pu (s T P ¢ fazendos = =P dando

B)e + p)s+ 2]
[_A{:){s ¥ P1)(3 i Pl) s

= (s = ) + s (s oK TP

e e (s p)s T p;]L_"

S+ P

Vemos que todos 08 termos expandidos sio canceladas com excecdo do lermo

s = @zl Portanto.
(@5 + &3dis-pi = [2%(: += g s+ P,]l (2-13)

Ja==pi

Como p, € uma grandeza complexa. ambos 08 lados da Eq. (2.13) sdo grandezas
complexas. |gualando as partes reais de ambos 0s lados da Eq. (2.13), oblemos uma
uacao. Da mesma forma. igualando as partes imagindnas de ambos os lados da
Eq. (2.13). obtemos uma outra equagao. Dessas duas equagoes € possivel determi-

nar a; € -

—
Exempio 2.10 Determine & transformada inversa de Laplace de

s+ 1
F(s) = s -5+ 10
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Fis) pode ser expandida da seguinte forma:

31 a5 — s _9'_ .
e +s—1) s=+5+1" ¢ (2-14)

Para determinar o, € @., nole que
52 L5 —1=(s+05—j0866)(s + 0,5 — j0,866)

Multiplicando ambos os lados da Eq. (2.14) por (s* + 5 + 1) ¢ impondo s = —0.5 — j0.866,
oblemos

s=1
i + s
( 3 J;.-n S j0.886 (@35 + ®2)imp, 50,866

0.5 — 70,866
T_j}-olm = a,(—0,5 — jO 866) +— a,

que pode ser simplificado como visto a seguir:
0,5 — /0,866 = 2,(0,25 — ;0,866 — 0,75) + a, (0,5 — j0,866)

lgualando as partes reais ¢ imaginérias de ambos os lados desta equagio. respectivamente.
ablemos

—0,52, — 0,52, = 0,5
0,866a, — 08660, = —0.866

Luli

€ +0y=—1

@ — = —1
Resultando

€ =—1, @=0

Para determinar a, muluplicamos ambos os lados da Eq. (2.14) por « e fazemos s = 0,
resultando

i s(s + 1)
:!+3+1L-n
Portanto,
FO =g+
=l_ 5+ 05 + 0,5
5 (.r+ﬁ,3j’+§,ﬁ3 (s + 0,5)* + 0,8662
46

A transformada inversa de Laplace de Fis) € entiio dada por
f(e) = £-'[F(s)]
=1 — ¢ %% 05 0,866r - 0,578¢7%%5en0,866¢ (1 > 0)

Expansdo em puddsqundnﬂsuprmupﬂumﬂhiplos. Considere
Fis) = BrsylArs). nndc Am = 0 tem raizes p, de multiplicidade r. (As outras raizes
Sd0 supostas distinlas.) A(s) pode entio ser escnita como

A(") — (3 _"'p|)' (-‘ +P,ﬂ)(5 G PH.;.) et (-f -+ P,]'

A expansao em fragoes parciais de Fis) é

- BEs) b, [, o 72 o N

F"”'A(s;_pr,)"f.s* ) A
1a 3 anl i al'fl _+_E'.!_
BBy | Sl s <+ p,

(2-15)
onde b, b,_,,.... b, sao dados por
= T, ,]
=[3e-nr]_,

= {2; G +or]}

by o[B8+ 0]

==p

g I d,-l Bf‘ij.l' J }]
by (r— I)! ds"'[.‘ﬂ:JJTP') }s--m

Estas relagoes para os b's podem ser obtidas da seguinte forma: Multiplicando
ambos os lados da Eq. (2.15) por (s + p,)" e fazendo s tender & —p,. temos

8- oo n]
bl’ [A(I}fs pl) _,!1-—';

Se multiplicarmos ambos os lados da Eq. (2.15) por (s + p,)" ¢ entdo derivarmos
com relagdo a s,
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S0+ )3l 235) < o2l

~ids{ (s —p)!
4oy dTE =0 di(s+p)
' ; b‘?ﬁl_ =P ] ' a"’a[is—pm]
v bog =)

T ] a'ISLS-—p,J

O primeiro termo do lado direito desta dltim a0 €1
e a equagao € igual a zero. O segundo
termo é igual ab,_,. Cada um dos outros termos contém alguma poténcia de t.rg: pi)

C&HﬂOfﬂIDI.IESU“&HGC!QUEQU&HdDSIEﬂdCdO \ak" . 3 2 .
P estes termos s¢ anulajl.'l

Lrof 31‘:5). 1
b = o] Berk bnd f ff PRI r
e ,l_'f?., ds[zﬂ: i ‘p"]_'

- i

Da mesma forma. fazendo sucessivas diferenciagoes 1
2 a com relagao a s e fs ;
tender a —p,. obtemos equagoes para 0s b, . i

Note que a transformada inversa de Laplace de 1/(s +p,)" ¢ dada por

G-p)rl =1
AS CORSIAnIes Gr.y, @rss. . . .. @y na Eq. (2.15) sdo determinadas a partir de
_ [ Bis) T ;
v [Alsj“*‘p")_g--,, k=r—=1¢+2 .. ..M

A transformada inversa de Laplace de F(s) ¢ entao obtida como visto a seguir:

f(')=i""[FfJJ]=[;r_h'l,-f": Bios sy

7

e =peat ~ Pt - )
a,.,€ — G, e —ge ™ (1 20)

Exemplo 2.1] Determine a transformada inversa de Laplace da seguinte fungio Fis):

=s’+?.s-!-3
Fis) TS

Expandindo Fis) em fragdes parciais, oblemos

Fs) = B(s) by

B(s) _ by b
el T R T

onde b,, b; e b, sio determinados como visto a seguir:

_TBUsY, . . sy
by = ._Alsl” k1) dr=-i

= (5 =25+ =i =2

[B®) ¢, + 1)
I_A(s('r W

il am=1

-

b:=“;

Jm Bm

(2 +25-23)

A==

&

+ ey = 0
(d* “Bis) +H
Jf S

by =F—mide A i I

-

=5

.

=2~

el e

|

A=

1

ol e R
==(2=1

Portante. obtemos

fin = Z-1FE))

G R £
el LS s 1 S
& Il(,—]\’_ ok Ls—1.

(1t + e (t=0)

]

Ll

2.5 SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES PELO
METODO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nas Segdes 2.1 a 2.4 apresentamos alguns conceitos € técnicas do metodo da
transformada de Laplace. Esta segao apresenta o uso do método da transformada
de Laplace ne resolugao de equagoes diferenciais lineares.

O método da transformada de Laplace fornece 4 solugao completa (a solugéo
particular mais a solugao complementar) de equagoes diferenciais lineares. Méto-
dos classicos para achar a solucao completade umaequagao diferencial requerema
determinacao das constantes de integragao pelo usodas condigoes iniciais. No caso
do método da transformada de Laplace. a determinagio das constantes de integra-
¢io a partir das condigdes iniciais nao ¢ necessdria uma Vez que as condigdes
iniciais sao automaticamente incluidas na transformada de Laplace da equagao
diferencial.

Se todas as condigoes iniciais sao nulas. entao a transformada de Laplace da
equagio diferencial € obtida simplesmente sub stituindo-se d/dt por s, d*/lde* por s*
elc.

Ao resolver equagdes diferenciails lineares pelo método da transformada de
Laplace, procedemos de acordo com as duas clapas descritas @ Seguir:

| Tomando a transformada de Laplace de cada termo na equagdo diferencial
linear dada, converte-se & €quagao diferencial em uma equagéo algébrica em
s ¢ s¢ obtém a expressio para a wransformada de Laplace da variavel depen-
denie atraves de um rearranjo da equagdo algebrica.
2. A solugdo temporal da equagao diferencial ¢ obtida achando-se a trans-
formada inversa de Laplace da varigvel dependente.
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Considere como um exemplo a seguinte equacao diferencial:
mi + kx = f(r) (2-16)

onde fi1) representa a fungdo de excitagdo ou entrada. Tomando a transformada de
Laplace de cada termo na Eq. (2.16). obtemos

Z[mz] = m[s*X(s) — sx(0) — (0)]
Llkx] = kX (s)
LU 0] = F(s)

A transformada de Laplace da Eq. (2.16) pode entdo ser escrita como
(ms* + k)X(s) — msx(0) — mx(0) = F(s) (2-17)
Resolvendo a Eq. (2.17) para obter X(s), obtemos

.F {.r} 0+ msx(O) — nm((])

ms* —

X(s)=

(2-18)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.18) representa a solucao da equacac
diferencial quando as condigoes inicials sao todas nulas (solugao particular). O
segundo termo do lado direito desta equagao representa o efeito das condigdes
iniciais (solugdo complementar). A solugdo no tempo da equagao diferencial €
obtida tomando-se a transformada inversa de Laplace de X(s) como visto a seguir:

om0 ] o[ o

Como um exemplo, se fir) € uma fungdo degrau unitanio. entao Fis) = lisea
Eq. (2.19) se torna

i 1 -1 [msx(0) + m.i(()j}
= 1 A 1
= 2| )+ 2 P

p2dCs 1 k /_ x

= — 608 1#;: [110) cos 4 =t x{O).v[-;scn /:rJ
Pode-se ver que as condigdes iniciais x(0) e x(0) aparecem na solugao. Portanto. xi1)
nao tem constantes indeterminadas.
PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.2.1 Determine os polos da seguinte funcio Fis)-

F(s) = iTl“

‘l
Solugiio. Os pblos sdo achados a partir de

et =1

7

eTf e = pofcosw — jsenmw) = |

D onde segue-seque o = U.w = =2nwr (n = 0. 1. 2,...). Portanto. os pdlos estao localizados
em

5= = f2nn (n=0.1.2..))

Problema A.2.2 A denvada da funcio impulso unitano &) e chamada uma fungdo doubler
unitaria. {Portanio. & integral da fungio doubler unitania ¢ a fungio impulso unitanio.) Mate-
maticamenie. um exemplo da fungio dowbler unitano udr) pode ser dado por

T - A )
k) el T = 2 r._,lj It — 2i)
1=0 i

Obtenha a transformada de Laplace de wgt).

Solugio. A transformada de Laplace de wsr) e dada por

P
Llusdr)] = him !c(-'- - 'Tr""’ - {-r“"']
tg +0 4 {
| T - .f 52 4;01» ‘
—‘I‘li:!:r—;; | (I 1o : J (] — Uss + ._)J
= lim !—1-_’ 1és* — (termos de ordem superior em :,,n] =5
[P

Problema A.2,3 O mélodo grifico de determunar residuos poupa tempo pnncipalmente nos
Casos em gue o sistema tem muitos polos e zeros complexos conjugados
Considere a seguinte fungio Fis)

-
F{s) = =P p~

ondep, e p, sio grandezas complexas conjugadas ¢z é uma grandeza real. A fungdo Fis) tem
tres polos. locahizados ems = 0.s = —p,. es = —p.. e um zerofinto ems = —=z. Se estes pdlos
e zero sa0 postos no grafico do plano complexo. entao os residuos na expansic em fragoes
parciais podem ser calculados graficamente. A expansao em fragoes parcials de Fis) e

) a
F{s;=ﬂ-,———a—‘—+ o
5 5=m S+ P

onde a, = :/ipw. € a. ¢ dado por

I e =
% LS = pa)die—s. ~ (=Ps)(Pz — P1)

Aqui (£ = p,) pode ser considerado um vetor que vai de —z a —p,. Com referéncia & Fig. 2.6.
vemos que
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Fig. 2.6 Grifico de polos e zeros,

:'P==|3"P:!{¢_’|

Da mesma forma,

Os médulos 2 = p,i. 10 - p, & ps
determinados com um compasso

(Observe que o residuo no
algébricos.)

Determine os residuos nos pélos quandoz = 1, p, = 0.5 = j0.866. ¢ ps = 0.5 - 70.866

—H= |0_P1:f&

P:—p=|p:—p| 6

7 —
92=|0_| 2yl

as = |2 —py

10 —pil-1p; — 2y

Solugio. O residuo a, ¢

ﬂ;=[ s+z

s+ Pids + P

Pilslp: — py

=

Jwi

x

— =]

PrP:

Graficamente iz — p,). (0 - p,), € {p: — p,) sd0
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2—p =18
0—p, =1[120°

P2 =p, =173 [90°

= P sao medidos diretamente. Os angulos &,. 6, e 6. sio
Entdo. o residuo ¢, € determinado como sendo

(68,6,
Como a; € o complexo conjugado de a.. segue-se que

f_¢I ""81 ‘;'81

Polo ne ongem pode ser achado facilmente atraves de meios

|

Portanto.
1 ° o ]
a; = T—)T‘le’w - 120 20
= 0,578 /| —150°
= 0,578(cos 150° — jsen150°)
= —0,5 — j0,289

Portanto, a@;. que € o complexo conjugado de a.. € obtido como
ay = -05 + 10,289

Este método grifico de calcular 0s residuos é muito convemente quando o engenheiro
descja uma esHUMAlVE & gTosso modo dos valores do residuo. sem entrar em gal _|:u1c|s. laborio-
sos. Observe. entretanto, que este cdlculo grafico ndo se aplica a polos multiplos.

Problema A.2.4 Determine a transformada de Laplace da seguinte equagio diferencial:
F+3%+6x=0 x0)=0, x(0)=3
Achando & transformada inversa de Laplace de X1s), obtenha 2 solugao no tempo xr).
Solugio. A transformada de Laplace da equagao diferencial €
$1X(s5) — 5x(0) — %(0) ~ 3IsX(s) — 3x(0) ~ 6X(s) =0

Substituindo as condigdes iniciais e resolvendo para Xis).

Vi
X(s5) = e :—-?—-‘IB_ 2 3
3 S 3-8 JS (s + 1.5 .-('!{,i_g).

A transformada inversa de Laplace de Xis) ¢

2./3 ‘15
1) = =N ‘_‘3 r'“‘J"!sen(‘_‘ll-'-f]
,\,; 3 2

_Problema A.2.5 Considere o sistema mecanico visio na Fig 2.7. Suponha que o !iilstcrna é
posto em movimenta por uma forga impulsc unitano. Determine a oscilagao resultante
Suponhz gue o sistema £siz micialmente em repouso

=

Forga
impulsiva

() m — ANV

F g AN

L. N
A RINAR AN NN

Fig. 2.7 Sistema mecanico



Solugio. O sistema ¢ excitado por uma entrada impulsiva. Portanto.
me — kx = 8(1)

Tomando a transformada de Laplace em ambos os lados desta equagéo. obtemos
mis* X(s) — sx(0) — x(0)) ~ kX(s5) =1

Substituindo as condigoes iniciais (0 = 0 e x(0) = 0 nestz Gllima equagio e determinando
Xts), obtemos

YO =5 T2

A transformada inversa de Laplace de Xis) se toma

1 [k
x(r) = mmv ;f
A oscilagdo € um movimento harmonico simples. A amphtude da oscilagio é 1/y/mk,
Problema A.2.6 Considere uma funcao periodicaf,/1) com penodo 7. Se fi1) ¢ uma funcéo do

tempo tal quefiz) = f1) nointervaio 0<r < T e fir) = Oforedomtervalol < 1 < T, entiaof 1,
pode ser expresss como

L =fn)=fe =T)=flr = 2T) = f(r — 3T =
Determine a transformada de Laplace de fy1).
Solugdo. Defina a transformada de Laplace de fir) por £15 ou
L fin)] = Fis
Entio a transformada de Laplace de /,/1/ = obuda como sendo

LULEN = Fys) = Fls) ~ ¢ Fis) = T F . — ¢ T1Fis) = -
= (] T i L gm T \F
Fisy

50111.&.“10‘7& transformada de Laplace de /41 pode ser ontida multiplicando-se Fis; por
] — &)

PROBLEMAS

Problema B.2.1 Determine a transformada de Laplace di fungao fir) definida por

f(r)z% para0 <r<a
M 5 a<p<
iy A < <4
=0 para 1 < 0,2a <t

et e ¢

Determine também o valor limite de F(s) quando a tende a zero.

Problema B.2.2 Determine as transformadas de Laplace das seguintes fungdes. Suponha que
fit)=0paras < 0.

1 f() =0,0}1 — cos2)
2. fit) =et*cos 12

3. f@ =sen(st ~ F)

4 =1t
5. J() = tve

Problema B.2.3 Determine as transformadas inversas de Laplace das seguintes fungées:

1. Fl)= E{T%-_I_]

s=1
2 FO=gn+3
3 f(;)=,%

(s — 3)s = d)s + 5)

& FO="—"G+D

- ;
5. FO=momnsy

Problema B.2.4 Usando o teorema do valor final, ache o valor final de fi1) cuja transformada
de Laplace ¢ dada por

=it S
F(s)—s(———:__ ¥

Venfique este resultado tomando a transformada inversa de Laplace de Fis) e fazendot— =
Problema B.2.5 Dado

/¥ 1
FO =g

determine os valores de f10,) e f10.). (Use o 1ecrema do valor inicial.)

Problema B.2.6 Resolva a seguinie equagdo diferencial:

ax + bx=k, 200) = xp
onde a. b e k sao constantes.
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Problema B.2.7 Resolva a seguinte equagdo diferencial:
2 +Tx—3x=0, x0) = x5  x(0)=0

Problema B.2.8 Resolva & seguinte equagao diferencial:

=+ 2wi:-wix=0, X(0) = a, #0)=b

onde ¢ € b sao constanies.

Problema B.2.9 Considere o sistema visto na Fig 2.7. O sistema esta imcialmente em
repouso. Suponha gue 0 Carro e POSI0 M MOVImEnio por uma forca impulsiva Cu magnitude
Girea) ¢ unitane. E possivel parar o carro usando-se uma oulri destas forgas impulsivas™

(R N

Base
Matematica —
Matrizes

3.1 INTRODUCAO

Na deduciao de modelos matematicos referentes a sistemas de controle moder-
nos. verificamos que as respectivas equagoes diferencials podem-se tornar mutto
complicadas devido @ multiplicidade de entradas ¢ saidas, De fato. o numero de
entrudas e saidas de um sistema complexo pode-se efevar a centenas. Paru simplifi-
car s expressoes matematicas das equagoes do sistemi. e v ANLJOSO USar & notagao
vetor-matriz. Em trabalhos teoricos. a simplicidade de notacao ganha pelo uso de
operaghes com velores-matrizes € mais conveniente ¢. de fato. essencial para «
analise ¢ a sintese de sistemas de controle moderno.

A utilizacio di notagio vetor-matnz nos possibilite tratar com problemas
grandes ¢ complexos com facilidade. seguindo o formato sistematico de representar
as equaches do sistema ¢ calcula-las com o uso de computadores

) principal objetivo deste capitulo € apresentar definigoes de matnzes ¢ a
algebrs matricial basica necessana pari o analise subseguente de sistemus de
comroie

1.2 DEFINICOES DE MATRIZES

Exty secio apresentu definigoes de matrizes que serizo usadas em todo o resto
do hivro.

Matriz. Uma mainz ¢ definida como um arranjo retanguliar de elementos. os
quals podem ser numeros reas. nUmMeros complexos. fungoes ou operadores. ()

numero de colunas. em gerul. nio € necessanamenic 1gual o numero de hinhas
Considere u segunda matnz:

7 .
Hy2 im

|Gay @3z - O,
A=| * >
: |
-.all a*: alll-




onde a,, indica o (i, /)ésimo elemento da matnz A. Esta matnz possuin linhas ¢ m
colunas e € denominada uma matriza X at. O primeiro indice representa o numero
da linha e o segundo indice o numero da coluna. A matnz A é muilas vezes escrita

ay).

de duas matrizes. Duas matrizes sio ditas ig1_m's se ¢ somenle se 0s
seus elementos correspondentes sio iguais. Note que matnzes iguais devem pos-
suir o mesmo nimero de linhas ¢ 0 mesmo numero de colunas.

Vetor. Uma matriz possuindo apenas uma coluna tal como
F'x .

=
|

x|

|
X.J
¢ denominada um vetor coluna. Um vetor colunacomn elementos é chamado vetor

n-dimensional ou, simplesmente, vetor n.
Uma matriz possuindo apenas uma linha tal como

ey x; -0 Xd
¢ chamada um vetor linha.

Matriz quadrada. Uma matriz quadrada € uma mainz na qual o nimero de
linhas é igual ao nimero de colunas. A matriz quadrada € muitas vezes denominada
matriz de ordem n, onde n é o nimera de linhas (ou colunas).

Matriz diagonal. Se todos os elementos de uma matriz quadrada A, excetuan-

do-se apenas os elementos da diagonal principal, sio nulos. A é denominada matriz
diagonal e é escrita como

A o l J " = I:.al'j 61})
{ 0 a,
onde os &, sio os deltas de Kronecker definidos por

é,=1 sei=j
=0 seisj

Note gue todos os elementos nio explicitamente escritos na matriz precedente sio
nulos. A matriz diagonal muitas vezes € escrita
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diag (@, @33 - - - + Gua)

Matriz ldqﬂﬂdade oumatrizunidade. A matrizidentidade ou matrizunidade I ¢
uma matriz cujos elementos da diagonal principal s3o iguais & um ¢ (odos 0s outros
elementos sfio iguais a zero: isto €.

;‘1 0 --- 1
10 g 0!

I=!- - | =diag(l, L. .., 1)
G Sead

- -

Matriz zero (ou nula). Uma malriz zero € uma matriz na gual todos os elemen-
108 SA0 ZEeros.

Determinante de uma matriz. Para cada matriz quadrada. existe um determi-
nante. O determinante possui as seguintes propriedades:

1. Se duas linhas ou colunas guaisquer conseculivas sao permutadas. 0
determinante muda de sinal,
2. Se qualguer linha ou coluna possuir apenas elementos zeros. entao o valor
do determinante € zero.
3. Seos elementos de qualguer linha (ou qualquer coluna) siao exatamente A
vezes aqueles de uma outra linha (ou uma outra coluna). entao o valor do
determinanie ¢ zero,
4, Se a qualguer linha (ou gualguer coluna) qualguer constante vezes uma
outra linha (ou coluna) e adicionada, o valor do determinante permanece
inalterado.
©  Se umdeterminante € multiplicado por uma constante. entao apenas uma
linha (ou uma coluna) € muluplicada pela constante. Note. entretanto, que ¢
determinante dek vezesuma matrizA n » n € A" vezes o determinante de A ou

KA =A"lA

#. O determinante do produto de duas matrizes quadradas A ¢ Be o produto
dos determinanies ou

AB} =|A|IB

Matriz singular. Umu matniz quadrada ¢ denominada singulur se o determi-
nante associado é zero. Em uma matriz singular nem 1odas as linhas (ou nem todas
us colunasi sao independentes de cada oulra.

Matriz nao singular. Uma matriz quadrada ¢ denominada nao singular se 0
determinanie associado € diferente de zero.

Transposta. Se as linhas e colunas de uma matriz An ¥ m sio intertrocadas. u
matriz m % n resultante ¢ denominada rranspesta da matnz A. A (ransposta da
matriz A ¢ denotada por A", Se A € dada por
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a,;, a4 -+ in

a,, a3 - O

4, 843 -°° [

entdo A’ € dada por

rall 8y v 9m

@3 Gz " O
A= A o

B G *0 G

Note que (A')" = A.
Matriz simétrica. Se uma matriz quadrada A ¢ jgual a sua transposta. ou seji.
A=A

entao a matriz A  denominada matriz simefrica.

Matriz anti-simétrica. Se uma matriz quadrada A ¢ 1gual ao negalivo de suz
transposta. ou seja.

A=-A'
entdo a matriz A é denominada mamnz anti-simétrici.

Matriz conjugada. Se os elementos complexos de uma matriz A s&o substitui-
dos pelos seus respectivos conjugados. entao a matriz resultante ¢ chamada
conjugada de A. A conjugada de A € denotada por A = (a;). onded, €0 complexo
conjugado de a;,. Por exemplo. s¢ A ¢ dada por

0 1 0 |
A=t—l.ﬂ‘ 3-j3 —1—j4
—1+j =1 —2+;3
entac
0 1 0
A=|—-1—j =343 —1—j4
~l=j =1 =2-j3

L

Transposta conjugada. A ransposia conjugada é a conjugada da transposta de
uma matriz. Dada uma matriz A. @ transposta conjugada € denotada por A’ ou A®.
isto €.

A=A =)
Por exemplo. se¢ A € dada por
T Sl - 1".‘}5-‘
A=|24F J 3-—jJ
3 1 1+j3

entao

Note que
(A*)* = A

Se A ¢ uma matniz real (uma matriz cujos elementos sao reais). & transposta
conjugads A* ¢ igual & transposta AT

Matriz Hermitiana. Uma matriz cujos elementos sao grandezas complexas ¢
denominada uma mairiz complexa. Se uma matniz complexa A satisfaz a relagio

A=A* on @;,=9;

ondeii € 0 complexo conjugado de uy. entdo A ¢ denominada matriz Hermitiana .
Um exemplo €

e b o 4 - j3)
la—i3 2 |

Se uma matriz Hermitiana A é escritacomo A = B - jC.onde Be Csao matrizes
reais. €nlao

B=FH € € ==K

No exemplo acima.

) 1 4 o3
";B'JCZL 2]”[_—3 0]

Matriz anti-Hermitiana. Se uma matriz A satisfaz a relagao
A=—A*
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entao A ¢ denominada matniz anti-Hermitiana. Um exemplo €

j3 —2+j3
P e B e
23 g

Se uma matriz anti-Hermitiana A € escrita como A = B + jC. onde B e C sao
matnzes reais. entiao

B=xl" e Cu€

No presenie exemplo.

S
_a.:n—;c=[2 ol 73 1

3.3 ALGEBRA MATRICIAL

Esta segio apresenta & algebra matncial. bem como definigdes adicionais. E
importante lembrar que algumas das operagoes matriciais obedecem as mesmas
regras da algebra comum. porém o mesmo nao OCOrTe com outras operagoes
matriciais.

Adigdo e subtracio de matrizes. Duas matrizes A ¢ B podem ser adicionadas se
possuirem o mesmo nimero de linhas e 0 mesmo nimero de colunas. SeA = (a,)eB
= (by). entdao A — B ¢ definida como £

A+B=(a;+b)

Portanto, cada elemento de A € adicionado ao elemento correspondente de B. De
modo equivalente. a subtragio de matrizes € definida como

A—B=(a,—b)

Como um exemplo, considers

. & 3 g
A= e B=
4 5 & ) G S

Entio A + B e A — B sao dadas por

6 4 - ]
A+ B= . e A—B= il e
5% 9 g )8

Multiplicagio de uma matriz por um escalar. O produto de uma matriz por um
escalar é uma matriz na qual cada elemento é multiplicado pelo escalar: isto €, para
uma matriz A e um escalar &,
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ka,, ka,; --- ka7
kay, kay - k":-lﬁ

kA = |

iy ke s ke

Multiplicagio de uma matriz por uma matriz, Multiphcacao de uma matnz por
uma matriz ¢ possivel entre matrizes conformes (o que significa que o nimero de
colunas da primeira matriz deve ser igual @0 nimero de linhas da segunda). Caso
contrario. nao € definida a multiplicacio de duas matnzes.

Seja A uma matrizn % m ¢ Buma matrizm x p. Entdo. o produto AB. que deve
ser lido **A pos-multiplicadz por B ou “‘B pré-muluphcada por A™. ¢ definido
COmO segue:

AB=C=()=(Laub) (=02 ..mj=12.,p)

A matriz produto C possui 0 mesmo numero de linhas da matriz A e 0 mesmo

nimerode colunas da matriz B. Consequentemente. a matriz C € umamatrizn x p.
Deve-se notar que mesmo que A e B sejam conformes para o produto AB, elas

podem ndo ser conformes para BA. quando. entao, BA nao ¢ definida.

~ Asleis associativa e distributiva sao aplicaveis para a multiplicacio matricial;

IS10 €.

(AB)C = A(BC)
(A + B)C = AC + BC
C(A + B) = CA + CB

Se AB = BA, entao A ¢ B sio ditas comutarem. Note gue, em geral, AB = BA.
Para mostrar este fato. considere

1 0
2 1S
A=]2 1 e B=|
1 00
3 4 2

AB e BA sao dadas. respectivamente. por

0

19 21

AB=| 5 2 10 e BA =[ | 0]
0 3 15

Obviamente, AB = BA. Para um outro exemplo. considere

pelde v By



Entao.

5
AB = s .
10 12 6 12

Obviamente, AB = BA.

Como a multiplicagio matricial. em geral, € ndo comutativa, devemos preser-
var & ordem das matrizes quando multiplicarmos uma matriz por Uma outra matnz.
(Esta € a razao por que SEMpre usamos oS [ermos “pré-multiplicacao’” ou 'pos-
multplicagio’’ para indicar quando @ matriz € multiplicada pela direita ou pela
esquerda. )

Um exemplo do caso onde AB = BA ¢ dado abaixo:

i i 4 2 0]
A=I l. B_'—_ 0

[0 3] 0 3
AB e BA sao dadas por

AB=BA——[2 0} »
0 15

]
E claro que A e B comutam neste caso.

Poténcia de uma matriz. A k-ésima poténcia de uma matriz quadrada A e

definida por
ke AA--- A
—
Note gue para uma matniz diagonal A = diagld,;. e ool
a%, 0
ai:
A=
0 a;,

= diag(a},, a%y, .. ., a)
Outras propriedades de matrizes. As transpostasde A + BeAB séo dadas por
(A-B)Y=A"+F

(AB)J . BrA!

Para provar a tiltima relagio. note que o (i, jlesimo elemenio de AB ¢

z_:: a,by; = ¢y

O (i, jiésimo elemento de B* A’ é
m [l
;' bnrajk o :“..l a}tbn =€y

gue é igual ao (. {}€simo elemento de AB. ou o (i, jiésimo elemento de (AB)
Portanto, {AB)” = B* A'. Como um exemplo. considere

by e bl

r2a 26
AB=13 »

w3 Qe 3]l

Obviamente. (AB)' = B'A"
De um modo similar. obtemaos as transposias conjugadas de A - B e AB.
resultando

(A+B)* =A*+B*
(AB)* = B*A*

A caracteristica (rank ) de uma matriz. Uma matriz € dita possuir uma caracte-
risticam se existir umasubmatriz Mai x m de A de modo que o determinantede M ¢
nao nulo e o determinante de todas as submatrizesr » rionder = m + 1)de A€ zero.

Como um exemplo. considere a seguinte matriz:

[ 3 47
A=

i1 0 Vit

U A

Note que A = 0, Uma das <ubmatrizes maiores cujo determinanie nao ¢ 1gual a
zero ¢ a seguinie:

i 3}
0.0 ==
1@ 1]
Portanto a caractenistica da matnz A ¢ 3.

3.4 INVERSAO DE MATRIZ

Esta segio discute a inversao de matrizes e tapicos associados.
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Menor M, Seai-¢sima linha e aj-€sima coluna sao eliminadas de uma matriz
An x n,amatriz resultante é uma matnz (n — 1) % (n — 1). O_de!ermlmmle desta
matriz (n — 1) % (n — 1) ¢ denominado o menor My da matriz A.

Cofator A ;. O cofator A ; do elemento a,; da matriz A ¢ definido pela equagao
Au =(— ”“JM:;
Isto €, o cofator A, do elemento ay € (- 1)~/ vezes o determinante da matriz
constituida pela eliminagdo da i-¢sima linha e da j-ésima coluna de A, Note gue o

cofalor A ; do elementoay € o coeficiente do termo a, na expansao do determinante
|Al, desde que pode ser demonstrado que

anAy +apds+ -0 —a. A, =[A
Sea.ap, ..., @ S&0 substituidos pora;. ap. . ... G,. entéc
anAn T aJ:Ad e iy = 0 (#=J)

desde que o determinante de A neste caso possui duas linhas idénticas: Consequen-
lemente, obtemos

i a, A, = 6;: |A]

k=]
Analogamente,
:};1 a A, = 5:‘; |A|

Matriz adjunta. A matriz B. onde ¢ elemento dai-ésima linha e j-ésima coluna
€ igual a Ay. € denominada a adjunta de A e ¢ denotada por adi A ou
B= (b.u) = {Aﬂ) =adj A

Isto €, a adjunta de A € a transposta da matriz cujos elementos s3o os cofatores de A
ou

AII A.’] All_:
Ay Agp ire Ay
adjA = l
Uudh-~AJ

Note que 0 elemento da j-ésima linha ¢ i-ésima coluna do produto Aladj A) €
Y auby =3 a,4,=6,|A|
k=] k=]

Entdo, A(adj A) ¢ uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sio i guaisa Al
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Portanto.
Aadj A) = |A |1

Analogamente, o elemento na j-ésima linha e i-ésima coluna do produto (adj A)JA é
Zbutn =3 A0y =8, Al

Conseqlentemente. temos a relagiao

Aladj A) = (adj A)A = |A |1 : (3-1)

Por exemplo. dada a matriz

P Par.
Rl =1mnd
£ 45

podemos verificar que o determinante de A € 17 e que

[0 =2 - 2. .M
0 4’ 10 =3 il =1 #2’
ik _3 -2 [1 0 _l U[
L =3 BT B e
3. =3 '3 R
| 1 ol _‘I 0’ 3 —1|
3 6 -4
=|7 =3 2'F
(1 2 -7
Portanto
P2 B3 8 =)
A@diA)=[3 —1 —2{|7 =3 2]
1t o 3|1 2 -3
1 0 0
=170 1 0
00 1

= |All

Inversa de uma matriz. Se, para uma matriz quadrada A. existir uma matriz B
tal que BA = AB = 1, entio B ¢ denotada por A~' e é denominada ainversa de A. A
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inversa de uma matriz A existe s¢ 0 determimnante de A ¢ nao nulo ou A € nao
singular.

Por defini¢do, a matriz inversa A~' possui & propriedade de que

AA' = ATA =1

onde 1 é a matriz identidade. Se A € nao singular ¢ AB = C. entao B=A"'C. Isto
pode ser visto da equagao

A'AB=IB=B=A"'C

Se A e B sio matrizes ndo singulares. entao o produto AB ¢ uma matnz nao singular.
Além disso,

(AB)~! = BA~
Isto pode ser provado como segue:
(B-'A-')AB =B-'(A"'A)B =B 'IB=B"'B =1
Analogamente. -
(AB)YB 'A-1) =1
Note que
(A"t =A
(A7) =(A)!
(A=) =(A%)!

Da Eq. (3.1) ¢ da definigio de matriz inversa. emos
A- . 2diA
[A]

Conseglieniemente. a inversa de uma matriz ¢ a transposta da matriz de seus
cofatores. dividida pelo determinante da matriz. Se A € dada por

-
By Mya- GI,A\
@yy Gy - Gy
A=] * b xa
all all A duJ
entio

Es .
i
E

[A] |Al |All

Ay Ay A |

v A 1Al 1A (AL
=T =

B TS |

A, A Aw |

|A] [A] All

onde A e o cofator deay, damatriz A. Portanto. 0s 1ermos nai-ésimacolunade A~
sd0 1/A] vezes os cofatores dai-esima linha da matriz onginal A, Por exemplo.se A
¢ dada por ‘

I 2
A=(3 -1 =2
L1 0 —3]
entio a adjunta de A ¢ 0 determinante |A sao os seguintes:
3 6 —4
adjA=|7 -3 2], |A]l =17
1 2 =1
Entao a inversa de A ¢ dada por
& & —r
A=A - A J
& &

A seguir fornecemos formulas para determinar matrizes inversas para matrizes
1 % 2 e matrizes 3 x 3. Para a matnz A2 » 2. onde

A:[" b]. ad — e 0
c d

4 matriz inversa ¢ dada por

1 d —b
At =
ad — be| —¢ a
Para a matriz A 3 x 3, onde

a b ¢
A=lid & Th |[A]=0
£ K i
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& Malins mycisa © dada por

[ & iF b ¢ b e

kil ki e f

A"-—-l d f| ar:_[ar
“TA| g i s H e 1|
d e a b Iabi
L lg &l Tle al la el

sobre cancelamentos de matrizes. Cancelamento de matrizes nao
¢ vilido em algebra matricial. Considere o produto de duas matrizes singulares A e
B. Por exemplo.

2211 |' 1 =2]
= = =0
A [6 3J =0 e B=| [

Entiao

AB:E H[—; _J:E oj:"

Obviamente. AB = 0 nao implicanem A = 0 pem B = 0. De fato. AB = 0. implica
uma das trés hipoteses seguinles:

1.A=10

2B=0

3. Tanto A como B sdo singulares.
Podemos provar facilmente que. se tanto A como B sao matnzes nao nulas e AB =
0, entio tanto A como B sio singulares. Para uma prova. suponha que se A e B nao
540 singulares, entdo existe uma matriz A~' com a seguinte propnedade:

A'AB =B =10

o que contradiz a hipotese de que B é uma matriz nao nula. Portanto. concluimos
que tanto A como B devem ser singulares se A =0eB = 0.

Analogamente. note que se A € singular. entdo nem AB = AC nem BA = CA
implica B = C. Se. entretanto, A é uma matriz nao singular. entao AB = AC implica
B = Ce BA = CA também implica B = C.

3.5 DIFERENCIACAO E INTEGRACAO DE MATRIZES

A denvada de uma matriz Alt) n * m é defimda como a matnz n * m cujos
elementos correspondem & derivada dos elementos correspondentes da matriz
onginal, considerando-se que todos os elementos a 1) possuem derivadas em
relagdo a 1. Isto é,
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gr'an(” E‘dfan(” i %am(r)—]
3 : LIPWO! 2 al) - Ga)
EA{I).__(-JEG"‘(I'I):-I > . .

i

A % a, (1 %a.:(f) %a..(u_

Analogamente, a integral de uma matriz A{t) n x m ¢é definida por

T[a,(ndt [adr - [a,(0dr]
[a

a(ndt [aytnde - [ay(0)d
[ A(r)di = (_‘| a,(nd) = . .

faudr fadr oo [anod |

Diferenciacio do produto de duas matrizes. Se as matnzes A(r) e B(/) podem ser
diferenciadas em relacdo a 7. entao

4 (awB() ~ “AB) - A0 250

Novamente, neste caso a multiplicagio de A(r) edBur)/dr [ou dA(1)/dr e B(z)] €. em
geral, nao comutativa.

Diferenciagao de A~'(r). S¢ uma matriz A7) e sua inversa A1) sao dife-
renciaveis em relacao a 7. entao a derivada de A~%(r) ¢ dada por

dA-M1) oy dA(D) ?
7 &0 dt AT
Este resultado pode ser demonstrado pela diferenciagao de A(1)A™'(s) em relacao a

t. Desde que

d " dA(r) , - dA~'(n
E[A(:);'L ol = —a,rA ) + A %
-
d i gy
FAWAT() = Z1=10
obtemos

dA-'(r) _ _ dA(D) 4
e AT(r)

AG) dr

|
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JA 3 f‘ dA r
—‘?"—( ’ = —A I(I') T( A-'(l)

PROBLEMAS 1LUSTRATIVOS E SOLUCOES

Probiema A.3.1 MostrequescAé ume matriz quadrada qualquer. entao A + A’ é umamatnz
siméirica e A — A’ € Uma matriz anti-simétrica.
Solugio. Considere a seguinte matriz 3 » 3t

Ta &b £
A=Ld e _f:

gﬁi_'

Entio

T 2a b-d c+g
A-;—A'=\b-—d 2¢ [ 4 h | = matriz siméirica
c+e S+ h 2i

o b—d c—g7|
A—A'=|d-1{ 0 f—h
Lg=tc¢ &=F 1 0. J

Problema A.3.2 Calcule o produto AB. onde

= mainz anti-simétnca

N L n o
A=|3 =1 1 B=|2 3
1 ¥ 2 L1 =1
Solugio.
5 &
ABi=| 2 —4
l13 13

Problema A.3.3 A matnz de Vandermonde é dada por

ol R LT
X Xz X

72

Determine o determinante de ¥ para 05 Cas0s em que n = Jen=4

Solugio. Paran = 3.

IVi= (x; = .t:,(x; = Xihx: — xy)

Paran = 4,

(Vo= (xs — XXy — X2)xg — 20Xy — xalxy — xpMx; — xy)

Problema A.3.4 Demonstre que s¢ as mainzes AeBsion » n. enlao,

A B
B A
Solucio.
| - — A A—B 0
AB:A B B . AR = B
B A B A | B A-B

Note que para as matrizes A, B, CeD.n » n. o determinante

A B
|& D

é. em geral. diferente de (AD — BC e de A D= |BIC.
Problema A.3.§ Determine a mversy de

onde « é uma vanavel complexa.

" s 1 q

Er2s—3 g-X%-1
A=

s+2 __":_1_

L_S‘-:’-T-*: s —25—-2

Problema A.3.6 Determine & solugdo do seguinte conjunto de frés equagoes simultaneas:

X —31‘; . X3 1
21[_ X3 =2
X, = Xi+Ilx=3

Solucda. Definindo as seguinies matrizes ¢ vetores:

*1 3 1 X 1
A=|2 1 0 X=X b=|2
1y 1 2 x5

n




Ax = b
Portanto,
x=A"b
onde
r .8l 43 II ‘3 1]‘
i?izllz_lo- PR
. L
Pt 4 10 TR T Th 1 ¥ #l- o M
= ) [ s R O R 8| i e
‘21_=13! [1 3] ~—t 2
(L s 1 1 2 1l
Resultando
xy o A G R {%
Hl=1 § -t =H||2]|=|—¢%
sl 1=t ~¢ sllsd L
PROBLEMAS

Problema B.3.1 Demonsire que qualquer matnz quadrada pode ser escnita como sendo a
soma de uma matniz Hermitiana e outra anti-Herminana.

Problema B.3.2 Demonsire que para as matnzes A ¢ B:
LAl =|A|
2. |AB|=|A]|B]
3 |[(AB)'| = |A]|B]
Problema B.3.3 Em geral. (A + B) néo e gual a A* — 2AB = B*. Exphque a razao. Sob qual
condigao (A + BF € igual # A* + 2AB + B*?
Problema B.3.4 Determine A™' considerando que

N
A=|4 0 1
21 2

Problema B.3.5 Urm_l matnz cujos elementos abaixo (ou acima) da diagonal principal sdo
todos nulos € denominada uma matnz tnangular. Um exemplo ¢

a;, a; ay
0 a; @33

0 0 asz;
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Usando esta matnz 3 x 3, demonsire que 8 matnz inversa de uma matnz tnangular tambem ¢
uma matniz tnangular.

Problema B.).6 Determine a caracienistica da seguinte matnz:

1 1 2 0]
A=12 01 3J
4 =1 5 1

Problema B.3.7 Resolva o seguinte conjunto de trés equagdes simultaneas:

I,*.‘3X;“-X]=2
.I‘|_1x;"‘-1;=3

2.!',"‘::—3."3'—_1

Problema B.1.8 Um conjunto de n equagoes algébneas simultaneas:

Xy - Xy - = 8 Xe= by
Gy X) + @iaXy + c0 0 = @X. = b
Guy Xy =+ @y3 X3 e Xy = bl

pode ser descrito por
Ax =b
onde
A = (a,)
Um sistema de equages € dito consistente se possuir pelo menos uma solugdo. Se as n
equagoes sao consisientes porem A € singular, como podemos determinar x” Utilizando um

caso simples onde n = 3, expligue como se pode obter x. Considere os dois casos nos quais &
caracteristica de A = 2 ¢ a caracteristicade A = |.
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4

Modelos

Matematicos de
Sistemas
Fisicos

4.1 INTRODUCAO

_ A maioria dos sis temas dindmicos. independentemente de serem MeCanicos.
elétricos, térmicos, hidraulicos, economicos, biologicos etc.., podem ser caracteri-
zados por equagdes diferenciais. A resposta de um sistema dinamico a uma dada
entrada (ou fungao de exci tagao) pode ser obtida se estas equagoes diferenciais sao
resollwdas._Podem-se wbter as equagdes utilizando leis fisicas que governam um
particular sistema, porexemplo. as leis de Newton para sistemas mecanicos. as leis
de Kirchhoff para sistemas elétncos erc,

Mogidus matemdticos. A descricao Mmatematica das caracteristicas dinamicas

de um sistema € denominado mode/o matemadrico. O primeiro passo na analise de
um sistema dinimico ¢ obter sey modelo. Deve-se sempre levar em conta que a
ohl_n;ngéo de um modelo Malemanco razoavel é & parte mais importante de toda
analise,
Os modelos podem assumir formas muiro diferentes. Dependendo do particu-
lar sistema e de certas ¢ TCUnstancias, uma representacao matematica pode ser mais
conveniente do que outras representagoes. Por exemplo, em problemas de controle
otimo, € quase Sempre_vantajoso usar um conjunto de equagdes diferenciais de
pnmeira-ordem. (Referir-se ao Cap. 14.) Por outro |ado. pard 2 analise de resposta
transitoria ou analise de résposta em frequéncia de sistemas de entrada-simples-
smda»s:m;_s]cs. a4 representa¢ao através da fungao de transferéncia a ser discutida
neste capitulo podera ser mais conveniente do que qualquer outra.

Uma vez obtido o modelo matematico de um sistema. varias ferramentas
analiticas ou por compuitador podem ser utilizadas para fins de andlise e sintese.
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Simplicidade versus precisio. Nu obtengao de um modelo, devemaos estabele-
cer um compromisso entre a simplicidade do modelo e 4 precisao dos resultados da
analise. Note que os resultados obtidos da anali se séo validos somente na extensio
da qual 0 modelo se aproxima de um dado sistema fisico,

A rapidez com a qual um computador digital pode desempenhar operagoes
antméticas permite-nos empregar uma nova abordagem na formulaciio de modelos
matematicos. Aoinvés de nos imitarmos apenas aos modelos simples, podemos, se
necessario, incluir centenas de equACHes para descrever um sistema completo, Se
nao for necessano uma Precisio extrema, entretanto. é preferivel obter apenas um
modelo razoavelmente simplificado.

Na dedugao de tal modelo simplificado. freqlientemente torna-se necessano
lgnorar certas propriedades fisicas inerentes ao sistema. Em particular, se um
modelo matematico linear a parametros concentrados (isto €, um modelo empre-
gando equagdes diferenciais ordinarias) ¢ dese jado, € sempre necessario ignorar
certas ndo linearidades e parametros distribuidos (isto €. aqueles que resultam em
€quagoes diferenciais parciais) que podem estar presentes no sistema fisico. Se ps
efeitos que estas propriedades ignoradas apresentam na resposta sio pequenos.
serd obtida uma boa concordancia entre os resultados da andlise de um modelo
matematico e os resultados do estuda experimental do sistema fisico,

Em geral. na solugio de um novo problema, verificamos ser desejivel inicial-
mente construir um modelo simplificado de modao a ganharmos um conhecimento
basico e geral para a solugio. Posteriormente um modelo matematico mais com-
pleto poderi entdo ser elaborado e utilizado para uma analise mais integral.

Devemos estar cientes do fato de que um modelo linear a pardmetros concen-
trados, que pode ser valido em operacoes de baixa frequéncia, podera nio ser
valido em frequencias suficientemente altus desde que as propriedades desprezadas
dos parametros distribuidos podem tornar-se um fator importante no comporta-
mento dinamico do sistema. Por exemplo, 4 massa de uma mola pode ser despre-
zada em operacoes de baixa frequéncia, porém torna-se uma propriedade impor-
tante do sistema em altas freguéncias.

Sistemas lineares. Sisiemas lineares sio aqueles nos guais as equagoes do
modelo sao lineares. Uma equacio diferencial é linear se os coeficientes sio
constantes ou apenas fungoes du vanive independente. A propriedade mais impor-
tante de sistemas lineares € que o principio da superposiciio é aplicavel. O principio
da superposigao estabelece que & resposta produzida pela aplicagao simultanea de
duas forgas de excitacio diferentes ¢ igual 4 soma das duas respostas individuws.
Conseglientemente, para sistemas lineares. u resposts para varias entradas pode
ser calculada considerando-se uma tnica entrada de cada vez e adicionando-se os
resultados, E este principio gue permite 4 construgio de solugoes complicadas para
equagoes diferencials lineares a partir de solugoes relativamente simples.

Em uma investigagao expenmental de um sistema dinamico, se a causa e o
efeito sio proporcionais, implicando que o principio da superposicao é aplicivel,
entao o sistema pode ser considerado linear.

Sistemas lineares invaridveis no tempo e sistemas lineares varidveis no
tempo. Sistemas dinamicos que sao lineares e compostos de componentes com
parametros concentrados e invanaveis no tem PO podem ser descritos por equagoes
diferenciais invariaveis no tempo. Estes sistemas siao denominados sistemas linea-

_Tes invaridveis no tempo (a coeficiente-constante linear). Os sistemas que sao
-representados por equagdes diferenciais cujos coeficientes sao fungoes de tempo
530 denominados sistemas variaveis no tempo. Um exemplo de um sistema de
controle varidvel no tempo € um sistema de controle de uma nave espacial. (A
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massa de uma nave espacial vana devido ao consumo de combustivel, e a forga
gravitacional vana conforme & nave s¢ distancia da Terra.)

Sistemas nao lineares. Sistemas ndo lineares s&o aqueles representados por
equagdes ndo lineares. Exemplos de equagdes ndo lineares sa0

y =senx
==
s =x? _+_}.J

(Na ultima equagio, = € uma fungao nao linear dexrey)
Uma equagio diferencial ¢ dita néo linear se ela nao for linear. Exemplos de
equagoes diferenciais néo lineares s80

‘%;-’f + (‘%)' ~ x = Asendt

Eﬂ.}’;qf—n%Tx:o

2
%5%‘;—':+x-—:’=0

Embora muitas relagges fisicas sejam representadas muitas vezes por equa-
goes lineares, na maionia dos casos as relagoes reais nao sao exatamente lineares.
De fato. um estudo cuidadoso de sistemas fisicos revela que mesmo os chamados
“rsistemas lineares " sdo realmente lineares apenas em faixas limitadas de operagao.
Nu pratica. muilos sistemas eletromecanicos, sistemas hidraulicos. sistemas
pneumaticos e1¢. envolvem relagoes nao lincares entre as variaveis. Por exemplo.a
saida de um componente pode saturar para sinais grandes na entrada. Pode haver.
por outro lado. um espaco morto gue afeta em relagio a pequenos sinais. (O espaco
morto de um componente € um pegueno intervaio de vanagoes na entradadentrodo
qual o componente € insensivel ' Nao linearidade do tipo lei-guadratica pode
ocorrer em alguns componentes. Por exemplo, amortecedores utilizados em siste-
mas fisicos podem ser lineares em operagdes de baixa velocidade. porem podem
tornar-se nfo lineares para altas velocidades. e a forga amortecedora pode tornar-se
proporcional ao quadrado da velocidade de operagio. Exemplos de curvas Carac-
teristicas para estas nao linearidades sao indicados na Fig. 4.1.

Note que alguns sistemas de controle importantes si0 n@o lineares em relacao
a sinais de qualquer dimensdo. Por exemplo. em sistemias de controle liga-desliga
(on-off). & agao de controle ou ¢ liga ou desliga ¢ nao ha ura relagao linear entre @
entrada e a saida do controlador.

A caracteristica mais importante de sistemas nao lineares € 0 fato de que nao €
aplicavel o principio da superposicao. Os procedimentos para determinar as solu-

goes de problemas que possuam sistemas nao lineares. em geral. sao extremamente
complicados. Devido a esta dificuldade malemética inerente a sistemas nao linea-
res. normalmente € necessario introduzir sistemas lineares “‘equivalentes” no lugar
daqueles nao lineares. Estes sistemas lineares equivalentes somente sdo vahdos
dentro de uma faixa limitada de operagho. Uma vez que um sistema nao linear ¢

aproximado por um modelo matematico linear, varias ferramentas lineares podem
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saida ) Saida | Saida |
Entrada Entrada Entrada

Nbo-Iineandade Nac-lineandade Nho-lingaridade

por saturaclo par zona-morta por lei quadratics

Fig. 4.1 Curvas caracienisticas para vanias nao-lincandades.

ser aplicadas para fins de andlise e projeto. Introduziremos neste livro varias

‘técnicas de linearizacio.

4.2 FUNCOES DE TRANSFERENCIA

Na teoria de controle. fungdes denominadas **fungdes de transferéncia’” sao
extremamente usadas para caracterizar as relagdes entrada-saida de sistemas linea-
res invariaveis no tempo. O conceito de fungdes de transferéncia aplica-se somente

a sistemas lineares invariaveis no tempo, embora possa ser estendido @ certos
sistemas de controle nio lineares. (Referir-se ao Cap. 11).

Fungbes de transferéncia. A fungao de transferéncia de um sistema linear
invariante no tempo ¢ definida como sendo a relagao da transformada de Laplace da
saida (fungao resposta) para a transformada de Laplace da entrada (fungéo excita-
¢d0), considerando-se nulas todas as condigdes iniciais.

Considere o sistema linear invaniavel no tempo definido peia seguinte equagio
diferencial:

[m) {m=1 .
ey + @y — -0 T Ay ) T )
b e Ex e b hx (azm) 41

ondey é asaidadosistemaex€aentrada. A fungio de transferéncia deste sistema ¢
obtida considerando-se as transformadas de Laplace de ambos os membros da Eq.
(4.1). considerando-se que todas as condigdes iniciais sao nulas. ou seja,

1 i T ... 4 b
Fungao de transferéncia = G(s) = ;{-ﬁ—; =b;:;1é:;:"| =P 4.-2..-::_-_::

A fungdo de transferéncia ¢ uma expressao relacionando a safda e a entrada de
um sistema linear invariavel no tempo em termos dos parametros do sistema ¢ €
uma propriedade do préprio sistema, independente da entrada ou fungiio de excita-
¢do. A fungdo de transferéncia inclui as unidades necessarias para relacionar a
entrada com a saida; entretanto, nao fornece qualquer informagio relativa a estru-
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tura fisica do sistema. (As funcoes de transferéncia de muitos sistemas fisicos
diferentes podem ser idénticas.)

Pela utilizagio deste conceito. pode-se representar  dinamica do sistema por
equagdes algébricas em s. A maior poténcia de s no denominador da fungio de
transferéncia é igual 2 ordem do termo de maior derivada na saida. Se a maior
poténcia de s € igual a n. 0 sistema € denominado um sistema de ordem n-esima.

Sistema translacional mecinico. Considere o sisiema amortecedor Viscoso-
mola-massa indicado na Fig. 4.2. Um amortecedor do upo indicado ¢ um disposi-
tivo que properciona uma fricg@o viscosa. ou amortecimento. Consiste em um
pistio e um cilindro cheio de oleo. Qualquer movimento relativo entre a haste do
pistao e o cilindro € resistido pelo oleo porque este deve fluir em volta do pistao (ou
através de orificios existenies no pistao} de um lado do pistéo para o outro. O
amortecedor essencialmente absorve energia. Esta energia absorvida € dissipada
como calor. e o amortecedor nao armazenz qualquer energia cinética ou poten-
cial.

Y
ks

e}
J,_

Fig. 4.2 Sistema do amonecedor viscoso-mola-massa.

Calculemos a fungaode transierencia deste sistemz admitindo que aforgaxin ¢
a entrada e o deslocumento da massa € a saida vir). Procederemos de acordo com os
seguintes passos:

I. Escrever a equagio diferencial do sistema.

2. Considerar u trunsformada de Laplace da equasio diferencial. admitindo
que todas as condigdes iniciais sdo nulas.

3. Calcular arelacio entre u saidu ¥(s) e a entrada X(5). Esta relagdo é a
fungao de transferéncia.

Para calcular a equagao diferencial lincar invariants no empo. vamaos supor
que a forga de fricgio do amortecedor ¢ proporcional ¥ e que a mola ¢ uma mola
linear, isto é, que a forga na mola ¢ proporcional a y. Neste sistemu. m indica a
massa, f indica o coeficiente da friccao-viscosa, e X denota a constante da mola.

A lei fundamental que governa os sistemas mecinicos € a lei de Newton. Para
sistemas de translagdo a lei estabelece que

ma=3 F

onde

m = massa. kg i
a = aceleragao. m/s®
F = forga. N

Um quilograma ¢ uma unidude de massa. Quando ¢ acionado por umaforgade | N.
a massa de | kg acelera com | mls’.‘
Aplicando @ ler de Newton a0 sistema presente. obtemos

diy v gl
mgs - _fm ky — X

ou

iy
m ‘! =

ey e
T *-fﬁ_ Ky =x

4.2)
Considerando u transformada de Laplace de cadu termo da Eq. (4.2). resulta

d‘_vj = m[s*Y(s) — s:(0) — 3(0)]

..?’[m P
.!P]Pf‘%: — fIs¥(s) — ¥0)]

FLlky] = kY(s)
Fx] = X(s)

Se considerarmos as condigies inicrats iguals @ zerode mudcrque v =0, v =0.
a transformada de Laplace da Eq. (3.2) pode ser eserila

(ms® + f5s — k) ¥(s) = X(5)

Caleulando u refag@o entre Yis) e X(s). encontramos que d fungio de transferenciu
do sistema € diada por

= sncin = G(§) = Yis) _ _r_l___

Fungao de transferéncia = e e ok
Sistema rotacional mecanico. Considere ¢ sistema indicado na _Fig.l 43 0

sislema consisie em uma carga de inércia e um amortecedor por fricgan-viscosa.

f & TR |
oL
1 | ¥

¥ L/

1

el
=t

Fig. 4.3 Sistema rotacional mecanico.




Por definigio.

J = momento de inércia da carga, kg-m*

f = coeficiente de fricgao-viscosa, N-m/rad/s

w = velocidade angular. rad/s

T = torque aplicado ao sistema, N-m

Para sistemas rotacionais mecinicos. a lei de Newton estabelece que

Jo=3T

onde
J = momento de inércia. kg-m?
a = aceleracao angular. rad/s®
T = torque. N-m
A relacdo entre g-cm? e slug-fr* ¢ dada por
I slug-ft? = 13,56 » 10® gcm®

As unidades consistentes para massa, momento de inércia e torque sdo fornecidas
pela seguinte tabela:

Massa Momento de inércia Torque
slug slug-fi? N-m
grama g-cm® dina-cm
quilograma kg-m* newton-m

Aplicando a ler de Newton ao sistema apresentado. obtemos
Jo +fo=T

Se admitirmos gue o torque T aplicado é a entrada e a velocidade angularw € a saida,
entdo a fungao de transferéncia deste sistema ¢ dada por

™ =57
5 S5

onde

Q) = Lfoxr))
) = 2(1(0)

Pirczdtu L-R-C. Considere o circuito elétrico indicado na Fig. 4.4. O circuito
consiste em uma indutancia L (henry), uma resisténcia R (ohm), e uma capacitancia

=r

L R
T —— <
~
& J gk & Fig. 4.4 Circuito elétrico.
i
o —

C (farad). Aplicando as leis de Kirchhoff para o sistema. obtemos as seguintes
equaghes: :

di Lo i
- A el = 3
L 7 Ri ¢ J’;dz e, 4.3)
—Cl-:idr =&, (4.4)

Tomando as transformadas de Laplace das Egs. (4.3) e (4.4). admitindo condicoes
inicials nulas. obtemos

Lsl(s) — RI(s) ~ El —;-1(5) = E(s) s
i
iy

1

& 1) = Eqfs)

Se seadmite que ¢, € a entradi e ¢, 4 saida, entdo, demonstra-se que a funcao de
transferéncia deste sistema ¢

Eys) ol 4.5)
Ef(s) LCs*—RCs— 1

Impedancias complexas. Nu deducio de fungoes de triunsferéncia para redes
cletncas. freqientemente verificamos ser conveniente escrever diretamente as
equacoes transformadas em Laplace sem escrever us equacoes diferenciais. Consi-
dere o sistemaindicadona Fig. 4.5(4). Neste sistema. Z.¢ Z.representam impedan-
Cras complexas. A impedancia complexa Zis) de um circuito com dois terminuis
€ # relacio entre E(5). a transformada de Laplace du tensiio entre os terminus, e

i o )
— z, /= | 5 == - pes
[y ] g Ll e
- &y — fy———— T
—— e —— - o —
(e} (b)

Fig. 4.5 Circuitos elétricos.
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I(s). a transformada de Laplace da corrente através do elemento. admitindo-se
condiges iniciais nulas, de modo que Z(s) = E(s)/I(s). S¢ o elemento de dois
terminais for uma resisténcia R . capacitancia C ou indutancia L . entdo a respectiva
impedancia complexa ¢ dada por R, 1/Cs. ou Ls. respectivamente. Se impedéncias
complexas forem ligadas em sénie. a impedancia total € a soma das impedancias
complexas individuais.

Considere o circuito indicado na Fig. 4.5(b). Suponha que as tensoes ¢, e e,
correspondem & entrada e a saida do circuito, respectivamente. A fungio de
transferéncia deste circuito €. entio,

Efs)  Zs)
E(s) ~ Z,is) + Z,is)

Para o sistema mostrado na Fig. 4.4,

N {51
Z,=Ls+R  Z,=g

Portanto, a fungéo de transferéncia Eqls)/E(s) pode ser escrita:

1
Eo(s) _ Cs
£45) Ls — R + J

. 1
~ LCs* + RCs— 1

que, ¢ claro, € identica a Eg. (4.5)

Elementos passivos e elementos ativos. Alguns dos elementos em um sistema
(por exemplo, capacilancias ¢ indutancias em um sistema elétrico) armazenam
energia. Esta energia pode posteriormente ser introduzida no sistema. A quanti-
dade de energia que pode ser introduzida néo pode exceder a quantudade que o
elemento armazenou. e, a menos que um elemento tenha armazenado energia
anteriormente, ele nao pode fornecer qualquer energia para um sistema. Por esta
razio, tas elementos sdo denominados elementos passivos. Um sistema contendo
apenas elementos passivos € denominado um sistema passivo. Exemplos de ele-
MERIOS PASSIVOS SA0 as capacilancias. resisténcias, indutdncias: massas, inércias,
amortecedores. molas. Para sistemas passivos. todos 0s 1ermos em uma equagao
diferencial homogénea do sistema possuem o mesmo sinal.

Um elemento fisico que pode fornecer energia externa para um sistema €
denominado um elemento ativo. Por exemplo, um amplificador € um elemento
ativo desde que possui uma fonte de poténcia e supre poténcia ao sistema. Fontes
de forga externa, torgue ou velocidade: fontes de tensao, ou corrente etc. também
sido elementos ativos.

_ Analogia forga-tensdo. Considere o sistema mecanico indicado na Fig. 4.6(a) e
o sislema elétrico mostrado na Fig. 4.6(b). A equagio diferencial para este sistema
mecanico é
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(4.6)

(o} (&)

Fig. 4.6 (a) Sistema mecénico: (b) sistema elétrico analogo.

enguanto a equacio diferencial para o sistema elétrico ¢

C ATV L P
LG +Ri+ o [idi=e

Em termos da carga elétrica g. esta tltima equacao lorna-se

d: ., i (4.7)
LHF?'—RE ] Cq €

Comparando as Egs. (4.6) ¢ (4.7). verificamos que as equagoes diferencials
para 0s dois sistemas sao identicas. Estes sistemas sa0 denominados sistemas
anilogos. e 0s lermos gue ocupam posighes correspondentes nas equagoes diferen-
ciais sio chamados de grandezas analogas. Uma lista de grandezas analogas &
fornecida na Tabela 4.1, Neste caso a analogia € denominada analogia forga-tensio
elétnca.

Tabela 4.1 Grandezas anilogas na analogia forga-tensao

Sistema mecanico Sistema elétnco

forga p (lorque T) tensio elenca ¢

massa m (momento de inercia J) indutancia L

coeficiente de fricgao-viscosa f resisténcia R _ ) _
constante da mola k reciproca de capacitancia (elastancia) 1/C
deslocamento x (deslocamento angular #) cargaq

velocidade 1 (velocidade angular 6) corrente |

RS



A Fig. 4.7 mostra alguns exemplos de sistemas andlogos. Cada um dos siste-
mas elétricos e seu sistema mecinico correspondente possuem funcaes de transfe-
réncia analogas. (Na Fig. 4.7, x, e x, indicam deslocamentos. ) Note que na dedugao
das fungoes de transferéncia. consideramos que os sistemas sao constituidos por
parametros concentrados ¢ que nao ha efeito de carga na saida

& Cx 3 A
Flmm
| ’:’I i
| |
| Eols) _ _ 1 . LA =
| £ s} RCs + 1 X:(s5) L

|
Jl
i o it ? < /|- ‘
{ .
| —
¢ LTy |
| L S |
o — 3
| | FIEITTT
| | ’
Eglsl _ _ACs Xl _ T
Eilsi  RCs+1 1 LA !

|
L V |

Fig. 4.7 Sistemas andlogos

Analogia forca-corrente. Outra analogia util entre sistemas elétricos e sistemas
mecanicos € baseada na analogia forca-corrente. Considere o sistema mecanico
mostrado na Fig. 4 8(a). A equacdo diferencial que descreve o sistema ¢

dx dx iy
m‘—ﬁ-?-—fa?—kx-—p (4.8)

—L®

Considere agora o sistema elétrico mostrado na Fig. 4.8(b). Aplicando a lei de
Kirchhoff relativa a correntes, obtemos

iy iy —ilp =i 4.9)
onde

ip = T]. | e dr
e
ig = i—

r

iy L ‘a ic
m
2 & R c T -
, |

{a) (b)
Fig. 4.8 (4) Sistema mecanico; (b) sistema elétrico andlogo.
! de
I = C__
“ dt
A Eq. (4.9) pode ser escrita

1 (3 ae. . _i;
If’“’d'“ﬁ“"ca?:" (4.10)

Note que o fluxo magnético concatenado ¢ € relacionado com e pela seguinte
equagao:

dy _
- Tt

Em termos de ¢. 4 Eq. (4.10) pode ser escrita como segue:

d*w |, 1 d Yl G
CI TR TIY=h @11
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Comparando as Egs. (4.8) e (4.11). verificamos que os dois sislemas sao sistemas
andlogos. As grandezas andlogas sio listadas na Tabela 4.2. Neste caso a analogi
¢ denominada analogia forga-corrente.

Tabela 4.2 Grandezas andlogas na analogia forca-corrente

Sistema mecanico Sistema elétnco

correnie eletnica ¢
capacitincia C

forga p (torque T)
missa m (inércin J)

coeficiente de fricgdo-viscosa f
constante di mola &

deslocamento x (desiocamento angular #)
velocidade ¥ (velocidade angular #)

reciproco da resisiénciz (condutancia) 1/R
reciproco da indutancia 1L

fluxo magneuco concatenado ¥

tensac ekeinca ¢

Sistemas andlogos. O conceito de sistemas analogos ¢ muito util na prauca
desde que um tipo de sistema pode ser mais facil de ser manuseado experimental-
mente do que um outro tipo. Por exemplo. em vez de construir e estudar um sistema
mecinico. podemos construir e estudar seu analogo elétnco porque. em geral.
sistemas elétricos ou eletronicos sao muito mais faceis de serem analisados experi-
mentalmente. Em particular, computadores analdgicos eletronicos sao muito uteis
para simulagio de sistemas mecinicos. bem como de outros sistemas fisicos.

Deve ser lembrado que analogias entre estes sistemas caem por terra quando
as regioes de operacio sao muito extensas. Em outras palavras. desde que as
equagdes diferenciais relacionadas com as analogias sao baseadas somente por
aproximagiio as caracteristicas dinamicas dos sistemas fisicos, a analogia pode
falhar se a regiio de operacao de um sistema € muito ampla. Se & regiio de operagao
de um dado sistema mecanico é ampla. entretanto, pode ser dividida em duas ou
mais sub-regides e os sistemas elétricos analogos podem ser elaborados para cada
sub-regido. De fato. analogias nio sao limitadas a sistemas elétricos e sistemas
mecénicos: sao aplicaveis a quaisquer sistemas nos quals suas equagoes diferen-
ciais. ou funcoes de transferéncia. sdo de forma idéntica.

Funcées de transferéncia de elementos em cascata. Muitos sistemas realimen-

tados possuem componenies que carregam uns aos outros. Considere o sistema
mostrado na Fig. 4.9. Suponha que ¢, € 4 entrada e e, € a saida. Neste sistema 0

Ry Ry

\
g 'J
1'1 ‘/

T ] C}T e,

Fig. 4.9 Sistema clétrico.

-

——

segundo estagio do circuito (parte R.C.) produz um efeito de carga no primeiro
estagio (parte R,C,). As equacdes para este sistema sao

(?_.I j (J'= =i ';},)df_‘Rl"'l =g, 1412]
e
W A - ; SR
E‘L,.‘“:' r,]dr—R:r:—_—ﬁ.l:;;!:z—en (4.13)

Tomande as transformadas de Laplace das Egs. (4.12) e (4.13). admitindo condi-
goes inicigls nulas. oblemos

CL;“JS. — L(s)] — R,(5) = E{5) (4.14)
1

]

By P
—E?f;m_ E,ls) (4.15)

|
ﬁ_[a':rs} — 1,(s)] — Ryli(s)
Eliminando /,(s) e /.s) das Eags. (4.14) e (4.15). venficamos que a fungao de
transferéncia entre Egls) e Eds) ¢
Eols) |
E(s) (RC,s—I)NR,Cys —1) — R,Cys
|
= RCRLC.T —(RC, ~RiC: = RCops — 1 (4.16)

0 termo R €« no denominador da fungao de transferéncia representa u interagao
dos dois circuitos simples RC. Desde que (R,C, + R:C: + RC.) > 4R C\R.C... as
duas raizes do denominador da Eg. (4.16) sio reais.

Esta andlise demonstrou que se dois circuitos RC séo ligados em cascata. de
modo que z saida do primeiro circuito € a entrada do segundo. a fungao de
transferéncia global nao € o produto de 1/(R,C s = 1) e HIRCos + 1) A justificativa
para este fato e que. quando calculamos a fungio de transferéncia para um circuito
isolado. admitimos implicitamente gue asaidanaoe carregada. Em outras palavras,
se admite a impedancia de carga infinita, o que significa que nenhuma poléncia
estd sendo consumida na saida. Quando o segundo circuito € ligado na saida do
primeiro, entretanto. uma certa quantidade de potencia e consumida, sendo conse-
¢iientemente violada a consideragdo de nio haver carga na saida. Portanto. se a
fungio de transferéncia deste sistema é obtida sobre a hipotese de ndo haver carga.
entao ela nao é valida. O grau de efeito de carregamento determina a quantidade de
medificagio da fungao de transferencia.

Fungoes de transferéncia de elementos em cascata sem carregamento. A fungao
de transferéncia de um sistema consistindo em dois elementos em cascata sem
carregamento pode ser obtida eliminando-se aentrada ea saida intermedianas. Por
exemplo. considere o sistema mostrado na Fig. 4.10(a). A fungao de transferéncia
de cada elemento e

89




Xals) Xy(s)
Xy(s) > Gs) 2is > Gys) 3 >
(e}
Xylsl Xa(s)
— Gyl5) GplS)

{b)

Fig. 4.10 (2 Sistema consistindo em dois elementos ¢m cascala sem Carmegamenta; (h) um
sistema equivalente.

X5
X{:}

Xi(s)

G\(s) = X,(5)

61{5} =

Se a impedancia de entrada do segundo elemento € infinita, a saida do primeiro
elemento nio € afetada pela conexao ao segundo elemento. Neste caso. a fungdo de
transferéncia de todo o sistema é

_ X5 _ X Xol) _
O =¥ = X.6) X.00)

G (5)Gy(s)

A fungiio de transferéncia do sistema global ¢ entdo o produto da fungdo de
transferéncia dos elementos individuais, Isto ¢ mostrado na Fig. 4.10(b).

Como exemplo, considere o sistema indicado na Fig. 4.11. A insercdo de um
amplificador de isolagio entre os circuilos para obter caracteristicas sem carrega-
mento ¢ frequentemente utilizada para combinar circuitos elétricos. Desde que
tanto amplificadores de estado sélido como amplificadores a valvulas possuem
impedancias de entrada muito altas. um amplificador de isolagao inserido entre os
dois circuitos justifica a afirmagdo de nao haver carregamento.

Os dois circuitos simples RC . isolados por um amplificador conforme indicado
na Fig. 4.11. possui efeitos de carregamento despreziveis e a fungio de transferén-
cia de todo o circuito € igual ao produte das fungoes de transferéncia individuais.
Consequentemente, neste caso.

Ey(s) 1 1
E:m (Fcls -+ I)‘K)(R;C15 - I)
2 K
T (RCs + DRCs + 1)

A, R
Oo—AAMN—— —ANN———C

-L Amplificador

e ¢ dll lsnlng:‘o GT & Fig. 4.11 Sistema elétrico.
h__;L_ SEPELES TS

4.3 LINEARIZACAO DE UM MODELO MATEMATICO NAO LINEAR

Esta secio apresenta uma técnica de lineanzagao aplicavel a muitos sistemas
n@o lineares. Aplicaremos esta lécnica & um servomotor hidraulico e obteremos
uma fungao de transferéncia para o servomotor hidraulico lineanzado.

Aproximacao linear de sistemas nao lineares. A fim de obter um modelo ma-
lematico linear parz um sistema nao linear. SUpOremos que as vanavels varam
muito pouco em relagao a alguma condigao de operagio. Considere um sistema cuja
entrada € x(r) e cuja saida € v(r). A relagao entre v(/) e x(t) € dada por

¥ = flx) ' (£.17)

Se a condigdo de operacao normal corresponde at. ¥, entdo 2 Eq. (4,17) pode ser
expandida em séne de Tavlor em torno desse ponto como segue:

y=f(x)
= (%) + a—(x — x) - —a,—(x e (4.18)
onde as derivadas dffdx, &*fldx*.... sdo calculadas em x = ¥. Se a variagao dex — i

€ pequena. podemos desprezar os lermos de maior ordem em x — . Entdo a Eq.
(4.18) pode ser escrita

y=j-+ K(x —x) 4.19)
onde
= f(x)
__lf
k=2 .

A Eq. (4.19) pode ser reescrita como
y—3 = K{x — %) (4,20)

o que indica que ¥y — ¥ € proporcional a x — 1. A Eq. (4.20) fornece um modelo
matematico linear para um sistema nio linear dado pela Eq. (4.17).

Agora considere um sistema nao linear cuja saida v ¢ uma fungio de duas
entradas x, e x,. de modo que

y=fx, %) e

De modo a obter uma aproximagio linear para este sistema néo linear, podemos
expandir a Eq. (4.21) em uma sénie de Taylor em torno do ponto de operagaoi,. 1..
Entio a Eq. (4.21) torna-se
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y=f(%, %) + [;,xﬁ (x, — %) + {{3 (x; — %)

1[a? . d?
o o — 20+ 258 i — 20— 2y

8 anla

onde as derivadas parciais s3o calculadas emx, =¥, x, = f.. Proximo ao ponto de
opericao normal. os termos de ordem superior podem ser desprezados. O modelo
matematico linear deste sistema ndo linear na vizinhang¢a da condigao da operagio
normal € entao dado por

»— "F = K:{II"‘ 2]) + K!('ri = .iz)

onde
.}.' =f(fl'jz"
of
=
E}—;!x:‘l..nth
L
K: X ax—z!n‘h xp=1X

Servomotor hidraulico. A Fig. 4.12 mostra um servomotor hidraulico. E es-
sencialmente um amplificador de poténcia hidraulico controlado por valvula piloto
€ umatuador. A vilvula piloto € uma vélvula balanceada no sentido de que as forgas
de pressao que agem na mesma sao todas balanceadas. Uma poténcia de saida

Clec
sob
Dreno  pressic Dreno

Vilvula pilots

Acesso | .- Acessg ||
Carga
¥ !
> - m -

Cilindro de poténcia
Fig. 4.12 Diagrama esquemitico de um servomotor hidraulico.
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muito grande pode ser controlada por uma valvula piloto. a qual pode ser posicio-
nada com uma poténcia muito pequena.

A operagao do servomotor hidraulico é a seguinte: Se a vélvula piloto é movida
para a direita, entao a abertura | ¢é ligada 4 abertura de suprimento e dleo sobh
pressao entra no lado esquerdo do pistio de poténcia. Desde que a abertura 1] ¢
ligada & abertura de dreno. o éleo no lado direito do pistao de poténcia é retornado
ao dreno. O oleo fluindo no cilindro de poténcis ests sob alta pressio ¢ o gleo
fluindo para fora do cilindro de poténcia atraves do dreno ¢sld sob baixa pressio. A
diferenca de pressio resultante em ambos os lados do pistio de poténcia ocasiona
um movimento para a direita./O dleo retornado ¢ pressurizado por uma bomba &
recirculado no sistema. Quando o pistio piloto € movido para a esquerda. o pistdo
de poténcia move-se para a esquerda.

Na pratica. as aberturasa. b e ¢ mostradas na Fig. 4.12 siio sempre construidas
maiores do que as valvulas correspondentes A, B e C. Nesle caso ha sempre uma
fuga atraves da vilvula. Este fato aumenta tanto a sensibilidade coma alinearidade
do servomotor hidraulico. Consideraremos esta hipotese na analise que s¢ sepue.
[Note que algumas vezes um sinal ““trémulo’’, um sinal de alta frequénciz de
amplitude muitp pequena (em relagio ao deslocamento maximo da valvula), é
sobreposto ao movimento da vilvula piloto. Isto também aumenta a sensibilidade e
a lineandade. Neste caso também ha fuga através da valvula ]

Vamos definir

Q

taxa de fluxo de dleo para o cilindro de poténcia. kg/s
AP
X

P. — P, = diferenga de pressio através do pistav de poténcia, N/m?
deslocamento da vilvula piloto. m.

LU R

Na Fig. 4.12, pode-se ver que Q) é uma funcao dex e AP Em geral, arelacio entre as
variaveis 0. x e AP ¢ dada por uma equagio nao linear:

0 = f{x, AP)

Linearizando esta equagio nao linear em torno do ponto de operagao normal Q. f.
AP, obtemos

Q— 0 =K(x— %) — K AP — AP) (4.22)
onde
0 = f(x,AP)
_dg0
Ki - a;:n-.!. AP AF

K, = — 6Q !
z aAP;-:A?-J

Note que para este sistema. a condigao de operagio normal corresponde aQ =0, i
=0 ¢ AP = 0. Portanto. obtemos da Eq. (4.22),

Q0=Kx— K,AP (4.23)
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A Fig. 4.13 mostra esta relagio linearizada entre Q, x ¢ AP. As retas indicadas
correspondem as curvas caracteristicas do servomotor hidraulico linearizado. Esta
familia de curvas consisie em relas paralelas equidistantes, parametrizadas por x.

x=Zux

r=ux,

X =i

X =—i.

x==Z2,

Fig. 4.13 Curvas caracteristicas do servomotor hidraulico hineanzado

Referindo-sc & Fig. 4.12. notamos que a taxa de fluxo de dleo O (kg/s) vezesa
is) ¢ igual ao deslocamento do pistao de potenciady (m) vezes a area do pistao A
Im*1 vezes 4 densidade do oleo p (kg/m?). Portanto. obtemos

Apdy = Qdi

Note gue pard uma dada tuxa de fluxo €. quanto maior for a area do pistao A menor
sera a velocidade dv/dr, Portanto. se a area do pistao A € feita menor. permane-
cendo as outras vVariavels constantes. a velocidade dyidr tornar-se-a mator. Tam-
beém uma taxa de fluxo Q maior acarretard um aumento na veloaidade do pistao de
poténcia @ um menor tempo de resposta.

A Eq. (4.23) pode agora ser escrita como

e dy
AP:E(ki,\~Apj‘-)

A forga desenvolvida pelo pistdo de poténcia € 1gual a diferenca de pressio AF
vezes a area do pistao 4 ou

Forga desenvolvida pelo pistao de poténcia = A AP

= —E—I(K,.r — Ap 5})

Para uma dada forga maxima, se a diferenca de pressio for suficientemente alta,
u drea do pistio ou o volume do 6leo no cilindro pode ser feito pequeno. Conse-
quentemente. para minimizar o peso do controlador. devemos fazer a pressao de

9“4

supnimento suficientemente alta.

Suponha que o pistio de poléncia mova uma carga que Consisic em uma
massa ¢ uma friccio-viscosa. Entdo. a forga desenvolvida pelo pistio de poténcia
¢ aplicada @ massa de cargu e a fricgdo. obtendo-se

m§ + [ = (K yx — 4p)
ou
<% :
my (f-a"‘;?f)j::“—lflx (4.24)

onde m € a massa (kg) da carga € f € o coefliciente de friccao viscosa ( N-sfm).

Supondo que o deslocamento da valvula piloto x € a entradis e o desiocamento
do pistao de poténcia v a saida. venficamos que z fungao de transferéncia para o
servomotor hidraulico €. a partir da Eq. (4.24).

Y(s) _ 1
S (C = 5
=:‘(?‘TXITJ (4.25)
onde
K:H I
i Ky

Da Eq. (4.25), pode-se notar que esta funcgiio de trunsferéncia € de segunda ordem.
Se a relagio mK.(fK. = A%p) € suficientemente pequens @ ponto de poder ser
desprezada ou a constante de tempo T for desprezivel. a fungao de transferéncia
pode ser simplificada para resultar

Uma analise mais detalhada indica que. se a fuga do oleo. compressibilidade
tincluindo os efeitos do ar dissolvido). expansao de tubulagao etc. sao levados em
consideragio. a fungao de transferéncia torna-se

Y(s) _ K
X(s) S(T,s+1)T.s+ 1)

onde T, e T. sdo constantes de tempo. De fato, estas constantes de tempo dependem
do volume de dleo do circuito de operagao. Quanto menor for ¢ volume. menores
serao as constantes de tempo.
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4.4 DIAGRAMAS DE BLOCOS

Um sistema de controle pode consistir em virios componentes. A fim de
maostrar as fun¢ées desempenhadas por componentes, em engenharia de controle
Usd-s¢ quase sempre um diagrama denominado “diagrama de blocos ™

de blocos. Um diagrama de blocos de um sistema ¢ uma representa-
¢ao das fungdes desempenhadas por cada componente ¢ do fluxo de sinais. Este
diagrama indica a in ter-relacdo que existe entre os varios componenites. Diferente-
menie de uma representacio matemalica, puramente absirars. um diagrama de
blocos possui & vantagem de indicar mais realisticamente os fluxos de sinal do
sistema real,
Em um diagrama de blocos. todas as vanaveis do sistema sio ligadas as outras
atraves de blocos funcionais. O “bloco funcional ™, oy simplesmente **bloco™ é um
simbolo para a operacao malematica sobre o sinal de entrady para o bloco que

0 sentido do fluxo de sinais. Noe que o sinal pode passar somente no senlido da
flecha. Consequentemente. um diagrama de blocos de um sistems de controle
indica explicitamente uma propriedade unilateral,

A Fig. 4.14 mostra um elemento de diagrama de blocos. O segmento orientado
(flecha) apontando para o bloco indica a entradu e o segmento orientado saindo do
bloco represenia a saida. Estas flechas sao refendas como sinais.

X{s) Fungao de Yis)
T tmansferéncis
Gisg)

Fig. 4.14 Elemento de um dugramu de bloco,

Note que as dimensoes do sinal de saida do bloco sio as dimensoes do sinal de
entrada multiplicado pelas dimensdes da fungao de transferéncia do bloco
AS vantagens da Tepresentacao em diagrama de blocos de um sislema sao
devidas ao fato de que ¢ mais facil construir o diagrama de bloco total para todo o
sislema simplesmente conectando os blocos dos componentes de acordo com o
fluxo de sinal. sendo tambem possivel calcular a contribuigio de cads componente
nao desempenho global do sislema.
geral, a operagio funcional do sistema pode ser visualizada mais diretu-
mente pelo exame do diagrama de biocos do que pelo exame do proprio sistema

dinamico, porém nio contem qualquer informacio relativa a construgio fisica do
Sistema. Portanto. muitos sistemas compietamente diferentes ¢ sem nenhuma

Detector de erro. O detector de erro produz um sinal que € a diferenca entre a
entrada de referéncia ¢ o sinal realimentado do sistema de controle. No proieto. a
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R(s) . Ele)
-

Fig. 4.15 Dragrama ds bioco de um detector de erro.
Cis)

escolha dodetector de erro é muitoimportante e deve serdecidida cuidadosamente .
Isto € devido ao fato de que quaisquer imperfeigoes no detector de erros inevit-
velmente prejudicaria o desempenha de todo o sistema. () diagrama de bloco de um
detector de erro ¢ indicado na Fig. 4.15.

Note que um circulo com uma CTuz € o simbold gue indica Uma operagiao de
somi. Os sinais mais ou menos em cada flecha indicam se aquele sial deve ser
adicionado ou subtraido. E Importante que as grandezas a serem adicionadas oy
Subltraidas possuam as mesmas dimensées e as mesmas unidades.

Rits). A natureza de mal ha-fechada do sistema ¢ indicad claramente pelafigura. A
sdidado bloco. Cly) neste Caso, € obtida pela multiplicagao da funciode transferen-
Cia G(s) com a entrada do bloco. Els).

Ponto Ponto
de soma Qe jungac

\j

v

Ris) ‘2 Eis) P Cls}

X 1 Elsl = — -
|

Fig. 4,16 Disgrama de bloco de um sistema em malhe-fechads

Qualquer sistema de controie linear pode ser representado por um diagrama de
blocos que consiste em blocos, pontos de soma e ponios de jun¢do. Um ponto de
Jun¢ao € um ponto do qual o sinal de saida de um bloco ¢ ligado @ virios outros
blocos concomitantemente ou x pontos de somy,

Quando a saida ¢ realimentada ao ponto de soma para comparagdo com a
entrada ¢ necessario converter a forma do sinal de saida para aquela do sinal de
entrada. Porexemplo. emum sistema de controle de lemperatura, o sinal de saida é
usualmente u temperatura controlada. O sinal de saidz. que possul g dimensao de
temperatura, deve ser convertido para uma forga ou posigio antes de Ser compa-
rado com o sinal de entrada, Esta conversio e efetuada pelo elemento de realimen-
tagao cuja fungio de transferéncia é H(s), como ind:'cado_na_Fig. 4.17. Um outro
papel importante do elemento de realimentagao ¢ modificar a saida antes de ser
comparada com a entrada. No exemplo presente, o sinal realimentado que ¢
enviado para tras até o ponto de soma para Comparacao com a entrada é B(s) =
H(s)C(s).
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Cis) =

Fig. 4.17 Sistema em malha-fechads.

A relagio entre o sinal realimentado A(s) e o sinal erro atuante Eis) ¢ denomi-
nada funciio de transferéncia de malha-aberta. Isto €

Fungao de transferéncia de malha-aberta — g_:;‘_: = G(s)H(s)

A relagao entre a saida C(s) e o sinal ITO atuante E(s) € denominada fungdo de
transferéncia do ramo direto, de modo que.

Fungdo de transferéncia do ramo direto — % = G(s)

Se a fungdo de transferéncia realimentada é unitiria. entio a fu n¢ao de transferen-
ciade malha-abertae a fungao de transferéncia do ramo direto sio as mesmas. Para
osistema mostradona Fig. 4.17. a saidaCls je a entrada R(s ) sdo relacionadas como
segue:

C(s) = G(s)E(s)
E(s) = R(s) — B(s)
= R(s) — H(s)C(s) %
Eliminando E(s) destas equaches. resulia
Cls) = G()R(s) — H(s)C(s)
O
€e) G !
R(s) 1= G(s)H(s) (4.26)

A fungio de transferéncia relacionando C(s) com R(s) é a chamada funcio de
transferéncia de malha-fechada. Esta fungiao de transferéncia refaciona a dindmica
dosistemaent matha-fechada para a dinamica dos elementos do ramo direto e os
elementos da realimentagiio.

Da Eq. (4.26), C(s) ¢ dada por

x| G(s
Cls) = I_TE'E%(E)R“}

Portanto a saida do sistema de malha-fechada depende. obviamente, 1anto da
fungdo de transferéncia de mal ha-fechada como da natureza da entrada.
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Sistema em uulha-fedu_d_n sujeito a um distirbio. A Fig. 4.18 mostra um

sistema em malha-fechada sy JeIt0 @ um distirbio. Quando duas entradas (a4 entrada
de referencia e o disturbio) esta 5 inear. cada entrada pode

[ Cis)

Fig. 4.18 Sistema em malhs-fechads suieito & um disturbig.

Considere o sistema mostrado na Fig. 4.18. Examinando o efeito do distirbin
Nis ). podemos admitir que o sistema est: em repouso mnicialmente com erro zera:
podemos entdo calcular z resposta C s hapenasdevido so distirbio. Esta resposty ¢
dada pos

€05 G,(x)

o GL(5)G.(3jHis)

Por outro lado. considerando resposts em relagao a entrads de referéncia Ris ).
podemos supor que o disturbio ¢ nulo. Entio. a resposta € gix) em relagio s entrade
de referenciu Kiy) pode ser obtida de

Cyls) G,(5)0G,(5)
Ris) 1 =G,(5)G(5)H(s5)

A resposta com a aplicaciio simultanea da entrada de referéncix e do distirbio pode
ser obtide adicionando-se as duas respostas individuais. Em outras palavras.
resposta C(s) devida i aplicagao simultanes da entrads de referéncia R(y) e uo
disturbio N(s) é dada por

Cls) = Cyls) + Cpls)

G,(s)

— ______‘__z_‘____‘_‘__ ; :
| + G,(S)G;{_SJH(”[GJ‘}RU) Nis))

Considere agora o caso onde IG(sH(5) >> 1€ 1G,(s)GatsH(s) >> 1. Nesie
cas0. a fungdo de transferéncia em malha-fechada € «s5)/N(y) torna-se quase nula e
o efeito dodistiirbio é eliminado. Esta é uma vantagemdo sistema em malha-fecha-
da.




Por outro lado. a fung@o de transferéncia em malha-fechada Culs)/R(s) apro-
xima-se a 1/H(s) conforme o ganho de G (s )G -(s }H (s ) aumenta. Isto significa que s¢
Gs)ass)His) | => 1, emtdo a fungao de transferencia em malha-fechada
Cals)/K(s) torna-se independente de G (s) & Gals) e mversamente proporcional
@ H(x). de modo que as variacoes de G(s) e Gals) nao afetam a fungao de trans-
feréncia em malha-fechada Cgls)/R(s). Esta e outra vantagem do sistema em
malha-fechada. Pode ser facilmente venficado que gualquer sistema em malha-
fechada com realimentagio unitania. H(s) = 1. tende a igualar a entrada e a saidu.

Procedimentos para construir diagramas de blocos. Para desenhar o diagrama
de blocos de um sistema. escreva primeiro as equagdes que descrevem o compor-
tamento dinamico de cadu componente. tome entao s transformadas de Laplace
das equagdes. admitindo condigoes iniciars nulas. e represente cada equacao trans-
formada de Laplace individualmente na forma de bloco. Finalmente, monte 05
elementos em um diagrama de blocos completo.

Como um exemplo. considere o circuito RC indicado na Fig. 4.1%a). As
equacoes para esle circuilo sao:

i= —;—_ (4.27)
idt .

As transformadas de Laplace das Egs. (4.27) e (4.28). com uma condigio inicial
nuld. tornam-se

1) = EEL = El5) (4.29)
Iis)
E,(5) = T (4.30)
-4 Els) A EN
c—'ww—T—c ) ® | =
€ Cl £q EQH?[
T. i bl
(o}
E.l5 & il I8} [y Egls)
&S F [
(17— Eqls)
Ts
(c) ()

Fig. 4.19 (a) Circuito RC; (b) diagrama de blocos representando a Eq. (4.29); (c) diagrama de
blocos representando a Eq. (4.30); (d) diagrama de blocos do circuito RC.
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A Eq. (4.29) representa uma operagdo de soma e o diagrama correspondente é
mostrado na Fig. 4.19(b). A Eq. (4.30) representa o bloco indicado na Fig. 4.19%c¢).
Montando estes dois elementos, obtemos o diagrama de blocos global para o
sistema. conforme indicado na Fig. 4.19d).

Redugio de disgramas de bloco. E importante notar que blocos podem ser
conectados em série somente se a saida de um bloco nao ¢ afetada pelo bloco

seguinte. Se houver qualquer efeito de carregamento entre 0s componentes, €
necessario combinar estes componentes em um bloco simples. Em outras palavras.
um linico bloco representara as duas partes.

Tabela 4.3 Regras da algebra de diagramas de blocos

E—

Diagramas de blocos originais | Diagramas de blocos equivelentes

A a-g A-B+C a A~C A-B+C
1

5| 8 A-B+C A__@A-E A-84C
e

| E— = 1
3 A |G| AG, Gs ,M‘GE 4 6, Mi G 46,65
" AG,6 A AG
s | Lol Ble }r 2i o 506 e

A G A5G, Al + AG,)
1 S ¥l ﬂ&hﬁsg
5 —— Gy=Gy
.ﬁG: !
> Gy

A AG AG-B

Pt B
5 o
; A A-G G AG-86




el

Diagramas de blocos oniginais Diagramas de blocos aqumlq

ooy il
| &8 f l AG -‘;.—.-I & !—-‘;G--
g | > G
[ l—-—' AG r—_"'r T AG |
- <] —

Qualguer nimero de blocos em cuscats representandi compaonentes sem
efeilo de carga podem ser substituidos por um unico bloco cuja funcio de transfe-
réncia € simplesmente o produto das fungoes de transieréncis individuars

Umdiagrama de blocos complicado envolvendo muitos lagos de rcalslmenta-;an
pode ser simplificado por um FEAITATIO PASSO @ passo, usando regras de algebrz de
diagrama de blocos. Algumas destas importanies regras sao fume;:das_na Tabela
4.3, Elas sdo obtidas escrevendo-se a mesma equacio de uma maneira diferente. A
simplificagdo do diagrama de blocos por rearranjos € substituigoes reduz conside-
raveimente o trabalho necessirio na analise matemaltica subsequente. Deve ser
notado. entretanto. que conforme o diagrama de bloco ¢ simplificado. 0s novos
blocos tornam-se mais complexos devido & geracio de novos polos e zeros.

Na simplificagao de um diagrama de blocos. lembre o seguinte:

1. Oproduto das fungdes de transferéncia no sentido direto deve permanecer
0 mesmo. -

2. O produto das fungoes de transferéncia €m um laco deve permanecer o
mesmo.

Uma regra geral para simplificar um diagrama de blocos é mover pontos de
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Jungéo e pontos de soma, permutar pontos de soma e. entio. reduzir lagos de
mentagio internos.

Como um exemplo do uso das regras na Tabela 4.3, considere o sistemna

indicado na Fig. 4.20(a). Movendo o ponto de soma do lago de realimen

negativa contendo A, para fora do lago de realimentacio positiva contendo H,,

obtemos a Fig. 4.20(b). Eliminando o lago de realimentacio positiva, obtemos &

Fig. 4.20(c). Entao. eliminando o lago contendo H.lG,. obtemos a Fig. 4.20(d).

| — E (produto das funcées de transferéncia em cada lago)

=1-(6,G;H, - G,G,H. — G,6,G,)
=1-G.G.H, - G,G,H, — 6,G,G,

(O lago de realimentacao positiva fornece um termo negativo no denominador. )

4.5 DEDUCAO DE FUNCOES DE TRANSFERENCIA DE SISTEMAS
FISICOS

Sistemas de controle podem consistir em componentes de diferentes tipos tais
como eletnicos, mecanicos, hidraulicos. pneumaiticos ou termicos. Um engenheiro
de controle deve estar familiarizado com as leis fundamentais que envolvem estes
componentes.

Nas Segoes 4.7 ¢ 4.3, deduzimos fungées de transferéncia parz alguns siste-
mas. Nesta seciio apresentaremos exemplos adicionas indicando a deducio das
fungdes de transferénciy Para varios lipos de sistemas fisicos.

Na deducao de fungoes de transferéncia note o seguinte:

1. Quando aproximar sistemas fisicos por modelos lineares & parametros
concentrados sio necessarius cenas consideragoes, Em geral. estas hipoteses
dependem dus faixas de operagaodo sistema. Hipoteses que podem ser convenien-
1es para certas condicoes de operacio podem nao ser adequadas para outras
condigdes. Na pratica. fazer hipoteses apropriadas € umsz parte muilo importante
da analise de um sistemy desde que a precisio dos resultados depende da validude

Em outras palavras, embora caracieristicas qualitativas da dindmica do sistema
possam ser oblidas claramente 2 partir da fungio de ransferéncia. a informa-
Ca0 quanutativa pode nio ser necessariamente precisa. Se for necessana pre-

2. E desejavel verificar a validade da fung@o de transferéncia admitindo que
Certos parametros do sistema sejam zero ou infinito. Desde que este procedimento
simplifica a fungio de transferéncia, sua validade pode ser facilmente verificada,

As fungoes de transferéncia obtidas a seguir sao baseadas na hipotese de que
nao ha efeito de carga na saida. (Lembre-se que se houver qualquer efeito de carga,
deve ser levado em conta quando a fungio de transferéncia ¢ deduzida.)
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Fig. 4.20 (a) Sistemas de multiplos lagos: (b)-(¢) redugio sucessiva do disgrama de blocos
indicado em (a).

SISTEMAS MECANICOS £ ELETROMECANICOS

Sismografo. A Fig. 4.21 mostra um diagrama esquematico de um sismografo.

Um sismografo indica o deslocamento de sua carcaga em relagio ao espago iner-
cial. 'E u]ti!izada para medir deslocamentos de terra durante terremotos (abalos
sismicos).
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Vamos definir

x, = deslocamento da carcaga relativo ao espago inercial
1y = deslocamento da massa m relativa ao espago inercial
¥ = xo — &, = deslocamento da massa m relativamente & carcaga

o] éT ;

2

""" i i

Fig. 4.21 Diagrama esquematico de um sismografo.

(Note que. desde que hi a produgao de uma deflexao estacionaria na mola devido 2
gravidade, medimos o deslocamento 1, da massa m em relagdo & posicio de
equilibrio estiatico.) A equacao para este sistema ¢ dada por

my, = ik, — %) = kix, —x) =10

Substituindo x, = v - x, nesta dllima equacio. obtemos uma eguacio diferencial em
v. (Note que v ¢ um sinal gue podemos realmente medir.)

mp + [y — ky = —m%, (430

Tomiando a transformada de Laplace da Eq. (4.31). supondo condi¢oes iniciais
nulas. obtemos

[ms* + fs — K1Y (5) = —ms*X (s)

Considerando 1, como entruda e v como saidu. a fungio de ransferénciu ¢

Yis) -ms*
X(5) ms—fs—k
§° — =85
m ni

Para entradas em baixa poténcia. 4 massa m segue a Carcaga para Cima e para
baixo. e a deflexao da mola é muito pequena. Se a entrada x; consislir em sinais
cujas freqliéncias sdo muito menores do gue \/k /m . entédo a fungio de transferéncia
pode ser aproximada por
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i : ]
F&Yf( jm') =T (4.32)

[Note que na Eq. (4.32). 5 foi substituido por jw. Esta funcao de transferéncia é
denominada fungdo de transferéncia senoidal. Para detalhes., referir-se ao Cap. 9]
Como um exemplo, se v(r) é verificado ser senoidal da forma A sen w!, onde
o << VKim. entdo do registro de v{1) o sinal de entrada xt) pode ser determi-
nado como (A/w?ik/m) sen wr.

Desde que em sismografos « freqiiéncia natural nao amortecida \ X7 ¢ feita
pequena, se a freguéncia de entrada € muito maior do que \Alm, a massa m
permanecera quase fixa no espago inercial e um movimento da carcaga indicara o
movimento relativo entre a carcaca e a massa. Se o sinal de entrada x, possuir uma
freqliéncia muito alta. entdo a funcio de transferéncia pode ser aproximada por

Yjek- -,
X (Jw)

Isto implica que se v(r) é venficado serA senw?, ondew >> VETm. entio a entrada
x((r) pode ser determinada como —A sen wt.

Servomotores. Os servomotores aqui considerados serio servomotores
bifasicos, motores cc controlados por armadurs. e motores cc controlados pelo
campo. Consideraremos inicialmente o efeito de carga na dinamica do Servomotor.

Efeito de carga na dinamica de servomotores. A mais Importante das caracteris-
ticas do servomotor € a maxima aceleracao obtenivel, Para um dado torque dispo-
nivel o momento de inércia do rotor deve ser um minimo. Desde que o servomotor
opera sob condigoes continuamente varidveis. ocorrem aceleragao e freamento de
instante a instante. O servomotor deve ser apto a absorver energia mecinica bem
como gera-la. O desempenho do servomotor. quando utilizado como um freio. deve
ser satisfatorio.

Sejaty € /. réspectivamente, o momento de inércia e a fricgio do rotor, e seja
J, ef,. respectivamente, 0 momento de inérciae a friccao da carga no eixo de saida.
Suponha que o momento de inérciae a fricgao do conjunto de engrenagens ou sejam
despreziveis ou estejam incluidos em J, e f,. respectivamente. Entdo. ¢ momento
de inérciaJ,, referido ao eixo do motor € a fricgiao equivalente f,, referida ao eixo do
motor podem ser escritos como (para detalhes vide Problema A4

Jo=Jo+n00, (n
Jo=fatnl, (n

o)

=< 1)

onde n € a relag@o de engrenagens entre o eixo do motor e 4 carga. Se arelagao de
engrenagem n € pequena e J,, >> n%/,, entio o momento de inércia da carga
referido ao eixo do motor € desprezivel em relagiio ao momento de inércia do motor.
Um argumento similar aplica-se & fricgao da carga. Em geral, quando a relacio de
engrenagem n € pequena, a fungio de transferéncia do servomotor elétrico pode ser
obtida sem levar-se em consideragio 0 momento de inércia e & fricgdo da carga. Se
nem J,, nem n%/, sio despreziveis, comparados com o outro, entretanto. enlio o

momento de inercia equivalente J,, deve ser utilizado no caleulo da fungéo de
transferéncia do conjunto motor-carga.
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Servomotores bifasicos, Um servomotor bifasico. comumente usado em ser-
vomecanismos de instrumentagio. ¢ analogo @ um motor de inducio bifasico
convencional exceto por suas consideragoes especiais de projeto. Ele utiliza um
rotor em gaiola. Este rotor possui uma pequena relagao entre didmetro-altura a fim
de minimizar 0 momento de inércia e obter uma boa caractenstca de aceleracdo, O
servomotor bifasico ¢ muito forte e confidvel,

Em muitas aplicagoes praticas. a faixa de poténcia na qual sio usados servo-
motores bifasicos esta entre uma fracéo de um wan e uma centens de watts.

Um diagrama esquemidtico de um servomotor bifdsico € indicado na Fig
4.22ta). Neste diagrama. uma fase (campo fixo) do motor € excitada continuamente
através de uma tensao de referéncia. cuja frequencia normalmente ¢ 60. 400 oy
1.000 Hz: ¢ & outra fase (campo de ¢ ontrole) ¢ excitada com uma tensio de controle
(um sinal com portadora suprimida) Que esta 90 defasada no tempo em relacdo i
tensao de referéncia. (A tensao de controle é de amplitude e polandade variaveis. )

Note gue a tensdo da fase de controle é feity ¥© defasada em relagao 4 tensao
di fase fixa. Os enrolamentos do estator para z- fases fixa e de controle estin
posicionados X deslocados no espago. Estas consideragdes sao baseadas no fato
de que o torque é produzido mais eficientemente em um eixo guando os eixos do
enrolamento de fase estio em quadratura no €spaco e as tensoes nas duas fases
eslao em quadratura no tempo.

Os dois enrolamentos do estatar sio normalmente excitados por uma fonte de
alimentacao bifasica. Se nao for disponivel umz fonte de alimentacio bifasica.
entrelanto. entdo o enrolamento de fase fixa pode ser ligado a umu fonte de poténcia
monofasica atraves de um capacitor., gue fornecers a defasagem de 90°. O amplifi-
cador no qual o enrolamento de fase de controle e ligado e alimentado pela mesma
fonte de alimentagio monofasica.

No servomotor bifasico. a polaridade da tensao de controle determina o
sentido de rotaglio. A tensio de controle instantanex e.ir) € da forma

e(t) = E(f)sencar pard Efr) = 0
= | E(r)|sen(wr - m) para E(t) <0

Isto significa que uma variagio no sinal de .11 deslocu 4 fase por = radianos
Consequentemente. a mudangs do sinal du tensao de controle E.(r) inverte o
sentidode rotagio do motor. Desde que atensaode referéncia € constante. o lorque
T ¢ a velocidade ungular # tambeém sao funcbes di tensiao de controle (7). Se s
variagoes em £ (1) sao lentas comparadas com & frequénciu da fonte c.a.. o torgue
desenvolvido pelo motor ¢ proporcional a E.r). A Fig. 4.22(b) mostru as curvas
edi)versust. EAr) versus t e o torque Tt7) versus 1 A velocidade angular em regime
permanente ¢ proporcional @ tensao de controle £.i1).

Uma familia de curvas torque-velocidade. quando a tensdo nominal € aplicads
ao enrolamento de fase fixa e varias tensoes sio aplicadas ao enrolamentode fase de
controle. fornece as caracteristicas em regime estacionario do servomotor bifdsico.
A fungio de transferéncia de um servomotor bifasico pode ser obtida destas curvas
torque-velocidade se elas forem retas paralelas ¢ eqgiidistantes. Geralmente. as
curvas lorque-velocidade sao paralelas para uma faixa de velocidades relativa-
mente ampla, porém podem ndo ser equidistantes: isto é. para uma dada veloci-
dade. o torque pode nao variar linearmente em relagdo & tensdo de controle. Em
uma regido de baixa velocidade. entretanto, as curvas lorque-velocidade sio nor-
malmente retas e eqiiidistantes em uma regiao com pequenas tensoes de controle.
Considerando que o servomotor raramente opera em altas velocidades, as partes
lineares das curvas torque-velocidade podem ser estendidas para a regiio de alty
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Fig. 4.22 (a) Diagrams esquematico de um servomotor bifasico: (b) curvas mostrando ¢ 1)

versus t, EAr) versus t e T(r) versus t: (¢) curvas torque-velocidade; id) diagrama dz blocos de
um servomotor bifasico.

velov_:ldade. Se se admite a hipotese de que as curvas sio equidistantes para todas as
tensées de controle, entio o servomotor pode ser considerado linear.

A Fig. 4.2_2(::] mostra um conjunto de curvas torque-velocidade para vérios
valores de tensoes de controle. A curva torque-velocidade correspondents a tensiao
de controle nula passa pela origem. Desde que a inclinagdo desta curva normal-
mente € negativa. se a tensdo da fase de controle torna-se igual a zero. o motor
desenvolve aquele torgue necessario para parar a rotagio.

O_St_trvmtor fornece um grande torque na velocidade nula. Este torque é
necessanio para a:glcm;ﬁo rapida. Du Fig. 4.22(c). verificamos que o torgue T
gerado é uma funcdo da velocidade angular ¢ do eixo do motor e da tensio de
controle E.. A equagio para a curva torque-velocidade ¢

T=—K0+ K.E, (4.33)

onde K, e K. sao constantes positivas. A equagio de equilibrio de torque para o
servomotor bifasico é

T=J§+/0 (4.34)
onde J ¢ o momento de inércia do motor € a carga referida ao eixo do motor e f é o
coeficiente de fricgio-viscosa do motor e da carga refenda ao eixo do motor. Das
Eqgs. (4.33) e (4.34) obtemos a seguinle equagio:

Jg i (f+ an = A':E:

Notando que a tenséao de controle £, ¢ a entrada e o deslocamento do eixo do motor
€ a saida. verificamos que a fungdo de transferéncia do sistema ¢ dada por

Ofs) K, A
EG) "I FT(+ Ky sTs<TD (4.35)
onde

K, = K./(f+ K,) = constante de ganho do motor
T.=J/(f+ K,) = constante de tempo do motor

A Fig. 4.22(d) mostra um diagrama de blocos para este sistema. A partir da
fungio de transferéncia deste sistema. podemos ver gue (f ~ K,)s é um termo de
fricgao-viscosa produzido pelo motor e carga, Portanto. K. 0 negativo da inclina-
¢ao da curva torque-velocidade. junto com f define a fricgio-viscosa equivalente do
conjunto motor e carga. Para curvas torque-velocidade mais inclinadas. o amorte-
cimento do motor € maior. Se a inércid do rotor € suficientemente baixa. entio, em
grande parte da faixa de frequéncia temos |T,s| << | & 0 servomotor atua como um
integrador.

A fungio de transferéncia dada pela Eq. (4.35) ¢ baseada na hipotese de que o
servomotor ¢ linear. Na pratica. entretanlo nao € exatamente assim. Para curvas
torque-velocidade nio exatamente paralelas e equidistantes. o valor de K, nio é
constante e. portanto. os valores de K, e T, também nao sao constantes: eles
variam com a tensao de controle.

Motores c.c. controlados por armadura. Um motor ¢.c. ¢ empregado em um
sistema de controle quando € exigida uma quantidade apreciavel de poténcia no
eixo. Os motores ¢.c. sido muito mais eficientes do que os servomotores ¢.a.
bifasicos,

Os motores ¢.c. possuem campos excitados separadamente. Sao ou controla-
dos por armadura com campo fixo ou controlados por campo com corrente de
armadura fixa. Por exemplo. motores c.c. usados em instrumentos empregam um
campo por magnelo-permanente fixo, e o sinal de controle € aplicado aos terminais
da armadura.

As caracteristicas de desempenho do motor c.c. controlado por armadury
assemelham-se as caracteristicas idealizadas do servomotor c.a. bifasico.
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:'?. 4.23 (a) Diagrama esquemalico de um motor c_c. controlado porarmadura: (b} diagrama
blocos.

) Cunsiderc 0 motor ¢.c. controlado por armadura indicado na Fig. 4.23(a).
‘Neste sistema.

R, = resisténcia do enrolamento da armadura. ohms
L, = indutincia do enrolamento da armadurs. henrys
Ip = corrente do enrolamento da armadura. amperes
iy = corrente de campo. amperes
€, = lensao aplicada na armadura. volis
e, = forga contra eletromotriz. volts
6 = deslocamento angular do eixo do motor, radianos
3" = torque fornecido pelo motor. N + m

momento de inércia equivalente do motor ¢ da carga refenida ao eixo do
motor, kg-m?

f= coeficiente de friccio-viscosa equivalente do motor e da carga referida
a0 e1xe do molor, kg-m/rad/s

O torque T fornecido pelo motor é proporcional a0 produto da corrente de

armadurai, e o fluxo no entreferro de arw. que por sua vez ¢ proporcional & corrente
de campo ou

v =K,
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ande K, € uma constante. O torque T pode. portanto, ser escrito
T=K Ky,

onde K, € a constante.

No motor c.c. controlado por armadura, a corrente de campo ¢ mantida
constante. Para uma corrente de campo constante, resulta um fluxo constante. e o
torque torna-se diretamente proporcional 4 corrente de armadura, de modo que

T=Ki,

onde K ¢ a constante de torque do motor Quando a armadura esta girando, ¢
induzida na armadura uma tenséo proporcional ac produto do fluxo e da velocidade
angular. Paraum fluxo constante. a tensao induzidae, € diretamente proporcional &
velocidade angular d6/d:. Portanto.

l’. = X‘E (4.36]

onde K, ¢ a constante de for¢a-contra-eletromotriz.

A velocidade de um motor c.c. controlado por armadura é controlada pela
tensdo de armadura ¢,,. A tensdo de armadura e, é suprida por um amplificador (ou
por um gerador. que € suprido por um amplificador). A equagio diferencial para o
circuito de armadura €

di, 3
l‘- al‘! =2 R.l’. T = {‘4.3?]
A corrente de armadura produz o torque que é aplicado & inéreia ¢ a fricgao:

portanto,

d*8 !
el RN oL AP 438
4 ar s di * ( )
Supondo que todas as condicdes iniciais sio nulas e considerando as transformadas

de Laplace das Egs. (4.36), (4.37) e (4.38). obtemos as seguinies equagoes:

Ks0(s) = E(s) (4.39)
(Ls + R)1(5) — Efs) = E[(s) (4.40)
(Js* + f5)O(s) = T(s) = KL(s) (4.41)

Considerando E,(s) como a entrada e 8(s) como a saida podemos construir os
diagramas de blocos das Eqs. (4.39). (4.40) e (4.41), como indicado na Fig. 4.23(b).
O efeito da forga-contra-eletromotriz ¢ visto como sendo o sinal de realimentagdo
proporcional a velocidade do motor, Esta forga-contra-eletromotriz aumenta o
amortecimento efetivo do sistema. A fungdo de transferéncia deste sistema ¢ dada
por

Ofs) K
E(s) SILJs* — (L.f+ RJDs — R.f+ KK,)

(4.42)
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A indutancia L, no circuito de armadura normalmente é pequens e pode ser
desprezada. Se L, for desprezada. entdo a fungao de transferéncia dada pela Eq.
(4.42) reduz-se 4

O(s) K,
Efs) s(Ts—1)

onde

(4.43)

K. = K[(R,f — KK,) = constante de ganho do motor
» = RJIR, [+ KK,) = constante de tempo do motor

A partir das Egs. (4.42) e (4.43). pode ser visto que as fungdes de transferéncia
envolvem o termo Iis. Portanto. este sistema possui uma propriedade de integra-
¢ao. Na Eq. (4.43). note que a constante de tempo do motor ¢ menor parz um K,
menor e/ menor. Com J pequeno. conforme & resistencia R, é reduzida. & cons-

tante de tempo do motor se aproxima de zero, ¢ 0 molor alua como um integrador
ideal.

Exemplo 4.1 Servomecanismo de posigao. Oblenha afuncao de transferéncia em malha-fe-
chada para o servomecanismo e posigao mostrado na Fig. 4.24. Suponha gue aentrada e &
sdida do sistema sejam a posigao do eixo de entrada e a posico do eixo de saida. respectiva-
mente. Suponhi os seguintes valores numeéricos para as constantes do sistema:

p—

-5
€ | Amp 3
X

|
1
1
i
I
)
|
I
I
i
t

[

Fig. 4.24 Servomecanismo de posicio

r = deslocamento angular do eixo de entrada de referéncia. radianos
¢ = deslocamento angular do eixo de saida. radianos
i = deslocamento angular do eixo do motor. radianos

K. = panho do detector de erro potenciométnico = 24/x voltsirad

K, = ganho do amplificador = 10 volts/volt

¢, = lensao aplicada na armadura, volts
¢y = forgu-contra-eletromotriz. volts
R, = resisténcia do enrolamento da armadura = 0.2 ohms
L, = indutincia do enrolamento da armadura = desprezivel
Iq = corrente do enrolamento da armadura. ampéres
» = forcu-contra-eletromotriz = 5,5 x 1072 volts-s/rad
K = constante de torque do motor = 6 x 107 |b-ft/amp
J.. = momento de inércia do motor = | » 10~° |b-fi-s
fw = coeficiente de fricgio viscosa do motor = desprezivel
J; = momento de inércia da carga = 4.4 x 10~7 |b-fi-s*
J. = coeficiente de fricgao viscosa da carga = 4 x 1072 lb-ft/rad/s
n = relagio de engrenagem NN, = 1/10

112

As equagdes que descrevem & dindmica do sistema sio as seguintes;
Para o detector de erro potenciometnoo:

E(s) = Ky[R(s) — Cls)] = 7,64[R(s) — Cs)] (4.44)
Para o amplificador:
E(S) = K,E(s) = W0E(s) (4.45)

Para o maotor c.c. controlado por armadura: O momento de mércia equivalente J ¢ africgio
viscosa equivalente f referidos ao eixo do motor sio, respectivamente,

J=J,+nml ;
=1x10%+44>>10°=54 > 10—*
f=fs+nY;
=4 1074

Lulizando a Eq. (4.43). oblemos

ey . XK

El)  sAT.s+1)
onde

N 6 » 10-3 B
K= RFFEK, = 020 % 109 — (6 x 10955, % 1075 — H72
T (0,2¥5.4 » 10-%) - 03
" RFTKEK, (02)4 x 107 — (6 x 10555« 10%) '

Portanto,

O@s) _10Cs) _ 072

Efs)  Eds) — 0135+ 1) (4.46)

Usando as Egs. 14.44), (4.45) e (4.46). podemos desenhar o diagrama de blocos do sistema
conforme indicado na Fig. 4.25(a). Simplificando este diagrama de blocos. obtemos o indicado
na Fig. 4.25(b) A fungdo de transferencia em malha-fechada para este sisiema ¢

Cls) _ 423
Rs) = F=71s + 423

Motor c.c. controlado por campo. A Fig. 4.26(a) apresenta um diagrama es-
guematico de um motor ¢.¢. controlado por campo. Vamos definir

R, = resisténcia do enrolamento de campo. ohms
L, = indutincia do enrolamento de campo. henrys
iy = corrente do enrolamento de campo. amperes
€; = tensao aplicada de campo. volts
R, = soma da resisténcia de armadura e da resisiéncia inserida, ohms
iy = corrente de armadura, ampéres
# = deslocamento angular do eixo do motor, radianos
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T = torque desenvolvido pelo motor, N-m ] I

J = momento de inercia equivalente do motor e da carga referida no eixo do
motor, kg-m? 4

f = coeficiente de fricgao-viscosa eguivalente do motor e da carga referida
ac eixo do motor. kg-m/rad/s

Als) Els) E,ls) ¥z | Blsl__ 7 C‘lsl_
784 o sm‘j!s - ﬂ 75
(o)
Ris! 55 Clsi
s{0 35 +1) =
1{}]

Fig. 4.25 (a) Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 4.24: (bj diagrama de blocos
simplificado.

Els) [ Iis) (A Bisi
'_'I_ L,s+R, shis+f)

Fig. 4.26 (a) Diagrama esquematico de um motor c.c. controlado por campo; (b) diagrama de
blocos.
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Neste sistema. a tensdo de campo e, é a entrada de controle. E a saida de um
amplificador. A corrente de armadurai, é mantida constante; esta situagio pode ser
aungida aplicando-se uma fonte de tensao constante i armadura e uma resisténcia
muito grande em serie com a armadura. Se a tensio elétrica nesta resisténcia for
muito maor do que a forga-contra-eletromotriz maxima induzida pela rotagdo dos
enrolamentos da armadura no campo magnético. o efeito da forga-cont ra-¢letromo-
triz e desprezivel. Deste modo a corrente de armadura iy pode ser mantida aproxi-
madamente constante. O rendimento do motor neste tipo de operagio & necessa-
riamente baixo. porém um motor ¢.c. controlado pelo campo pode ser utilizado
para um sistema de controle de velocidade. Note que € mais dificil manter
corrente de armadura constante do que uma corrente de campo constante. devido &
forga-contra-eletromotriz no circuito de armadura

O torgue T desenvolvido pelo motor é proporcional ao produte do fiuxo no
entreferro de ar i e a corrente de armadura i, de modo que

T = Kwi, (4.47)
onde K, ¢ uma constante. Desde que o fluxo no entreferro de ar ¢ e a corrente de

campo i; sa0 proporcionais, dentro da faixa de operagao usual do motor. e j, é
Suposta constanie, a Eq. (4.47) pode ser escrita como

T= K:ff
onde K, € uma constante. As equagoes para esle sislema sao
L, %;' + R/, =e, (4.48)
d6 df 2
Ja,—r+fEEHT=Kzlf (4‘49)

Calculando as transformadas de Laplace nas Eqs. (4.48) e (4.49), supondo que a
condigio inicial € nula. obtemos as seguintes equagoes:

(Lys + R)I(s) = Efs) (4.50)
(Js* + f5)0(s) = K,1,(s) (4.51)

Considerando E AS)como & entrada e ®(s) como a saida. podemos construir um
diagrama de blocos das Eqs. (4.50) e (4.51), como indicado na Fig. 4.26(b). Deste
diagrama de blocos. a funcio de transferéncia deste sistema ¢ obtida como sendo

9(") = Kl — K. 4 Ll

EG) ALs—RIB) - STs =T T (4.32)

onde

Ku = KJJ(R,f) = constante de ganho do motor
T; = LR, = constante de tempo do circuito de campo
Tw = Jif = conslante de tempo do elemento inércia-friccao

Desde que a indutincia de campo L, niio é desprezivel, a fungio de transferénciade
um molor c.c. controlado por campo é de terceira ordem.

115



Comparacio entre os desempenhos do motor c.c. controlado por armadura e do
molor c.c. contrelado por campo. Uma vantagem do controle de campo em um
motor ¢.¢. € que o amplificador necessario pode ser simplificado devido & pequena
poléncia exigida no controle de campo. A exigéncia de uma fonte de corrente
constante €. entretanto, uma séria desvantagem de operagoes controladas por
campo. Propiciar uma fonte de corrente constante é muito mais dificil do que uma
fonte de tensdo constante. A operagao controlada por campo possui algumas
poucas desvantagens a mais em relagio & operagio controlada por armadura do
motor ¢.c. No motor ¢.c. controlado por armadura, a forga-contra-eletromotriz
alua como um amortecimento; no motor ¢.c. controlado por campo. entretanto,
esle nao € o caso, ¢ 0 amortecimento necessario deve ser fornecido pelo motor ¢
pela carga. Devido ao baixo rendimento das operagoes controladas por campo. o
calor gerado na armadura pode constituir-se ¢m um problema.

As constantes de tempo do motor c.c. controlado por campo geralmente sdo
maiores do que as constantes de tempo de um motor comparavel controlado por
armadura. Na comparagdo das constantes de tempo entre operacées controladas
por campo e operagdes controladas por armadura, entretanto. devemos considerar
& constante de tempo do amplificador de poténcia quando considerarmos o estudo
das operagdes controladas por armadura.

SISTEMAS DE NIVEL DE Liguipo

Leis de fluxo de fluidos. Na andlise de sistemas envalvendo fluxos de fluidos.
verificamos ser necessario distinguir os regimes de fluxo em fluxo laminar e fluxo
turbulento, de acordo com o valor do numero de Revnolds. Se o nimero de
Reynolds for maior do gue aproximadamente 3.000 — 4.000. entdo o fluxo &
turbulento. O fluxo é laminar se o nimero de Reynolds for menor do que aproxima-
damente 2.000. No caso laminar. o fluxo do fluido ocorre em linhas de fluxo sem
turbuléncia. Sistemas envolvendo fluxo turbulento. na maioria das vezes. 1ém de
ser representados por equacoes diferenciais niao lineares. engquanto sistemas envol-
vendo fluxo laminar podem ser representados por equagdes diferenciais lineares.
(Processos industriais quase sempre envolvem fluxo de liquidos atravésde tanques
e whbulagoes. O fluxo nestes processos geralmente ¢ turbulento e nao laminar.)

Resisténcia ¢ capacitincia de sistemas de nivel de liquido. E conveniente intro-
duzir o conceito de resisténcia e capacitancia para descrever caracteristicas di-
namicas de sistemas de nivel de liquido.

Considere o fluxo atraves de um pequeno cano interligando dos tanques. A
resisténcia ao fluxo de liquido nestu restrigio ¢ definida como a variagao na di-
ferenga de nivel (a diferenca entre os niveis de liquido nos dois tanques) necessa-
ria para causar uma variagio unitaria na taxa de fluxo: iSto 6.

R = vanagdo na diferenga de nivel, m
vanagao na taxa de fluxo, m/s

Desde que a relagio entre a taxa de fluxo e & diferenga de nivel difere do fluxo

laminar para o fluxe turbulento. consideraremos ambos 0s casos no que se segue.
Considere o sistema de nivel de liquido indicado na Fig. 4.27(4). Neste sistema

o higuido flui através da valvula de cargano lado do tangue. Se o fluxo através desta
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Fig. 4.27 (a) Sistema de nivel de liquido; (b) curva da altura de nivel versus taxa de fluxo.
restrigéo for laminar, a relagéo entre & taxa de fluxo em estado estacionanio ¢ a
altura de liquido no tangue, em estado estacionério no nivel de restricdo. é dada por
Q=KH
onde
@ = taxa de fluxo de liquido em estado estacionano, m®fs
K = coeficiente, m*/s i
H = altura do nivel de liquido em estado estacionario, m
Note que a lei que governa o fluxo laminar ¢ andloga 4 lei de Coulomb*, que
estabelece que a corrente € diretamente proporcional a diferenga de potencial.

Para fluxo laminar, a resisténcia R, ¢ obuda por

R _dH _H
=20 =0

*N. de T. Na realidade, o autor deve estar referindo-se & lei de Ohm.
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A resisténcia em fluxo laminar ¢ constante ¢ andloga a resisténcia elétrica.
Se o fluxo através da restricio for turbulento, a taxa de fluxo em estado
estacionano é dada por

Q=KJH (4.53)
onde
Q = taxa de fluxo de liguido em estado estacionario, m¥s
K = coeficiente, m*3/s ‘
H = alura do nivel de liguido em estado estacionario. m
A resisténcia R, para fluxo turbulento é obtida de
B S

() valor da resisténcia em fluxo turbulento depende da taxa de fluxo e da alwura do
mivel.

Pelo uso da resisténcia em fluxo wrbulento, podemos linearizar a relagao nao
linear entre Q ¢ H, conforme indicado na Eq. (4.53). Esta linearizagao € valida,
desde que as variagoes na altura do nivel e a taxa de fluxo, em relagdo aos seus
respectivos valores em estado estacionario. sejam pequenas. A relagéo linearizada
¢ dada por

2H
Q =

R,

O valor de R, pode ser considerado constante se forem pequenas as variagdes na
altura de nivel e na taxa de fluxo.

Em muitos casos priticos. o valor do coeficiente K na Eq. (4.53), que depende
tanto do coeficiente de fluxo como da area da restngdo, ndo € conhecido. A
resisténcia pode ser entdo determinada construindo-se o grafico da curva altura de
nivel versus taxa de fluxo. baseado em dados experimentais, e calculando-se
posteriormente a inclinagao da curva na condigao de operacao. Um exemplo de um
grafico deste tipo € indicado na Fig. 4.27(b}. e o ponto de operagio em regime
estacionario e a resisténcia R, sdo indicados na figura. (A resisténciaR, é aderivada
da curva no ponto de operagao.) A aproximagao linear é baseada no fato de que a
curva real nio difere muito da reta tangente se a condigao de operagao nao vanar
demasiadamente.

A capacitancia C de um tangue € definida como sendo a variagao na quantidade
de liquido armazenado necessana para causar uma variagio unitana no potencial
(altura do nivel de iquido). (O potencial ¢ a grandeza gue indica o nivel de energia
do sistema.)

C-= variagéo no liquido armazenado. m*
variacdo na altura do nivel. m

Deve ser notado que a capacidade (m?) e a capacitincia (m?) sio diferentes. A
capacitancia dotanque € igual & sua area da segao transversal. Se esta for constante,
a capacitdncia € constante para qualquer altura do nivel de liquido.

Sistemas de nivel de liquido. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.27(a). As
variaveis sao definidas como segue:
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Q = taxa de fluxo em regime estaciondrio (antes de qualquer variagio haver
ocorndo), m*/min

G = pegueno desvio da taxa de fluxo de entrada em relagdo a seu valor em re-
gime estacionano. m*/min

o = pequeno desvio da taxa de fluxo de saida em relagao a seu valor de regime
estacionario. m*/min

= altura do nivel em regime estaciondrio (antes de qualquer variagao haver
ocorrido), m

h = pegqueno desvio na altura do nivel em relagdo a seu valor em regime es-
tacionario. m

Comoestabelecido anteriormente. um sistema pode ser considerado linear se o
fluxo for laminar. Mesmo que o fluxo seja turbulento. o sistema pode ser lineari-
zado se as variagoes nas variaveis sio mantidas pequenas. Baseado na hipotese de
que O sistema ou € linear ou € linearizado, a equacao diferencial deste sistema pode
ser obtida como segue: desde que o fluxo de entrada menos o fluxo de saida durante
0 pegqueno intervalo de tempo dr ¢ igual @ quantidade armazenada adicional no

lanque, vemos que
Cdh = (g, —qo)dr
Considerando a definigio de resisténcia, a relagio entre g, ¢ h € dada por

h
?u=§

A equagio diferencial para esle sistema para um valor constante de R € a seguinte:
dh
< k=R 3
RC ar h = Rq, (4.54)

Note que RC € a constante de tempo do sistema, Considerando as transformadas de
Laplace de ambos os lados da Eq. (4.54), supondo uma condigio inicial nula.
obtemos

(RCs — 1)H(5) = RQ(5)
onde

H(s) = #h] ¢ Q(s) = #q]

Se g; € considerada a entrada e h a saida. a fun¢do de transferéncia do sistema é

HG) _ R
Q(s)  RCs—+ 1

Se, entretanto, g, ¢ considerada & saida. com a entrada sendo a mesma, entio a
fungdo de transferéncia é

o _ 1
O4s) RCs+1

onde usamos a relacao
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Quls) = — H(s)

Sistemas de nivel de liguido com interacio. Considere o sistema mostrado na
Fig. 4.28. Neste sistema. os dois tanques interagem. Portanto a fungio de transfe-
réncia do sistema nio ¢ o produto de duas fungdes de transferéncia de primeira
ordem.

No gue segue. vamos SUPOF apenas pequenas variagoes das varidveis em
relagio aos valores de regime estacionario. Usando o simbolos definidos na Fig,
4.28, podemos obter as seguintes equagdes para este sistema:

hR:Ifﬁ —_— (4.55)
C%i_gy, (4.56)
- 7
R; =3 (4.5 )
C:%i_g g (4.58)

Se G € considerada  entrada € a saida, a fun¢ao de transferéncia do sistema é

2:() _ 1
Q:(s) ‘RICIRJCTfa -+ (RICI -+ RZC] - R"Cl}: -] ‘4.59}

E instrutivo obter & €quagao (4.59). a fungao de transferéncia do sistema

interativo, por redugio do diagrama de blocos. A partir das Eqs. (4.55) até (4.58),
obtemos elemenms_ do diagrama <_ie blocos, conforme rrgostradg na Fig. 4.29g),

s: Lil:l‘[ :: ﬁ::d:m regime estaciondrio
v ido do tanque 1 em me estacionario
Hy. Nivel de liquido do tanque 2 em rr:grnu estaciondrio

Fig. 4.28 Sistema de nivel de liguido com interagio.
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Fig. 4.29 (a) Elementos do diagramade blocos do sistema indicado na Fig. 4.28; (b) diagrama
de blocos do sistema: (cHe) redugic sucessiva do diagrama de blocos.
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blocos fornecidos na Tabela 4.3, este diagrama de blocos pode ser simplificado
conforme indicado na Fig. 4.29(c). Simplificagoes adicionais resultam nas Figs.
4.29(d) e (e). A Fig. 4.29(e) € equivalente a Eq. (4.59).

SISTEMAS DE PRESSAO

Resisténcia ¢ capacitincia de sistemas de pressio. Muitos processos industriais
e controladores pneumdticos envolvem o fluxo de um gas ou ar atraves de tubula-
¢bes e recipientes com pressio.

Considere o sistema de pressao mostrado na Fig. 4.30a). O fluxo de gas
atraves da restrigao € uma fun¢ao da diferenga de pressaop, — po. Um sistema de

Resisténcia
R
1 —— P+p,
g ¢ ‘
P+p, : !
i
Capacitdncia
c
(-1}
ar i
“inclinagio = R
TR, S
dlaP
N TLal 8
1d'q
]
o T
)}

Fig. 4.30 (a) Diagrama esquematico de um sistema de pressao; (b) curva da diferenga de
pressio versus fluxo.

pressdao deste tipo pode ser caracterizado em lermos de uma resisiéncia e uma
capacitancia.

A resisténcia R do fluxo de gas pode ser definida como segue:

_ Vanagio da diferenca de pressio de gas. N/m*

R
variagao na taxa de fluxo de gas, kg/s

122

ou

d(AP
R~ T_) (4.60)

q

onde d (AP) € uma pequena variagio nu diferenca de pressio do gas ¢ dg uma
pequena variagio no fluxo de gas. Caiculos do valor da resisténcia R do fluxo de gas
podem ser bastante demorados. Experimentalmente, entretanto, pode ser facil-
mente determinado através de um grifico relacionando a diferenca de pressao com
0 fluxo e calculando a inclinagio da curva em uma dada condigcao de operagio,
conforme mostrado na Fig. 4.30b). .

A capacitancia do recipiente sob pressiao pode ser definida por

P vanacio no gas armazenado. kg
varagao na pressao do gas. Nim?

ou
dm _ ..d
c=2 =" Zf" (4.61)
onde
C = capacitancia

m = massa de gas no recipiente. kg
p = pressao do gas, N/m*

¥V = volume do recipiente. m*

p = densidade. kg/m*

A capacitincia do sistema de pressdo depende do tipo de processa de expansao
envolwvido. A capacitancia pode ser calculada pelo uso da lei dos gasesideais. (Vide

Probic_ma.s A.4.15at¢ A 4.17.) Se o processo de expansdo do gas for politropicoe a
vanagdo do estado do gas for entre isotérmica e adiabatica. entio

p-(g-)‘ = f; = conslante (4.62)

onde
n = expoente politrépico

Para gases ideais.

t=RT ou -
r =T
onde
P = pressao absoluta, N/m?
0 = o volume ocupado por 1 mol de um gds, m*/N-mol
R = constante universal dos gases. N-m/kg-mol °K
T = 1emperatura absoluta, °K
v = volume especifico do gis, m¥/kg
M = massa molecular do gis por mol, kg/kg-mol
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=.-£-='—-— =
o=k = T =Rl (4.63)

onde
R, = constante de gas. N-m/kg oK

0 expoente politropico n € unitarnio para expansio isotérmica. Para expansao
adiabatica, n ¢ igual & relagao entre os calores especificos c,lce, onde ¢, € o calor
especifico a pressdo constante € ¢, ¢ o calor especifico a volume constanic. Em
muitos casos praticos o valor de n € aproximadamenle constante, ¢ portanto a
capacitancia pode ser considerada constante. O valor de dpl/dp € obtido das Egs.
(4.62) e (4.63) como

%’E 500
p R
A capacitanciz € entao obtida como

V

C=
ﬂRmT

(4.64)

A capacitancia de um dado recipienie ¢ constante s¢ a temperatura permanecer
constante. (Em muitos casos praticos. o expoenlte politrépicon ¢ aproximadamente
1,0 ~ 1.2 para gases em recipientes metalicos nao isolados.)

Sistemas de pressao. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.30(a). Se supu-
SErmos apenas pequenos desvios nas variaveis. em relagao a seus valores de regime
estacionario. entao este sistema pode ser considerado linear.

Vamos definir

P = pressao do gas no recipiente em regime estacionano (antes de haverem

ocorrido variagdes na pressaol. N/m?

P, = pequena variagao na pressao do gds de entrada, N/m*

po = pequena variagao na presséo do gas no recipiente, N/m*
’ = volume do recipiente. m*

m = massa do gas no recipiente. kg

g = taxa de fluxo do gas. kg/s

p = densidade do gas. kg/s®

Para pequenos valores de p; € po. & resisténcia R dada pela Eq. (4.60) torna-se
constante ¢ pode ser escrila como

R = [_’1 — P
g
A capacitincia C é dada pela Eq. (4.61), reescrita
_im_ &
C= i Vdp

e

Desde que a vaniagao de pressao dp, vezes a capacitancia C ¢ igual ao gas adicio-
nado no recipiente durante dr segundos, obtemos

Cdp, = qdi
ou
dpy _ P —Pv
L TR

que pode ser escrita como
dj
RC—Q%F = o =P

Se p, €7, 5a0 consideradas a entrada ¢ a saida. respeclivamente. entao @ fungao de
transferéncia do sistema €

Py(s) 1
P(s)  RCs—1

onde RC possui a dimensao de tempo e € a constanle de tempo do sistema.

SisTEMAS TERMICOS

Resisténcia e capacitancia de sistemas térmicos. Sistemas érmicos sio agueles
em que ha transferencia de calor de uma substancia para outra. Os sistemas
termicos podem ser analisados em Lermos de resisténcia ¢ capacitancia. embora a
capacitancia térmicz e a resisténcia 1érmica nao possam ser representadas precisa-
mente por paramelros concentrados desde que normalmente sao distribuidas atra-
vés du substancia. Para uma analise precisa deveriam ser usados modelos com
parametros distribuidos.] Aqui. enfretanto. a fim de simplificar a andlise vamos
SUPOT qUE UM SISEMa LErmico possa ser representado por um modelode parametros
concentrados. no qual @s substancias que sio caracterizadas por resisténcia o
fluxo de calor possuam capacitancia ao calor desprezivel ¢ as substancias que sao
caractenizadas por capacitincia lermica (80 calor) possuam resisténcia térmica
desprezivel.

Ha trés diferentes modos pelos quais 0 calor pode fluir de uma substancia para
a outra: conducio. convecgao e radiagao.

Para transferéncia de calor por condugio ou convecgao.

g= K A8
onde

g = taxa de fluxo de calor. cal/s
A8 = diferenga de temperatura, °C
K = coeficiente, cal/s °C

O coeficiente K € dada por
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K=" para conducao

= HA para convecgao

onde

k = condutividade 1érmica. cal/m s °C
A = area normal ao fluxo de calor, m*
AX = espessura do condutor. m
H = coeficiente de convecgdo, cal/m® s °C

Para transferéncia de calor por radiagdo. o fluxo de calor é dado por
q= K0 — 8
onde

¢ = laxa de fluxo de calor. cal/s
K, = coeficiente que depende da emissividade, dimensdo ¢ configuragao da
superficie que emana o calor e da superficie que o recebe
#, = temperatura absoluta do emissor, °K
6. = temperatura absoluta do receptor. °K

Desde que & constante K, ¢ um numero muito pequeno. a transferénciade calor por
radiagao somente € apreciave! se a temperatura do emissor for muito alta.

A resisténcia térmica R para a transferéncia de calor entre duas substancias
pode ser definida como segue:

B variacio na diferenca de temperatura, °C
vanagdo na taxa de fluxo de calor. calfs

A resisténcia térmica para transferéncia de calor por condugio ou convecgio €
dada por

R 4a8) 1

TR ¢
Desde que a condp tividade termica e o coeficiente de convecgiio sao praticamente
constantes, a resisténcia térmica tanto para condugao como para convecgio é
constante. A resisténciatérmica para transferéncia de calor por radiagdo é dada por

R—4d48) 1
dg 4K, 6°
onde

# = diferenga de temperatura efetiva do emissor e receptor

A resisténcia de radiagao nao € constante; ela varia. Pode ser considerada cons-
lante apenas para um pequeno intervalo de condigoes de operagio.
A capacitancia térmica C ¢ definida por
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vanagao no calor armazenado. cal
variagdo na temperatura. °C

c=

C= We
onde

W = massa da substancia considerada. kg
¢, = calor especifico da substancia. cal/*C-kg

Sistemas térmicos. Considere o sistema mostrado na Fig. 4.31. E supostoque o
tanque € isolado para eliminar perda de calor para o ar na vizinhanca. Tambem ¢
suposto que nao ha armazenamento de calor na 1solagio e que o liguido no tanque €
perfeitamente misturado de modo a estar em uma temperatura uniforme. Conse-
giientemente uma temperatura Unica € usada para descrever a temperatura do
liguido no tanque e do liquido saindo do tanque.

'

Vamos definir

e. = lemperatura em regime estacionanio do hgudo entrando. °C
6, = temperatura em regime estacionano do hquido saindo. °C
G = taxa de fluxo do liguido em regime estacionario, kg/s

M = massa do liquido no tanque, kg

« = calor especifica do liquido. cal/kg *C

R = resisténcia térmica. °Cs/cal

C = capacitancia térmica, cal/°C

H = taxa de entrada de calor em regime estacionanio, cal/°C

Suponha que a temperatura do liquide entrante ¢ mantida constante ¢ que @
taxa de entrada de calor € subitamente variadade H para H + h,. onde h, representa
uma pequena variagao na taxa de entrada de calor. A taxa de saida de calor variara
entio gradualmente desde / até H + i,,. A temperatura do liquido que sai também
variara desde ©, até @, + #. Para este caso. ko, C e R sao obtidas. respectivamente.
por

h, = Ge
C= Me
e 1

ULl R i T iquido
y/ i 77777 | Quente
’4 Aquecedor f,: Fig. 4.31 Sistema térmico.
)
7
e
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A equagio diferencial para este sistema ¢

df

que pode ser reescrita como

I_hﬂ

de

Note que aconstante de tempo do sistema € igual a RC ou M/G segundos. A funcio
de transferencia relacionando 6 ¢ #, ¢ dada por

66 R
H{s) RCs—+1
onde

() =160 e H{s) = 2]

’ rNa pratica. a temperatura do liquido que entra pode flutuar e atuar como um
distirbio de carga. (Se uma temperatura de saida constante é desejada, um contro-
lador automatico pode ser instalado para ajustar a taxa de fluxo de entrada de calor
de maneira a compensar as flutuagdes na temperatura do liquido de entrada.) Se a
temperatura do liquido fluindo na entrada for subitamente vanada desde @, até
©; + 6,, enquanto a taxa de entrada de calor H e a taxa de fluxo de liquido  sio
mantidas constantes, entio a tuxa de fluxo de saida de calor variara desde /i para
H = hy, e atemperatura do liquido que flui na saida variara desde 8, para O, + 6. A
equagio diferencial para este caso ¢

c!?'f-' e

que pode ser reescrita
a6

A fungéo de transferéncia relacionando 6 e 8, ¢ dada por
) o
O(s)  RCs =1

onde

O(s) = Z[6(n)] e O,(s) = L[B(1)]

_Seosistema 1€rmico apresentado esta sujeito tanto a variagoes na temperatura
do hqmdg que flui na entrada coma na taxa de entrada de calor, enquanlo a taxa do
fluxo de liquido € mantida constante, a variagio 8 na temperatura do liquido que flui
na saida pode ser dada pela scguinte equagio:

I O g
RCa—E‘i‘G—e,"‘R}L

8,(s)

Hils) 7 B(s
R | o -

Fig. 4.32 Dnagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 4.31.

Um diagrama de blocos correspondente a este caso € mostrado na Fig. 4.32. (Note
que o sistema envolve duas entradas. Discutiremos sistemas de multiplas-entra-
das-muluplas-saidas na Secao 4.6.)

4.6 SISTEMAS MULTIVARIAVEIS E MATRIZES DE
TRANSFERENCIA

Na Segao 4.2, a fungao de transferéncia foi definida para sistema de entrada
unica-saida tinica. Nesta segao estenderemos a representagao de fungao de transfe-
réncia a sistemas com muluplas entradas e muluplas saidas.

Matrizes de transferéncia. Considere um sistema com m entradas e n saidas.
Podemos considerar as m entradas como sendo os componentes de um vetor,
Denominaremos este vetor por vetor de entrada. Analogamente podemos conside-
rar as n saidas como componentes de um vetor de saida. A matnz que relaciona a
transformada de Laplace do vetor de saida com a transformadade Laplace do vetor
de entrada € denominada a matriz de transferéncia entre o vetor de saida e o vetor de
entrada.

Considere o sistema mostrado na Fig. 4.33. Este sistema tem duas entradas ¢
duas saidas. Da Fig. 4.33. a relagdo entre as saidas e as entradas ¢ dada por

Xi(5) = G, ()U,(s) — G ,(s)U,(5)
X3(5) = Gy (9)U,(5) — G5(s)Uy(s)

onde Gds) ¢ a fungao de transferéncia relacionando a i-esima saida com a j-ésima
entrada. Utilizando a notagio matriz-vetor. podemos escrever esta relagao de
transferéncia como sendo

[Xl'[-’):i e I:Gu(s) Gu(-‘):l I:U;(S)]
Xy(s)]  [Ga(s) Gun(s)] LULGS)

Um sistema possuindo miiltiplas entradas e miltiplas saidas € chamado sis-
tema mudtivaridvel. Se um sistema deste tipo possuir m entradas e n saidas, e se a
funcio de transferéncia entre ai-ésima saida e aj-ésima entrada for dada por G 4s).
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Uy(s!

U"l!SI
—

Fig. 4.33 Sistema de muluplas entradas-muluplas saidas.

entao 4 transformada de Laplace da i-esima saida é relacionada com as transforma-
das de Laplace das m entradas por

Xfs) = G (U, (s) — Ga()Uy(s) + -« - + G‘_(S)Um(s)

E=12..0)
Note que na defini¢io de G 4s). somente aj-esima entrada € considerada e todas as
outras entradas sao supostas nulas. Na forma matricial. 2 transformada de Laplace

do vetor de saida é relacionada com a transformada de Laplace do vetor de entrada
pela seguinte equagio:

'—XJ('SJ_ Gu(—” G] :{3) cer Gre(8)] rU;(U_
| X;f.i} G;.I‘-’_) G::(SJ o s G;-(-ﬂ | U:(j)
| o e : : : (4.65)

LX) LGu) Guls) -+ Gols) LU,

AEq.(4.65) indica as interagoes entre as m entradas e asn saidas. A Eq, (4.65) pode
Ser reescrila como

X(s) = G(s)U(s)
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onde

[X,(5)] Vi)
X(s) Uals)
X(s) = o U=
|
LX) LULs)
-Gl i(s) Gyafs) --- Gm(-‘ﬂ
Gil) Gusls) -+ Go(o)
G{s" — * . .

LG-I(JJ GIZ(I) fzlatid G“{SJJ

Xls) e @ iransformada de Laplace do vetor de saida. Uts) ¢ a transformada de
Laplace do vetor de entrada, e Gis) € a matriz de transferéncia entre X(s) e Uts).

— ey
Exemplo 4.2 Considere o sisterna mecanico mostrado na Fig. 4.34. Suporemos que o sistema
esta imicialmente no repouso.

Fig. 4.3 Sistema mecanico,

Este sistema possui duas entradas i) e uylr) e duas sajdas x,(r) e xur). As equagoes que
descrevem a dinimica do sistema sac

mi, = ik, — %) + kix, = u
max: + fil%; — X)) + kyxy = uy

Considerando as transformadas de Laplace destas duas equagdes e substituindo as condighes
iniciais nulas, obtemos

(ms* + fi5 + kDX(s) — fisXa(s) = Uy(s)
(mys* + fis + k)Xi(s) —[18X\(s) = Uxs)
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Na forma matriz-vetor. obtemos

mst -~ fis =k —fis Xi(s) Uils)
[ l '—_;'pl' t myss — fis + k;} [X:(sj] - [ ':{I}] (4.66)
Vamos definir

A = (ms? =+ fis = k))ms — fis + ks) —fis 20

Entdo. premultiplicando pela inversa da matriz 2 > 2 na Eq. (4.66). obtemos

myst — fis — k. Sis
(X7 A A [UIU)“
LAys) 5 _f_-l_s mist + fis — &y _U;(.F}J
L a A

Amatnz 2% Idestailtima equacio ¢ a matnz de transferéncia entre 45 saidas e as entradas
Obviamenie. as respostas temporas (1) e x,r) sao dadas por

15 — Ny
x,(1) = f-{%ﬂ Uis) + %" eru)} (4.67)
xy(t) = &F-1 ‘-E—SU,(J) -E'I%*—k‘b}m] (4.68)

Para fielermmar asrespostasxit) e xqt) parau, = 0.4 = 0(ouw, = 0, u. = 0), smplesmente
substitmos Uyis) = 0 ¢ou [/4(3) = 0y nas Eqgs. (4.67) e (4.68).

Exemplo 4.3 O sistema mostrado na Fig. 4.35 possui duas entradas, 3 entrada de referéncia e

2 ent;ada de distirbio e uma saida. Obtenha & matriz de transferéncia entre a saida e as
entradas

Nis)

| Cis)
Gyisl Gois} -
| ey |

His] pe

Fig. 4.35 Sistema possuindo duas entradas e uma saida.
A transformada de Laplace da saida C(s) pode ser obtida como

. Gy(5)G4(s) G,ls) .
@) 1+ 3.{:}6;(:}:{(:}3{‘} + 1+ Cl(sz)Tfp‘,(s)Hu)M"}
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Na forma matriz-veior,

Ris)

T Gy)Gss) Gls) [
CO) = I T TG TTooeoHG. N(s) o

A matnz de transferéncia entre a saida C(s) e as entradas R(s) e Nis) € a matnz | x 2 dada na
Eq. (4.69).

Comentirios. Nesta segdo. apresentamos uma definigao da matniz de transfe-
réncid ¢ deduzimos as matnzes de transferéncia para dois sistemas. A representa-
¢ao por matnz de transferéncia para sistemas multivariiveis € uma extensao da
representagao por fungdo de transferéncia de sistemas de entrada-unica-saida-tini-
ca. A analise ¢ controle otimo de sistemas multivariaveis pode ser conduzida mais
convenieniemente pelo uso de variaveis de estado. Consequentemente, adiaremos
a analise de sistemas multivaridveis para os Caps. 14-16, onde estudaremos &
abordagem no espago de estados para a analise e olimizagio de sistemas de
controle.

4.7 GRAFICOS DE FLUXO DE SINAL

O diagrama de blocos é (til para representar graficamente sistemas de con-
trole. Entretanto, para um sistema muito complicado. o processo de reducao de
diagramas de blocos se torna muito demorado. Uma abordagem alternativa para
determinar as relagoes entre as variaveis do sistema. de um sistema de controle
complicado. ¢ a abordagem por grafico de fluxo de sinal. devida a S. J. Mason.

Graficos de fluxo de sinal. Um grafico de fluxo de sinal € um diagrama que
representa um conjunto de equagdes algébricas lineares simultaneas. Quando se
aplica o metodo do grifico de fluxo de sinal para analise de sistemas de controle,
devem-s¢ inicialmente transformar as equagoes diferenciais lineares em equacdes
algébricas em s.

Um grifico de fluxo de sinal consiste em uma rede na qual os nos sio ligados
por ramos diretos. Cada no representa uma variavel do sistema ¢ cada ramo ligado
entre dois nos atua como um multiplicador de sinal. Note que o sinal flui em apenas
um sentido. O sentido do fluxodo sinal € indicado por uma seta colocada no ramo. e
o fator de multiplicagao € indicado ao longo do ramo. O grafico de fluxo do sinal
indica o fluxo de sinais de um ponto de um sislema para um outro e fornece as
relacdes entre 0s sinais.

Como ¢ de esperar. um grifico de fluxo de sinal contém essencialmente &
mesma informagao do diagrama de blocos. A vantagem do uso de um grifico de
fluxo de sinal para representar um sistema de controle ¢ que uma formula de ganho.
denominada formula de ganho de Mason. é disponivel fornecendo as relagoes entre
as varidveis do sistema sem exigir uma reducio do grafico.

Definigoes. Antes de discutirmos sobre os aspectos de grificos de fluxo de
sinal, devemos definir alguns termos.

N¢é. Um nd € um ponto representando uma varidvel ou um sinal.

Transmitancia. A transmitincia ¢ um ganho entre dois nds.

Ramo. Um ramo ¢ um segmento de reta orientado unindo dois nés. O ganho
de um ramo € uma transmitancia.

No de entradu ou fonte. Um nd de entrada ou fonte € um né que possui apenas
ramos eferentes (que saem do nd). Corresponde a uma variavel independente.
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No de saida ou sorvedouro. Um no de saida ou sorvedouro € um no no qual hé
3pcuas ramos aferentes (que entram no né). Corresponde a uma vaniavel depen-

ente.

No misturado (ou misto). Um no misturado é um né que possui tanto ramos
aferentes como eferentes.

Caminho. Um caminho é uma trajetéria de ramos ligados no sentido das
flechas dos ramos. Se nenhum né ¢ cruzado mais de uma vez, o caminho € aberto.
Se 0 caminho termina no mesmo né no qual comegou ¢ nao cruza qualquer outro né
mais do que uma vez, ele é fechado. Se um caminho cruza algum no mais de uma vez
porém termina em um nd diferente do qual comecou. ele nao é nem aberto nem
fechado.

Lago. Um lago é um caminho fechado,

Ganho de lago. O ganho de lago ¢ o produto das transmitincias dos ramos de
um lago.

* Lagos que ndo se rocam. Lagos nio se tocam se nao possuirem qualguer no
comum.

Caminha direto. Um caminho direto é um caminho desde um nd de entrada
(fonte) até um no de saida (sorvedouro) que niio cruza qualquer né mais do que uma
vez.

Ganho do caminho direto. Um ganho do caminho direto é o produto das
transmitancias dos ramos de um caminho direto.

A Fig. 4.36 mostra nés e ramos, além de transmitancias.

Propriedades dos graficos de Mluxo de sinal. Algumas poucas propriedades
importantes de grificos de fluxo de sinal sao alistadas abaixo.

1. Um ramo indica a dependéncia funcional de um sinal em relagio a outro.
Um sinal 0 atravessa apenas no sentido especificado pela seta do ramo,
2. Um né soma os sinais de 10dos 0s ramos aferentes e ransmite esta soma a
todos os ramos eferentes.
3. Um no misturado, que possui tanto ramos aferentes como eferentes. pode
ser considerado como um no de saida (sorvedouro) adicionando-se um ramo
eferente de transmitancia unitaria. (Vide Fig. 4.36. Note que O ramo com
lransmitincia unitiria ¢ dingido de x; para um outre né. também denotado
porx;.) Note, entretanto. que mao podemos mudar um né misturado parauma
fonte utilizando este método.
4. Para um sistema dado. um grafico de fluxo de sinal ndo é tinico. Muitos
grificos de fluxo de sinal diferentes podem ser desenhados para um dado
sistema. escrevendo-se diferentemente as equacdes do sistema.

X3 NG de enirada

Nés misturados (fonte)
\ \\-, d
\ N
el wed 2 S KW
Xq L]
Né de entrada Né de saida
(fonte) U (sorvedouro)
C

Fig. 4.36 Grifico de fluxo de sinal
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Algebra do grifico de fluxo de sinal. Um grafico de fluxo de sinal de um sistema
linear pode ser desenhado usando-se as definigdes anteriores. Assim fazendo,
normalmente colocamos os nos de entrada (fontes) a esquerda € 0s nos de saida
(sorvedouro) a direita. As varidveis independentes e dependentes das equagoes
tornam-se 0s nos de entrada (fontes) ¢ os nos de saida (sorvedouros), respectiva-
mente. As transmitancias dos ramos podem ser obtidas a partir dos coeficientes das
equagoes,

Para determinar a relagio entrada-saida. devemos usar a formula de Mason.
que sera fornecida posteriormente . ou podemos reduzir o grafico de fluxode sinal a
um grafico contendo apenas os nos de entrada e saidu. Para obter este resultado.
utilizamos as seguintes regras: :

I. Ovalor de um no com um ramoaferente. comoo indicado na Fig. 4.37(a).

€xs = 0x;.
(o} —e s
Xy !z
(b) - SRR o et R OO
Xy £z EEY Xy 1y
]
a+b
(e} *3 X2 = L —
Xy xg
- oc
(d) -
s
bc
X2
ab
e "z b ob 5% 1=-bc
(e > > = > = o - -
¢

Fig. 4.37 Graficos de fluxo de sinal e simplificagoes.
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3 A transmiténcia total de ramos em cascalaé igual a0 produto das transmi-
tancias de 10dos 0s ramos. Ramos em cascata podem. entao. ser combinados
em um tnico ramo pela multiplicacdo das transmitancias, conforme mostrado
na Fig. 4.37(b). :

3. Ramos em paralelo podem ser combinados adicionando-se as transmitan-
cias conforme a Fig. 4.37(c).

4. Um no misturado pode ser eliminado conforme a Fig. 4.37(d).

<. Um lago pode ser eliminado conforme indicado na Fig. 4.37(e). Note que

x; = bxs, X; = ax; + €X;
Portanto.
x, = abx, — bcx, (4.70)
ou
ab
e (4.71)

A Eq. (4.70) corresponde a um diagrama possuindo um autolago de transmi-
tancia be. A eliminagao do autolago resulta na Eq. (4.71). que mostra clara-
mente que a transmitincia global € ab/(] - be).

Oz2

fa) (b}

%3
Oy
Oa3
O3z
Xy X2 Ty O3
tc) {d)

Fig. 4.38 (a) Grifico de fluxo de sinal representando a Eq. (4.72); (b) grifico do fluxo de sinal
representando a Eq. (4.73); (¢) grifico do- fluxo de sinal representando a Eq. (4.74); (d) grafico
de fluxo de sinal completo para um sistema descrito pelas Egs. (4.72), (4.73), (4.74).

Representacio de grifico de fluxo de sinal para sistemas lineares. Os graficos de
fluxo de sinal a0 amplamente aplicados na analise de sistemas lineares. Neste caso
o grafico pode ser desenhado a partir das equagdes do sistema ou, com prética, por
inspegao do sistema fisico. Redugdo de rotina pelo uso das regras antleriores
fornece a relagio entre as varidveis de entrada e saida.

Considere um sistema definido pelo seguinte conjunto de equagoes:

X, =@ Xy T G3X; T AyXy T bu, (4.72)
Xy = @3, X T GaXy T Ak T by - (4.73)
X; = 05X, @yaX: — G5, (4.74)

ondeu, eu, sao variaveis de entrada; x,. X. €x; 50 vanaveis de saida. Um grafico de
fluxo de sinal para este sisiema, uma representagao grifica dessas Irés equagoes
simultaneas. indicando a interdependéncia das variaveis. pode ser obtido como
segue: Localize inicialmente 0s nés x;, X3 € xy. COMO indicado na Fig. 4.38(a). Note
que ay; € a transmitancia entre x; e X, A €Quagao (4.72) estabelece que x, ¢ igual &
soma dOs QUAlros SiNais @y%,. Xz, G;3%3 € by O grafico de fluxo de sinal
representando a Eq. (4.72) ¢ indicado na Fig. 4.38(a). A Eq.(4.73) estabelece que x;
¢ igual 4 somade @y X, @esty. Aot Cbotie. O grafico de fluxo de sinal correspondente
¢ mostrado na Fig. 4.38(b). O gritfico do fluxo de sinal representando a Eq. (4.74) ¢
indicado na Fig. 4.38(c).

O gréfico d¢ fluxo de sinal representando as Eqgs. (4.72).(4.73) e (4.74) € entac
obtido pela combinagio das Figs. 4.38(a). (b) e (¢). Finalmente, o grafico do fluxo
de ;igal completo para as equagoes simultineas fornecidas € mostrado na Fig.
4.38(d).

Em um grafico de fluxo de sinal. os mos de entrada (fontes) devem ser conside-
rados um de cada vez. O sinal de saida € entao igual a soma das conlribuigoes
individuais de cada entrada

O ganho global de uma entrada para uma saida pode ser obudo diretamente do
grafico do fluxo de sinal por inspegao, pelo use da formula de Mason, ou por uma
redugdo do grafico a uma forma mais simples.

Gréficos de fluxo de sinal para sistemas de controle. Alguns graficosde fluxode
sinal de sistemas de controle simples sao fornecidos na Fig. 4.39. Para estes
graficos simples, a fungio de transferéncia em malha-fechada C{s)/R(s)
[ou C(5)/N(s}] pode ser obtida facilmente por inspegio. Para graficos de fluxo de
sinal mais complicado. a formula de ganho de Mason ¢ muito uul.

Férmula de ganho de Mason para graficos de fluxo de sinal. Em muitos casos
praticos, desejamos determinar a relagdo entre uma vanavel de entrada e uma
variavel de saida do grafico de fluxo de sinal. A transmitdncia entre um no de

entrada e um no de saida é o ganho global, ou transmitincia global entre estes dois
nés. A formula de ganho de Mason, que ¢ aplicavel ao ganho global, ¢ dada por

P-—‘%;Pi‘x.

onde

P, = ganho do caminho ou transmi tincia do k-ésimo caminho direto.
A = determinante do grifico
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= | — (soma de todos os ganhos de lago diferentes) + (soma dos
produtos de ganhos de todas as possiveis combinagoes de dois
lagos que ndo se tocam) — (soma dos produtos de ganhos de to-
das as combinagbes possiveis de trés lagos gue nao se tocam)

g sl

=1-XL+ELL~ 3 LLL +
Y L, = soma de todas os ganhos de lagos diferentes

RSl =1 €8 Sl A R
. Ris Cls)
Ris) >\ Els) cis) $ fis)

;Sisl r -

Rist Els) Cis)
—H{s)
Nis)
1
1 G5l Gals
Als) Els) Cisi
-His)
Nis}
1
. Gls) 1
Ris) wg cls)
=His)
II His) ll
F‘dsi
ﬁﬂs, ?.‘_'[ﬂ C|I5}
Gials) Galls)
Ryl &
Rals) Cals)

Fig. 4.39 Diagramas de blocos e comrespondentes grificos de fluxo de sinal.
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?: L, L, = somados produtos de ganhos de todas as combinagdes possiveis
¥ de dois lagos que nio se tocam
): L,L,L, = somados produtos de ganhos de todas as combinagoes possiveis
o de trés lagos que néo se tocam
A, = cofator do k-ésimo determinante do caminho direto do grafico
com os lagos tocando o k-€simo caminho direto removido

(Note que as somas sao calculadas com todos os caminhos possiveis desde a
entrada até a saida.)

A seguir, ilustraremos a formula de ganho de Mason no uso em dois exemplos.

Exemplo 4.4 Considere o sistema mostrado na Fig. 4.40. O graficode fluxo de sinal paraeste
sistema ¢ indicado na Fig. 4.41. Vamos obter a fungio de transferéncia em malha-fechads
Cis)R(s) usando a formula de ganho de Mason.

Neste sistema hd apenas um caminho direto entre a entrada Ris ) e & saida Cls ). O ganho
do caminho direto é

P, = G,G,G,

Da Fig. 4.41. verificamos que ha trés lagos individuais. O's ganhos destes lagos sao

Ll = G;G;Hl
Lg - —G;G;H:
L} s —G;G;G;

oy

Fig. 4.40 Sistema de lagos multiplos.

R{s) o

Fig. 4.41 Grafico do fluxo de sinal para
o sistema indicado na Fig. 4.40.
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Note que dévido ao fato de os trés lagos possuirem um ramo comum, ndo hi lagos que nio se
tocam. Conseqientemente, o determinante A ¢ dado por

A= 1 _(L| +L: "'L;)
=] G;G;H| 5 3 GngHz = GIG;GJ,
O cofator A, do determinante a0 longo do caminho direto ligando o n6 de entrada ¢ o né de

saida é obtido pela remocio dos lagos que tocam este caminho. Desde que o caminho P, toca
todos os trés lagos, obtemos

A1=l

Portanto, o ganho giobal, entre & entrada R(s) ¢ 4 saida C(s), ot a fungiio de transferéncia em
malha-fechada, ¢ dado por

Rix) A
1 G,6,G,
1 T GIGIHI i GzG;Hz -+ G:G;G}

que ¢ a mesma expressio dafunciode transferéncia em malha-fechada obtida pela redugio do
diagrama de blocos, A formula do ganho de Mason fornece o ganho global C(s )/R{s ) sem uma
redugio do grafico.

Exemplo 4.5 Considere o sistema indicado na Fig. 442 Obtenha 4 fungio de transferéncia
em malha-fechada C(s)/R(s) usando 2 férmuls de ganho de Mason.

Neste sistema ha trés caminhos diretos entre @ entrada R(s) e a saida C(s). Os ganhos dos
caminhos diretos sio

PI = G1G:G]G¢Gg
P; = G|G‘G4G$
Pj = Glagaf
Ha quatro lagos individuais, Os ganhos destes lagos sao
L| = _G‘Hl
Ly= ~G:G.H,

Ly = —G4GGH,
Ly = —G:G3G\GyH:

O lago L, niio toca o lago L,. Consequentemente. o determinante A ¢ dado por

3=l-{L|+L1+L3+Ll)+L|L: {4.751

Ocofator A, € obtido de A removendo os lagos que tocam o caminho P,. Portanto, removendo
LivLs, Ly, Lye L,L, da Eq. (4.75), obtemos

A;=l
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R(s) o Cis)

Fig. 4.42 Grafico do fluxo de sinal para um sistema.

Analogamente, o cofator 4, é
A =1

O cofator 4; € obtido removendo-se Ly, Ly, L, € L,L; da Eq. (4.75), resultando
Ay=1-1L,

A funcdo de transferéncia em malha-fechada C(s)/R(s) € entio

(& 1
R_:E =P = E(PI A+P A+ P A
\G1GGiG Gy + G:\GG.Gs + GGGl + Gq}fj)

"1+ GH, + GGrHy + GG.GH, + GoHGiGrth + GGAGGoH,

o ’ 1

Comentirios conclusives. A aplicagao usual dos graficos de fluxode sinal é em
diagramagao de sistemas. O conjunto de equagoesdescrevendo um sistema linear é
representado por um grafico do fluxo de sinal estabelecendo os nos que represen-
tam as varidveis do sistema e interconectando os nos com transmiténcias, diretas ou
Com pesos. que representam as relagoes entre as variaveis., Uma farmula de ganho
de Mason pode ser utilizada para estabelecer a relagio entre uma entrada e uma
saida. (Alternativamente, as varidveis no sistema podem ser eliminadas uma a umz
com tecnicas de redugdo.) A formula de ganho de Mason é especialmente ti| na
redugio de grandes e complexos diagramas de sistemas em um passo, sem exigr
redugoes passo-a-passo.

PROBLEMAS TIPICOS E SOLUCOES

Problema A.4.1 A Fig. 4.43 mostra um diagrama esquematico de um acelerdmetro. Suponha
que & carcaga do acelerometro esta firmemente acoplada a uma estrutura de uma aeronave. (O
acelerometro indica a aceleragio de sua carcaga em relagio ao espago inercial.) O angulo de
inclinagio @ medido a partir da linha honizontal é suposio constante durante o intervalo de
tempo de medida.

Mostre que para entradas em baixas freqiiéncias, a aceleragio da carcaga, relativamente
a0 espago inercial, pode ser determinada pelo desiocamento da massa m em relagio a sus
carcaga. ,
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‘ |
/::;;:57;:;;;;:11;/,11 / '.;(,;FF 4

Fig. 4.43 Diagrama esquematico de um acelerémetro.

Soluglo. Vamos definir

*, = deslocamento da carcaga em relagio ao espago inercial
%g = deslocamento da massa m relativa ao espaco inercial
¥ =Xy — X; = deslocamento da massa m relativamente carcaga

A equagio para este sislema €
miy = [k — &) + k(x, — x;) — mgsenf =0
Em termos de v. obtemos
mj = [¥ —ky = —m%, + mgsenl
Desde que 6 € suposto constante, durante o intervalo de tempo de medida. mg sen £ ¢

constante, € € possivel calibrar o deslocamento e definir uma nova varisvel = tal que

et
L=y A,scnﬁ

Entao. obtemos
m: -+ fi+ k1= —mz,
Se & aceleragio de entrada (a aceleragiio da carcaga relativamente ao e inercial) ¥, é
: spaco inercial) ¥, é
considerada a entrada do sistema e o de tozé i a
e v g slocamento z € considerado a saida, entio a fungdo de
Z(s) = 1
H E
X6 s +Ls e
m m
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Se a fregiiéncia de entrada é muito baixa quando comparada com +/kim, entio

Z() . m
Xk

0 que significa que z = y — (mg/k) sen ¥ € aproximadamenie proporcional a aceleragio daen-
trada lentamenté vanada. Portanto. para entradas em baixa freqiéncia. @ aceleragio da
carcaga relativamente ao espago inercial pode ser dada por

£ = —ﬁ(r - %scne)

Note que est}:%i_pu de acelerdmetro possui uma freqiéncia natural ndo amonecida suficiente-
mente alta VAk/m comparada com a maxima freqiéncia da entrada a ser medida.

Problema A.4.2 Transmissocs com engrenagens sao normalmente utilizadas em servomeca-
nismos para reduzir a velocidade, para ampliar o torque ou pars obter a mais eficiente
transferéncia de poténcia casando o clemento excitador com uma dada carga.

Considere o sistema por transmissao com engrenagens mostrado na Fig. 4.44. Neste
sistema, uma carga ¢ alimentada por um motor através de uma transmissio por engrenagens.
Supondo que a dureza do eixo da transmissio por engrenagem € infinita (e ainda néo haja folga
nem deformagéo elastica) e que o nimero de dentes em cada engrenagem ¢ proporcional ao
raio da engrenagem, obtenha o momento de inércia equivalente e a fricgéo equivalente
referidos ao eixo do motor e refenidos ao eixo da carga.

Na Fig. 4 44, 05 numeros de dentes nas engrenagens 1, 2, 3ed Go N,  N., N, e N,
respectivamente. Os deslocamentos angulares dos eixos 1, 2 e 3 séo 8,. 6. e f,, respectiva-
mente. Portanto, 6,/8, = N /N, e 656, = Ny/N,. O momento de inércia e & fricgao viscosa de
cada componente da transmissao por engrenagem sio denotados por J,. f5: Ju, [ 15, f.
respectivamente. (J ¢ f; incluem o momento de inércia ¢ a fricgdo da carga.)

Solugiio. Para este sistema de transmissio por engrenagem, podemos obter us (rés equagdes
seguintes: Para o primeiro eixo.

-’19: "?'flal + T =T, (4.76)

Torque
de entrada
do motor
Tl

Engrenagem 2 —

/ | 53 Torque
de carga
Engrenagem 4 —i:e— 40

Fig. 4.44 Sistema de transmissio por engrenagens.
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onde T, € 0 torque desenvolvido pelo motor e T, € o torque da carga na engrenagem | devido
a0 resto da transmissio por engrenagem. Para o segundo eixo,

10, + 50, + 7, =71, @77

onde T, é o Immnsn!iﬁdomaensmem 2 e T, ¢ o torque de carga na engrenagem 3
devido ao resto da transmissdo por engrenagem. Desde que o trabalho efetuado pela engrena-
gem | € igual aquele da engrenagem 2,

T|9; = T,ﬂ; ou T; = T;%
«¥]
Se NyfN; < 1. a relacio de engrenagem reduz @ velocidade bem como ampla o torgue.
Parz o terceiro eixo.

-’.\ga +faas +T=T, (4.78)

onde T, ¢ torque de carga ¢ 7, € 0 torque transmitido para & engrenagem 4. 7, ¢ 7, séo
relacionados por

N,

Te =T

. ’N,
ela.es. sao relacionados por

9! =a£%’f - e;%%

Eliminando-se T,. T,. 7y e T, das Egs. (4.76). (4.77) & (4.78), resulta

Jr191 +f|a: o %’i‘(fzgz + fzé:} T %ﬁ%[-’,é; -:-Le;. +T)=T, @M

Eliminando-se 6; ¢ 6, da Eq. (4.79) e escrevendo e equagio em termos de 8, e suas derivadas
temporais. obtemos

[+ () + (Y (00

A+ (7n+ QYA+ (RR= e

Pom_mm. o momento de inércia ¢ a fncgio equivalentes da transmissio por engrenagem
referidos ao eixo | sio dados por

e+ (5~ (B )
fa =t + (G 5+ (R (R)s

Analogamente, o momento de inéreia e a fricei v i
vy pesc i s c¢do equivalentes da transmissdo por engrenagem

Jrg=Js + (%);J: -+ (%"‘T)I(%%):Ja
PN A
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A relagio entre /., € Ja, € pOrtanto
= (e

€ 8 1ElaGHO ENLTE fiuq € fare €
= (22 (22

O efeito de J. ¢ J; no momento de inercia equivalente € determinado pelas relagdes de
engrenagem AN, ¢ Ny N, Para ransmussoes por engrenagem redutoras de velocidade as
relacoes N IN. e NyIN, sdo normalmente menores do gue & umdade. Se AN, << | e
NN, << 1, entéo os efeitos de J. e J; no momento de inercia equivalente J,,, sio despre-
zivels. Comentanos analogos uplicam-se & fricgao equivalente £, da transmissao por en-
grenagem. Em termos do momento de inércia equivalente J ., ¢ da fncgao equivalente [,
a Eq. (4.80) pode ser simplificada para fornecer

BB+ il ¥07, =7,
onde
ne=

Considerando T, — nT, como a entrada para o sistema e #, como a saida. a fungio de
transferéncia deste sistema ¢

eﬂ:-’i] 1

Ts) — nTy(s)  s{Jieqs +Sieg)

O diagrama de blocos ¢ mostrado na Fig. 4 45(a). Se (T, — nT,) e 8, sio consideradas como a
entrada ¢ a saida, respectivamente. entdo a fungao de transferéncia torna-se

1
O4(s) - n
TA(5) — nTyls)  SJseaS + frea)
Desde que
9,{3) e NI-NE i
O(s) NN

em termos de J,,, € fieq. 5ua fungio de transferéncia pode ser escrita

Os(s) = n
To(s) — nTu(s)  s(JyegS + Srea)

O diagrama de blocos para este caso € mostrado na Fig. 4.45(b).

Da anilise acima, pode ser visto gue em um sisiema onde um servomotor esti excitando
uma carga com inércia ¢ Uma carga com fricgao viscosa, & inércia e nicgdo da cargasio, para o
eixo do motor, os valores onginars multiphcados pelo quadradoda relagdo da engrenagem. Se
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Zals) Tulsl =T (s 1 B.(s) 3
SU‘.,!-' ’!'0]
(ol
T.(si=nT.(s) 1 By(s' | B3(s)
- : p——— ) ———
Slhggs + feg i
(b]

Fig. 4.45 Diagramas de blocos no sistema de transmiss&o por engrenagens mostrado na Fig.
4.44.

a relagido da engrenagem for um nimero pequend, ¢ momento de inércia e a fricgao do
servomoltor possuem efeitos dominantes no comportamento dindmico do sistema.

Problema A.4.3 Mosire que as relagoes 1orque-inércia referidas ao cixodo motor e ao eixods

carga diferem uma da outra por um fator n. Mostre também que as relagdes torgue ao
quadrado-inéreia referidas o eixo do motor e ao eixo da carga sao as mesmas.

Solugio. Suponha que 7.y, ¢ o torque maximo que pode ser produzido no eixo do motor,
Entao a relagio torque-inércia refenda ao eixo do motor é

onde
J o = momento de inércia do rotor
Jy = momento de inércia da carga
n = relagdo de engrenagem

A relagio torque-inércia refenida ao eixo da carga é
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Obviamente, elas diferem por um fator 7. Portanto. na comparagao das relagoes lorque-inér-
cia de molores, devemos necessariamente especificar qual eixo € a referéncia.
Note que a relagdo torque ao quadrado-inercia referida ao eixo do motor €
Tl
J m = n JL
¢ aquela referida a0 eixo da carga ¢

Ths

Estas duas relagées sao evidentemente as mesmas.

Problema A.4.4 O momento de inércia J de um motor pode ser disponivel no catalogo do
fabnicante ou pode ser calculado se as dimensdes e o material do rotor forem conhecidos.

O momento de inércia efetivo de um sistema motor e transmissao por engrenagens
tambem pode ser determinado por métodos expenmentais Discuta os métodos para determi-
nar o momento de inércia J de um motor c.a. bifasico.

Selucio. Determinar o momento de inércia efetivo J de um sistema com um motor de |
IransmIssa0 por engréenagens € possivel aplicando-se ums entrada em degrau e, e registrando-

S a resposta transitonia. A fungao de transferéncia de um motor c.4. bifasico ¢ dada pels Eq.

(4.35) como segue:

Ois) _ K,
o)~ (T Kps

Se a tensdo de entrada ¢, ¢ uma entrada em degrau de altura £,. entio a velocidade de eixo
resultante é

o K.E
i R s = ey

Ponanto a velocidade angular w(r) ¢

) = 0u) —'?é_'%].l — exp (_f:lf.:)_

Do registro de w(i) versus tempo. a constante de tempo Ji{f = K, pode ser determinada.
Desde que a velocidade angular em regime estacionario ¢

K.E,
e =y 4
obtclnos
f_'_ K, = “Kr_EL

T W(x)

Para determinar f + K, necessitamos conhecer K. [E, e w(=) sio grandezas conhecidas.] O




Velocidade

Fig. 4.46 Curvas torque-velocidade.

valor da constanie de torque K, pode ser determinado a partir das curvas torque-velocidade,
como mostrado na Fig. 4.46, desde que estas curvas sao paralelas, Das curvas oblemos

0 o e (TR
S e s

Uma vez conhecida a constante de tempo J/(f + K., a velocidade angular em regime
estacionariow(=), ¢ a constante de torque K ., pode ser determinado o momento de inérciaJ.
O momento de inércia J do rotor também pode ser determinado expenmentalmente por
meio de expenéncia com o péndulo de torgio. Se o coeficiente de amortecimento é muito
pequeno. o penodo de oscilagio do péndulo ¢ relacionado com J pela seguinte equagao:

kT?
/=

onde

J = momento de inércia do rotor

k = constante da mola de torgao do eixo elastico no qual o rotor do motor € acoplado
T = penodo da oscilagio

Problema A.4.5 Oblenha a fun¢io de transferéncia do servomotor bifdsico cuja curva tor-
que-velocidade ¢ indicada na Fig. 4.47. As maximas tensdes nominais de fase fixa e de fase de
controle sda 115 volts. O momento de inércia J do rotor (incluindo o efeito da carga) é 7,77 »

10~ oz-in-s*, € o coeficiente de fricgio-viscosa do motor (incluindo o efeito da carga) ¢
0.005 oz-infrad/s.

Solugo. A equagiic para a curva torque-velocidade é

T+ K0 =KE,

K, = ﬁgg = 0,0119 oz-in /rad/s
TN, Lin Joats
K. = 5= 0,0435 oz-in /volt
Portanto,

T 4 0,01198 — 0,0435E.
A constante de ganho do motor K. ¢ entéo
- K.
i £ 4
L 0,0435
0,005 + 0,0119
= 2.57

A constante de tempo do motor 7, €

3 J

Tu= =+ K,
A 777 # 10-*
~ 5 ¥ 10°F = 11,9 »x 10°3
= 0,046

Usando os valores numencoes obudos. @ fungio de transferéncia dada pel: Eq. (4356 2
seguinte:

Ols) X
Efs) Sils=1)
- 28
s(0,0465 — 1)
A
5
= .
' N
e |
£ | eV
o
!
o apoo
mﬂ‘

Fig. 4.47 Curva torque-velocidade.
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Problema A.4.6 Supondo que um servomotor bifisico possut umna curva linear torque-velo-
cidade de modo que a velocidade sem carga € wg ¢ 0 torque completamente freado ¢ T,.
determine & maxima poténcia de saida no eixo do motor P

Solugao. A curva torgue-velocidade é
w
T=F — (c_u"o)T’

A poténcia de saida do eixo P € dada por

P=Tw

4 [}
=T, — —T)w
( Towg et
Para determinar P, . vamos diferenciar P em relagaoc a w:

dP _
dw

w
T,— ZQTUT'

Impondo que dP/dw = 0, obtemos

W= %“-
Claramente, d®P/dw* = —2T,/w,< 0. Consegiientemente £ é um Maximoeme = wy/2. Py, é
Friz =Tl s
= Ti®e

4

Para o servomotor considerado no Problema A 4.5 T, =50z-inew, = 4.000 rpm. A
potencia de saida maxima P, ¢

524000 1
Pats ==—7— 1333
= 3,7 watts

A poténcia maxima ocorre em w = 2.000 Pm

Problema A.4.7 A mixima aceleragio atingivel com o servomotor pode ser indicada pela
relagdo lorque-inércia, sendo a relagio do maximo lorque, na condigdo de freagem completa e
total do eixo do motor, e a inércia do rotor. Quanto maior esta relagio, melhor sera a
caracteristica de aceleracio. Referindo-se ao servomotor bifasico considerado no Problema
A.4.5, determine a relagdo torque-inércia.

Selugao. O momento de inércia / do rotor do servomotor bifasico € 7,77 x 107 az-in-<*. O
lorque maximo na condigao de freagem completa é 5 oz-in. Conseqlentemente a relagao
torque-inércia € dada por
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T _ 5
J 707 < 107*
= 6,435 rad/s*

Na sele¢io de um servomotor. & importante satisfazer um dado requisito em relagio a
aceleracao.

Problema A.4.8 Considere o motorc.c. controlado por armadura indicado na Fig. 448 Na
Segdo 4.5 foi demonstrado que

€y = ng
I'= Kff‘_fX;f-“ = Xf‘

iy = constante

Fig. 4.48 Motor c.c. controlado por armadura.

onde K, ¢ a constante de forga-contra-eletromotriz, iy€ acorrente de campo constante e K;e
K, sao constantes. Demonstre que

K, 2
= = 1.356 watts-s/ft-Ib
K
Selugao. A poténciz mecanica T6 deve ser igual 4 poténcia elétrica €1, desenvolvida pela
carrente de armadura fluindo atraves da for¢a-contra-eletromotriz da armadura. Entao, de

Ll

E@,f a

7é

K:Bi, (watts) = E-;.%‘-'(hp)
Kif (fuibls) = fgf (bp)

obtemos

B — 1,356 watts-s/fi-lb

Probjema A.4.9 Referindo-se a0 motor c.c. mostrado na Fig. 4.48, para valores fixados da
tensao de armadura, as curvas de torque versus velocidade podem ser representadas por
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K ,
r= E{eu 5 bm)

Determine K e K, das curvas torque versus velocidade.

Selucao. Para a condigao em vazio (sem carga). T = 0. Portanto.

K, = fe
w;

onde
wqy = velocidade sem carga
Se o motor for completamente freado. entao w = (). ¢ obtemos

k= LR

"H
onde
-
T, = torque com freagem total.

Problema A.4.10 Determine a fungao de transferéncia ®(s)/E,(s} do motor c.c. controlado
por armadura mostrado na Fig. 4.48, No diagrama

£, = 26 volis
L, = desprezivel
2.59 % |()-4oz—in—s2

3 % 107" oz-infrad/s

[[I (|

a
J
r
Suponha que o torque com freagem completa € 10 oz-in e a velocidade sem cargae 520 rad/s.

Solucao. Du Eq. (4.43). 4 fungdo de transferéncia @(s)/Es) é

Os) K.,
By SMTas— 1)

_ K
"~ S(R.Js — R.f— KK,)

onde
T.R
K= - = (T, = torque freado)
a
s .
K, = @, (@, = velocidade sem carga)

No Problema A 4.8, verificamos que

% 1,356 watts-s/ft-1b

= 7,06 x 107 watts-s/in-oz
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Portanto.
26
Ky = <"—,0 =5 » 10-2 volt/rad/s
€
- K
k=706 10
_ D¢ 3
T 7,06 - 10-3

= 7.08 in-0z/amp

O valor de K, e entdo obtido como

Ke,

R; = T
- - 2_6
= 7,08 . 10
= 18,4 ohms

A funcao de transferéncia (s )/E,(4) € entao

6(5} o 7!08
Ejs) s[18,4)2,59 » 107%)5 - (18,4)3
5001165 — 1)

1073) — (7.08)(5 = 10-2]]

Problema A.4.11 Determine a fungao de transferencia A )/Eds | do motor ¢.¢. controlado
por campo mostrado na Fig. 4.26(a). Supor que no diagrama

ey = 110 volis
iy = 15 amperes
W, = 08, = 1.200 rpm

L, = 20 henrys
R; = 120 ohms
J =1 Ib-f-s*
f = 0.5 Ib-ft/rad/s

Solugao. Da Eq. (4.52), a funcdo de transferéncia G(s)/Efs) €

O@s) K,
Efs)  s(Lys ~ RoJs —J)

Desta equagao, obtemos a velocidade angular em regime estacionano w,, como segue: Note
que para uma entrada em degrau de e; = 110 volts, obtemos

K; 110
S(Lys+ ReWIs —f) 5

Os) =
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Portanto.

Wy, = lim 5{-@(5)]
=0

i 110K,
Pt Sy Ty
110K,

T RS

Desde que w, = 1.200 rpm = 20 » 27 rad/s. R, = 120 ohms. f = 0.5 Ib-fi/rad/s. obtemos

110K.

W= 5% 05
ou

Kom 40 = 60

—l'ﬂ')m ohms Ib-ft volt
= 68,5 1b-fi/amp

A fungéo de transferéncia @(s)/Es) ¢ entio obtida como segue:

-0 68,5
E/(s) ~ 5(20s — 120)(s = 0,5)
1,14

= 50,167s + 1)(Zs — 1)
Problema A.4.12 Considere o servomecanismo de posigio indicado na Fig. 4.49. Suponha
que a entrada do sistema seja a posi¢ao do eixo de referéncia ¢ 2 saida do sistema seja aposicao
do eixo de saida. Suponha os seguintes valores numéricos para as constantes do sistema:

deslocamento angular do eixo de entrada de referéncia. radianos

F o=
¢ = deslocamento angular do eixo de saida, radianos
i = deslocamento angular do eixo do motor, radiano-
K, = ganho do detector de erro do potenciometro = 247 volts/rad
K, = ganho do amplificador = 10 volts/volt

R, = resisténcia do enrolamento de campo = 2 ohms
L; = indutancia do enrolamento de campo = (1. henr
iy = corrente de enrolamento de campo. amperes
€, = 1ensao de campo aplicada, volts
K, = constante de torque do motor = 0,05 Newton-m amperes
n = relagio de engrenagem = 1/10
J = momento equivalente de inércia do motor & carga referido ao eixo do
motor = 0,02 kg-m?
[ = coeficiente de fric¢do-viscosa equivalente do motor e carga referente ao eixo do
motor = 0,02 Newton-m/rad/s

Desenhe um diagrama de blocos do sistema. Determine afuncaode transferénciade cada
bloco. Finalmente. simplifique o diagrama de blocos.

Solugao. As equagdes que descrevem a dinimica do sistema sa0 as seguintes:

Para o detector de erro potenciomérrico:

E@) = K\[R6) = Co)1 = 2Rre) - c(s) “81)
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.

-
I, = constante

=
- |
| —
Fig. 4.49 Servomecanmsmo de posicio.
FPara o amplificador:
E/(s) = K,E(s) = 10E(s) (4.82)

I | £, | e |
AN 24 |E_ .~ &l 125 . ¢
Y, | s *"‘”| s0,05s +Ms +1) | 10
(gl
RS 191 c
3 s{s+1)(s+20)
(b)

Fig. 4.50 (a) Diagrama de blocos do servomecanismo de posigao indicado na Fig. 4.49; (b)
diagramas de blocos simplificado.

155



Para o motor controlado por campo: Da Eq. (4.52). verificamas que

L.
Eis) " s(Tes + 1N Tps — 1)

onde
K, = R_f:j_r = i—gz%‘ﬁ = 1,25 rad volt-s
T ‘%f =91 — o055
e j{— = ng—; =1s
Portanto,
g‘% = @,OTIEW'—_IJ (4.83)

Das Eqs. (4.81), (4.82) ¢ (4.83), obtemos o diagrama de biocos indicada na Fig. 4.50(a).
Uma simplificagao do diagrama de blocos da Fig. 4. 500z resulta na Fig. 4.50b).

Problema A.4.13 Nos sistemas de controle realimentados sao utilizados geradores c.c. a fim
de produzir-se uma grande amplificagio de poténcia. (Amplificadores a valvula. amplificado-
res transistorizados etc. nio sao convenientes para utilizagao no controle direto de um motor

R; = resisténcia do enrolamento de campo do gerador ¢ ¢ ohms

L, = indutancia do enrolamento de campo do gerador ¢.c.. henrys

iy = corrente do enrolamento de campo do gerador c.c - amperes

¢y = tensao de enrolamento de campo aplicada do gerado- ¢, volis
R, = resisténcia do enrolamento de armadura. ohms
L, = indutancia do enrolamento de armadura. henryvs

i, = corrente do enrolamento de armadura. amperes

¢, = lensio gerada na armadura. volts

t, = velocidade constante do gerador c.c.. rad/s

Iy = corrente de campo do motor c.c. lconstante . amperes

ey, = forga-contra-eletromotriz, volts

# = deslocamento angular do eixo do motor, radianos

T = torque fornecido pelo motar. N-m

J = momento de inércia do motor e carga referidos 4o eixo do motor. kg-m?
[ = coeficiente de fricgdo-viscosa do motor e da carga referidos ao eixo do motor.

N-m/rad/s

O gerador ¢ girado com uma velocidade constante #,. A tensao gerada na armadura Tt

determinada pela tensio eraplicada ao campo do gerador. Deduza a funcao de transferéncia
entre f e .

Solugaon. As equagdes para este sistema sao

di,

L_f‘_f}" = R_rf, =.er (484)
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Saica oo

gerador Armadura
Velocidace I ' | ; 1 1
constante | B | S r|]
Motar | —, | | Motor | L}
nal —— Geragor | ——=] |
convencional \/ / I

! ce
| | -
Enrolamento ge campo

(Amolificador) [tensao constante|

Sinal ge erro
(ol
.'Qr ﬁn Ly ,
S VVv— N‘L‘A '} f
) i el i
l = W e S
Er ..f% | | &g L 7]
E Iy N \ 1" / 1
il 13
o—1 I 1 I 3 .
$ i, = constlante
. \> :
Velocidade g
constante |
o -G;r;;n_r_;.c. Motor c.c controlado por armadura
(&)

Fig. 4.51 (a) Um sistema gerador-motor ¢ ¢.: (b) diagrama esguematico.

€a = KS:WS
onde K € uma constante e ¥, € o fluxo no entreferro de ar. Desde que a corrente no
enrolamento de campo e o fluxo no entreferro de ar sio proporcionais e f, € uma constante, e,
pode ser escrito

.= K,i (4.85)

° E

onde K, é uma constante. Eliminando i, das Eqgs. (4.84) e (4.85). obtemos

Lr dT? ] R_,ré', = K’.ff

157



A fungio de transferéncia entre a tensio gerada na armadura ¢ , € a tensao no enrolamento e é
entao

E(s) K, (4.86)
Eﬂ.ﬂ. L:‘!’ = R_?r

Nomotorc.c. controlado por armadura. & armadura ¢ energizada pela saida do gerador e
a corrente de campo e mantida constante. A fungao de transferencia entre # e ¢, fol obuda na
Segdo 4.5 e resultou na Eq. (4, 42). Reescrevendo-a.

Ois) K i
Es) = L5t — (Lof — RiJ%s — Rof — KK

(4.87)

Portanto. a fungio de transferéncia entre # e ¢ ¢ obtida a parur dus Eqgs. (4.86) e (4.87) como

Qi) KK,
ENs) (L — Rpsilds — (Laf — Ralps — Ryf — KK (4.88)

A indutancia L, no circuito de armadura normalmente € pequena e pode ser desprezada.
Se L, ¢ desprezada. entao & fungao de transferéncia dada pela Eq. (4.88) reduz-se a

Os) Kol
Efs) ST = 1)Tps — 1)

onde

K, = K,/R; = constante de ganho do gerador
T, = L/R;= constante de tempo do gerador
K, = K{Rs + KK,) = constante de ganho do motor

T, =RJIR,f - KK,) = constante de tempo do motor

Problema A.4.14 Considerando pequenos desvios em relagio 4 operagao em regime esta-
cionario, desenhe o diagrama de blocos do sistema de aguecimento de ar indicado na Fig.4.52.
Suponha que 4 perda de calor para 0 ambiente e a capacitancia termica das partes metalicas do
aquecedor sao despreziveis.

Solugao. Vamos definir

temperatura em remme estacionario do ar na aberiura de entrada, *C
lemperalura em regime estacionano do ar na abeniura de saida. °C

taxa de fluxo de ar através da cdmara de aquecimento, kg/s

ar conudo na camara de aquecimento, kg

calor especifico do ar, cal/kg °C

resisténcia térmica. °C sfcal

capacitancia térmica do ar contido na camara de aguecimento = Mc, cal/°C
entrada de calor em regime estacionario. cal/s

LI A [ e

TAaxe TS

Vamos supor que a entrada de calor seja subitamente variada de HparaH+hea
temperatura de ar na abertura de entrada seja subitamente variada de @, para®, + 6,. Entdo, a
temperatura do ar na abertura de saida sera variada desde @, para @, + 6,.

A equagdo que descreve o comportamento do sistema €

Cdl, = [k~ GelB, — ;)1 dr
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‘ H + h cal/s o485
ae | MY
-~/ Aquecedor |
e I

Fig. 4.52 Sistema de aquecimenio de ar.

ou
40
C_&TG =h— Gelf, — 6.
Notando que
1
Ge = 'R—
obtemos
dgg — 1 \
C—&;r— =h - ‘E(& — 60]
ou
df,
RC? ".'6g=Rh—:—9..

Cons!de_randc as transformadas de Laplace de ambos os membros desta dltima equUacao e
substituindo a condigao inicial §,(0) = 0. obtemos

0u(s) = R — HO) ~ a7

O diagrama de blocos do sistema correspondente a esta equagao ¢ indicado na Fig. 4 53

8;{5:’ _ 1
T RCsH)
Hls) R - 8,(s)
RCs+1 Y

Fig. 4.53 Diagrama de blocos do sistema de aguecimento de ar indicado na Fig. 4.52.
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Problema A.4.15 Considere uma vanagaoem um gas ideal desde um estado representado por
(i, vy 7)) até o estado representado por (p.. vy, T,). Se considerarmos a temperatura
constante em T porém variando a pressio desde p, até Pz entao o volume do gas vanarade
para v’ de modo que

Dy = par’ (4.89)

Considere agora 4 pressio constante., porém varie a temperatura para T,. Entdo o volume do
gas atinge t,. Portanto.

'T = % (4.90)

1 -
Eliminando « * entre as Egs. (4.%9) e (4.90). obtemos

1t Pavsz,

1

il

Isto significa que. para uma guantidade fix: de gas. independente de qual vanagao fisica
ocorra. py/T sera constante. Podemos portanto escrever

pr = kT
onde o valor da constante & depende d quantidade e natureza do gas considerado.
Tratando-se de sistemas com gas verifica-se ser conveniente trabalhar em quantidades
molares desde que | mol de qualquer gas contém o mesmo numero de moléculas. Conseqlien-

temente | mol ocupa o mesmo volume se medido sob as mesmas condigoes de pressao e
lemperaturas.

Se considerarmos | mol de um gas, entao

pt = RT (4.91)

O valor de R ¢ 0 mesmo para todos os gases sob quaisquer condigoes. A constante R é
denominada constante universal dos gases, Na condigio de pressao e temperatura padroes
(istoe.0°Ce 1 atm), 1 kg-mol de qualquer gas ocupa 359 ft", (Porexemplo, a0°Ce 14,7 psia o
volume ocupado por 2 b de hidrogénio. 32 Ib de oxigénio ou 2% Ib de nirogénio é o mesmo,
359 ft*.) Este volume é chamado volume molar e ¢ denotado por .

Obtenha o valor da constante umiversal dos gases,

Solugao. Substituindop = 14.7 Ib/in®.7 = 359 ft?/lb-mol e T = 4929R na Eq. (4.91). obtemas

R 147 x 144 » 359
o 492

1.545 ft-lb/mol °R

1.987 Btu/lb-mo] °R

1l

Problema A.4.16 O peso molecular de uma substancia pura € o peso de uma molécula da
substancia comparado com o pesode um atomo de oxigénio, que é considerado como 16. Isto
€, 0 peso molecular do dioxido de carbono (CO)E 12+ (16 x 2)=44. Os pesos moleculares
do oxigénio (molecular) e do vapor de agua sao 32 e 18, respectivamente.

Obtenha o volume especifico de uma mistura que consiste em 100 ft* de oxigénio, 5 ft* de
dioxido de carbono e 20 ft® de vapor de agua. Suponha que a temperatura e a pressao sejam
T0°F e 14,7 psia. respectivamente,
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Solugao. O peso molecular medio da mistura €

M= (32399) (a4 x 3) - (18 x ) =256+ 176+ 2,88 = 3024

125 125 125
Portanto.
_RT
= M P
1545 » 530

1845 > 330 _ ,aepnp
= 3037 5> 137 14 — 1281t

Problema A.4.17 O valor da constante dos gases para qualquer gas pode ser delcrmma_do a
parur de observagoes expenmentas precisas dos valores simultancos dep. v e 7. )

Obtenha a constante do gas R, pura o ar. Note que a 32°F e 14.7 psiao volume espe_c___aﬁm
doare 12.39 ft¥/lb. Entdo abtenha a capacitancia de um recipiente de pressao com 20 ft’ que
contem ar a 160°F. Supor que o processo de expansiao e 1solérmico.

Solucao

pr 147 » 144 » 12,39
Re=F="Zg—33

= 53,3 fr-Ib/lb °R

Refenndo-se a Eq. (4.64). a capacitancia de um recipiente de pressio de 20 fi* é-

v 20
C= T X 53,3 X 620

= §08.x: 10 s

Problema A.4.18 Considere o sistemaindicado na Fig. 4.54. Obtenha a funcio de transferén-
cia em malha-fechada His)/Qls).

Solucao. No sistema dado. ha apenas um caminho direto que ligaaentrada Qs e asaidaHis).
Portanto.

1 1 1
P =R T
Qs o—

Fig. 4.54 Grafico de fluxo de sinal de um sistema de controle.
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Ha trés lagos individuais. Portanto, Problema B.4.2 Obtenha a fungao de transferéncia de cada um dos (rés sistemas mecanicos

indicados na Fig. 4.56. Nos diagramas. 1, denota o deslocamento de entrada e x, denota o

) = d 1 deslocamento de saida. Suponha gue os sistemas sejam a parametros concentrados (sem
: 15 R, massa distnbuida) e gue o efeite de carga na saida e desprezivel
I 1
Fope it 5
2 C.s R,
_ 1 1 S
S ]
o I 1 Y
¢, - X x
Olago L, ndo toca o lago L,. 10 lago L, toca o lage L, e o lago L. 10ca o lago L;.) Portanto. o e "é
determinante A e dado por
A'—l'—fL;“TLg——ijT(L]L;] = =
TR AN . | -
T " TRCs T RiCys " RiCx RGR.CH |- '
e fo Z
Desde que todos os trés lagos tocam o caminho direto P, removemos L,. L,eL,de A e ¢, . !
calculamos o cofator A, como segue: e #s g
- |
Ay =] |
. 1 f -.IF B A
Portanto obtemos a fungéo de transferéncia em malha-fechada como segue: o
o (B}
H(s) _ P, A,
Qts) A
1 W
_ R]CI C:S: | t
- 1 — ! i 1 . l = 1 | X,
R Cis  R.Cis ' R Cys ™ R,CR,C,5°
E— ; R:
RiC R, Cos* + (RIC, — R.C. — RiCyps + 1
PROBLEMAS
Problema B.4.1 Obtenha as fungdes de transferénziz dos sistemas mecanicos indicados nas
Figs. 4.55(a) e (b). Obtenha também os analogos eietricos dos sistemas mecanicos.
L]
,—a-— x (Saida) — x (Salda)
\\1 i /// /)
N :
k ¥ ey k2 fel
m — u(t) (Forga ?—-’W\N—MM..— m — u(t) (Forga_
§ de entrada) N - de entrada) Fig. 4.56 Sistemas mecénicos.
N 3 N TR
Sem fricgéo Sem fricgao
(a) (b)
Fig. 4.55 Sistemas mecanicos 3 Problema B.4.3 Obtenha as fungoes de transferéncia dos sistemas indicados nas Figs.

4.57a). (br e (c).
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b owi
whe
or

X {g] O

I ¢ - @ ¥{s)

h)
Yig}

Xis:

Fig. 4.57 Grafico de fluxo de sinal de sistemas.

Problema B.4.4 Mostre que os sistemas indicadoes nas Figs. 4.58(a) ¢ (b} sBo sistemas

?géiog?s, {Mostre gue as fungdes de transferéncias dos dois sistemas possuem a mesma
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o

A,
&

&

fnl

(p3

Fig. 4.58 ta) Sistema eiétrico: (b} andlogo mecanico do sistema elétrico.

Problema B.4.8 Deduzas s fungso de transferéncia da rede elétrica mostradu sz Fig, .56
Deseahe um diagrama esquematico de uma rede mecanica cguivalente,

L1

o Y

I

|

Fig. 4.89 Rede eiétrica.

et

Fig. 4.60 Rede mecinica.
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Problema B.4.7 Obtenha a fungio de transferéncia @(s)/E4s) do mator c.c. comrclfadu por
campo indicado na Fig. 4.61. No sistema. suponha que J= 0.5 Ib-ft-s2. = 0.2 Ib-ft/rad/s. e
K. = constante de torque do motor = 27.4 Ib-ft/amp.

120 ohms
| ’/-'r'¢= const = 12 omperes
LA .

e 20 = -, |

= = = -
\ ] '
( \‘:/ g
|

- |:—-+—'1

W

Fig. 4.61 Motor ¢ .c. controlado por campo.

Problema B.4.8 Desenhe um diagrama de blocos do sistema de controle indicado na Fig:
4 62. Suponha que as fungoes de transferencia do detecior de erro synchro € do ampil_ﬁcado'r
sejam constantes (K, e K, respectivamente) e a fungao de transferéncia do motor mais carga

seja
T Ce_ K
Efs)  s(Ts+1)

Transmissor Transtormador
de controie de controle
&
=
g \,

Tacémetro

Fig. 4.62 Sistema de controle,
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O coeficiente de realimentagio de velocidade € K. A relacadode engrenagemén = N,[N,< |,

Problema B.4.9 Considere o sistema de nivel de liquido indicado na Fig. 4.27(a). Supondo
que A = 10 1,0 = | fi¥/s e que a area da se¢ao transversal do tanque € igual a 5 ft*. obtenha
@ constante de tempo do sistema no ponto de operagao (H, Q).

Problema B.4.10 Obtenha a capacitancia do recipiente de pressao que contem 2.500 in*dear
a 100°F ¢ 34.7 psia, Suponha gue o processo de expansdo € 1Solermico.

Problema B.4.11 Obtenha a funcio de transferéncia do sistema de pressao de ar indicado na
Fig. 4.63(a). Suponha que p, € a entrada e p, é asaida. O volume dorecipiente e 5 in’ e a curva
Ap versus fluxo € fornecida na Fig. 4.63(b). A temperatura do ar ¢ 75°F e supoe-se que 0
processode expansaodoare 1sotermico. Suponha que a pressaode operagao Ap =p, — e~
10 Ibfin® (Use uma resisténcia media.)

Ti=15"F
A m Pz |
//... |
By
{a)
A
f=
3
= g
o
Q
|
a
I
o
<]
0 5x107°
Fluxo (Ib/s)
(bl

Fig. 4.63 (a) Sistema de pressao: (b) curva Ap versus fluxo.

Problema B.4.12 Obtenha a fungdo de transferéncia do termometro indicado na Fig. 4.64.
Obtenha um analogo elétrico do termometro.

Termdmetro

Fig. 4.64 Sistema termométrico.

+— Banho
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Lo ouieiiE BaG S Um termopar possul uma constante de tempo de 2 segundos. Um reci_pieme
[Ermico possui uma constante de tempo de 30 segundos, Quando o termopar € mserdo no
recipiente, este dispositivo de medida de temperatura pode ser considerado um sistema com
dupla capacidade,

Determine as constantes de lempe do sistema conjunto lermopar-recipiente €rmico.
Suponha que o peso do termopar € (.5 0z e 0 pesa do recipiente térmico é 3.7 oz Suponha
lambem que os calores especificos do termopar e do recipiente térmico sejam os mesmos,

Problema B.4.14 A Fig. 4.65 representa um diagrama de blocos de um sistema de controle de
velocidade de uma maquina. A velocidade ¢ medida por um conjunto de volantes. Desenhe
um diagrama de fluxo de sinal para este sistema.

Disturbio
de carga
Velocidade Nig Velocidade
de referéncia real
5 ] . 5
100% I} oS 10 Cls)
52 4 (405 +i00% Cls ++ bl 20s +1
- S =S| L
e
Volantes Servo- Maquina

hidraulico

Fig. 4.65 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade de maquina.
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5

Acoes de
Controle
Basicas e
Controles
Automaticos
Industriais

5.1 INTRODUCAOQ

Um controlador automatico compara o valor real da saida do processo com o
valo( desejado. determina o desvio. e produz um sinal de controle que reduz o
desvm‘a_ um valor nulo ou muito pequeno. A maneira pela qual o controlador
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Classificacao de controladores automaticos industriais. Os controladores au-
tomaticos industriais podem ser classificados de acordo com a agao de controle
como
. controladores de duas posigoes ou liga-desliga (on-off)

. controladores proporcionais

. controladores do tipo integral

. controladores do tipo proporcional-mais-integral

. controladores do tipo proporcional-mais-derivativo

. controladores do tipo proporcional-mais-derivativo-mais-integral

A maioria dos controladores automaticos industriais utilizam a eletncidade ou
fluido pressurizadc. tal como oleo ou ar, como fontes de poténcia. Os controladores
automaticos tambem podem ser classificados de acordo com o tipo de potencia
empregado na operagao. tais como controladores pneumaticos. controladores hi-
draulicos ou controiadores eletromcos. Qual dos tipos de controlador utilizar deve
serdecidido pela natureza do processo e condicoes de operagao. incluindo conside-
ragoes como seguranga. custo. disponibilidade. precisao. confiabilidade. peso e
dimensao.

O ta B L b

Elementos de controladores automsticos industriais. Um controlador automa-
tico deve detectar o sinal erro atuante, que € normalmente de baixo nivel de
poténcta. e amplifica-lo a um nivel suficientemente alto. Portanto. é necessano um
amplificador. A saida do controlador automatico é ligada a um dispositivo de
potencia. tal como um motor ou valvula pneumatica. um motor hidraulico ou um
motor elétrico.

Detector de erro

Entrada de /!

reteréncia o Para atuador
Amplificador |—

Erro atuante

—_——

| Elemento Da planta
de medida T

Fig. 5.1 Diagramadz plocosde um controlador automatico industrial e elemento de medida.

A Fig. 5.1 mostra um diagrama de blocos de um controlador automatico
industrial conjuntamente com um elemento de medida. O controlador consiste em
um detector de erro e amplificador. O elemento de medida ¢ um dispositivo que
converte a varidvel de saida em uma outra variavel conveniente. tal como um
deslocamento, pressao ou sinal elérico que pode ser usada para comparar a saida
em relagao ao sinal de entrada de referéncia. Este elemento é o ramo de realimenta-
¢do do sistema em malha-fechada. O ponto de ajuste do controlador deve ser
convertido em uma entrada de referéncia com as mesmas unidades do sinal de
realimentagao na saida do elemento de medida. O amplificador amplifica a poténcia
do sinal erro atuante. o qual por sua vez opera o atuador. (Na maioria das vezes. sdo
usados um amplificador junto com um circuito de realimentagéo conveniente para
operar o sinal erro atuante por amplificagio e algumas vezes por diferenciacao e/ou
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integracao a fim de produzir um melhor sinal de controle.) O atuador é um elemento
gue altera a entrada para o processo de acordo com o sinal de controle. de modo que
o sinal realimentado possa ser comparado com o sinal de entrada de referéncia.

Controladores auto-operados. Em muilos controladores automaticos indus-
triais sao utilizadas unidades separadas para o elemento de medida e para o atuador.
Em uma forma mais simples, entretanto. tal como em um controlador auto-opera-
do. estes elementos sdo montados em uma unica unidade. Controladores auto-ope-
rados utilizam a poténcia desenvolvida pelo elemento de medida e sdo muito
simples e baratos. Um exemplo de um controlador auto-operado ¢ mostrado na Fig.
5.2, O ponto de ajuste ¢ determinado pelo ajuste da forca na mola. A pressio
controlada ¢ medida pelo diafragma. O sinal erro atuante € a forga atuante liquida no
diafragma. Sua posi¢ao determina a abertura da valvula.

Ponto
de ajuste

Diafragma

Va.i\ruls

Fig. 5.2 Controlador auto-operado.

A operacio do controlador auto-operado € 4 seguinte: Suponha que 4 pressao
de saida € menor do que a pressao de referéncia, determinada pelo ponto de ajuste.
Entao. a forga da mola para baixo & maior do que a forga de pressao para cimat.
resultando em um movimento para baixo do diafragma. Isto acarretd um uumento
dd taxa de fluxo e aumento da pressiao de saida, Quando a for¢a de pressao para
cima € igual a forga da mola para baixo. a valvula permanece estaciondiria e 4 taxa de
fluxo € constante. Inversamente. se a pressdo de saida é maior do que & pressao de
referéncia. 4 abertura da vilvula torna-se menor e reduz 4 taxa de fluxo atraves da
abertura da vélvula. Este controlador auto-operado € muito usado para controle de
pressdo de agua e gas. Neste controlador, a taxa de fluxo através da abertura da
vélvula ¢ aproximadamente proporcional ao sinal erro atuante.

Acoes de controle. As seis agbes de controle basicas seguintes sao muito
comuns entre os controladores automadticos industriais: duas posigoes ou on-off.
proporcional. integral. proporcional-mais-integral, proporcional-mais-derivativa e
proporcional-mais-derivativa-mais-integral. Estas seis agoes de controle serdo dis-
cutidas neste capitulo. Note que € necessdrio um entendimento das caracteristicas
basicas das varias agoes para que o engenheiro de controle possa selecionar a mais
convenienle em sua particular aplicagao.
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Acdo de controle de duas posicoes ou liga-desliga (on-off). Em um sistema de
controle de duas posicoes, o elemento atuante possui apenas duas posicoes fixas
que sdo. em muitos casos. simplesmente ligado e desligado (do inglés, on-off). O
controle de duas posigdes € relativamente simples e barato e. por esta razao.
extremamente utilizado tanto em sistemas de controle industriais como domesti-
cos,

Considere o sinal de saida do controlador m({) e o sinal erro atuante e(t). Em
um controle de duas posigées. o sinal m(r) permanece ou em um valor maximo ou
em um valor minimo, dependendo de o sinal erro atuante ser positivo ou negativo.
de modo que

m(t) =M, parae(t)>0
=M, parae(r) <0

onde M, e M, sdo constantes. O valor minimo M. usualmente ou ¢ zero ou — M yi 05
controladores de duas posi¢des geralmente sido dispositivos elétricos, e uma val-
vula operada por solenoide elétrico € extensivamente usada nestes controladores
Controladores proporcionais pneumaticos com ganhos muito altos atuam como
controladores de duas posigoes e sao muitas vezes denominados controladores de
duas posicoes pneumaticos.

,As Figs. 5.3(a) e (b) mostram os diagramas de blocos para controladores de
duas posicaes. O intervalo atraves do qual o sinal erro atuante deve mover-se antes
de ocorrer o chaveamento € denominado intervalo diferencial. Um intervalo (eap)
diferencial ¢ indicado na Fig. 5.3(b). Este intervalo diferencial faz com que a saida

lal

Histerese
diterencial

(b)

Fig. 5.3 (a) Diagrama de blocos de um controlador liga-desliga; (b) diagrama de blocos de um
controlador liga-desliga com histerese diferencial.
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do controlador m(t) .mantenha seu valor presente até que o sinal erro atuante
tenha-se movido ligeiramente além do valor zero, Em alguns casos. o intervalo
diferencial ¢ um resultado de friccao e perda de movimento nao intencionalmente
introduzido no sistema; entretanto, normalmente ¢ intencionalmente colocado de
modo a prevenir uma operagio fregiiente demais do mecanismo on-off,

Considere o sistema de controle de nivel de hquido indicado na Fig. 5.4. Como
controle de duas posigdes, a valvula ou estd aberta ou estd fechada. Conseguente-
mente & taxa de fluxo de entradz de agua ou e uma constante positiva ou € zero.
Conforme indicado na Fig. 5.5, o sinal de saida move-se continuamente entre os
dois limites exigidos de modo & fazer com gue o elemento atuante mova-se de uma
posicao fixa para outra. Note que a curva de saida segue uma de duas curvas
exponencials. uma correspondendo & curva para encher e a outra correspondendo i
Curva para esvaziar. Esta oscilagao da saida entre dois limites ¢ uma caracteristica
de resposta tipica de um sistema sob controle de duas posicoes.

jull
15y
—_—
q.i
4 _~Boia

L]
T i Ll

Fig. 5.4 Sistema de controle de nivel de liquido.

Da Fig. 3.5 verificamos que & amplitude da oscilagio de saida pode ser
reduzida diminuindo-se o intervalo diferencial. Isto. entretanto. aumenta o numero
de operagoes da chave. ligando-a e desligando-a por minuto. e reduz a vida itil do
componente. O) tamanho do intervalo diferencial deve ser determinado a partir de
consideragoes relativas & precisdo exigida e & vidado componente, Analises poste-
riores de sistemas de controle com controladores de duas posi¢oes sao deixadas
para o Cap. |1

nit)k

Histerese
\ | diferencial
vy ./

|
L
Vm -

Fig. 5.5 Curva de nivel h(t) versus ¢ para o sistema indicado na Fig. 5.4.
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Acido de controle proporcional. Para um controlador com acdo de controle
proporcional, arelagao entre asaida do controladorm(1) e osinal erro atuantee(r) ¢

m(r) = K elr)
ou. em transformada de Laplace.

E(s) ?
onde K, é denominado sensibilidade proporcional ou ganho. .
Independentemente do mecanismo real. ou da forma da poténcia de operagao.

o controlador proporcional ¢ essenclalmente um amplificador com um ganho ajus-
tavel, Um diagrama de blocos deste controlador ¢ mostrado na Fig, 5.6.

Els) Mis)

Fig. 5.6 Diagrama de blocos de um controlador proporcional,

Acdo de controle integral. Em um controlador com aagao de controle integral.
o valor da saida do controlador m(t) ¢ variado em uma taxa proporcional ao sinal
erro atuante eff;. 1sto €.

dmit) _

K,
= £l

ou
m(t) =K, [ e(t)dr

onde K, é uma constante ajustivel. A fungao de transferéncia do controlador
integral €

Mis) K
E(s) 5

Se o valorde ef(1) é dobrado, entdo o valor de m(t) variaduas vezes mais rapido. Para
erro atuante nulo. o valor de mf(r) permanece estaciondrio. A agéo de controle
integral é muitas vezes denominada controle de restabelecimento (reset). A Fig.5.7
mostra um diagrama de blocos deste tipo de controlador.
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Els) K, Mis)
+ —_——
Q_Q s

Fig. 5.7 Diagrama de blocos de um controlador integral.

Acaode c9ntrole proporcional-mais-integral. A acao de controle de um contro-
lador proporcional-mais-integral € definida pela seguinte equacao:

_ K [
m(t) = K e(t) + T J-n e(r) dr

ou a fungao de transferéncia do controlador &

5o =5+ 1)

onde K, representa a sensibilidade proporcional ou ganho e T, representa o tempo
integral. Tanto K, como T, sao ajustaveis. O tempo integral ajusta a agao de
contmle_ integral. enquanto uma mudan¢a no valor de K, afeta tanto a parte
proporcional como a parte integral da agao de controle. O inverso do tempo integral

Eis) | Ke(1+T;s)

M(s) elt]
—

Degrau unitaric

o
-1

(a) (b

mit)h

2K,

Ko

(c)

Fig. 5.8 (a)Diagrama de blocos de um controlador proporcional-mais-integral; (b) e (c)
diagramas indicando a entrada com degrau unitario e a saida do controlador.
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Fig. 5.9 (a) Diagrama de blocos de um controlador propnrcmnu]-mms-derivam'o; (b} e (c)
diagramas ind:cando u entradi em rampa unitaria e a saida do controlador.

T,,é denominado taxa de restabelecimento (resef). A laxa de restabelecimento € 0
numero de vezes por minulo que a@ parte proporcional da agao de controle €
dqphcada. A taxa de restabelecimento é medida em termos de repeligoes por
minuto. A Fig. 5.8(a) mostra um diagrama de blocos de um controlador proporcio-

nal-mais-integral. Se o sinal erro atuante e({) € uma fungio degrau unitario. como

l;ngsn}'ado na Fig. 5.8(b). entdo a saida do controlador m(t) é a indicada na Fig.
5.8(c).

Aciio de controle proporcional-mais-derivativa. A agdo de controle de um

controlador proporcional-mais-derivativo € definida pela seguinte equagao:

de(r)

m() = K,e() + K, T
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¢ a funcao de transferéncia ¢

M) v
£G) K,( T,5)
onde K representa a sensibilidade proporcionale T4 represent o tempo denvatvo.
Tanto K, como T4 sa0 ajustavels. A agao de controle derivativa, algumas vezes
denominada controle de taxa. ¢ onde a magnitude da saida do controlador €
proporcional & taxa de variagao do sinal erro atuante. O tempo derivativo T, € 0
intervalo de tempo pelo qual & agao de taxa avanca o efeito da acao de controle
proporcional. A Fig. < 9(4) mostra um diagrama de blocos de um controlador
proparciuna]—maib—derivalivo. Se o sinal erro atuante e(f) ¢ uma fungao rampa
unitaria conforme mostrado na Fig. 5.9(b), entao saida do controlador mir) e @
indicada na Fig. 5.9tc). Como pode ser visto da Fig. 5.9(c). a agao de controle
derivativa tem um carater antecipatorio. De fato. entretanto. a agao de controle
derivativa nunca pode antlecipar uma agao que ainda nao ocorreu.

Enquanto 4 agao de controle derivatlva possul a vantagem de ser antecipalor.
tem as desvantagens de amplificar os sinais de ruido e causar um efeitode saturagao
no atuador.

Fls) | K14Tis+T Tys®) | Mis)

17T B

(a)

elflh Rampa
| unitaria

5

R

o] '
()
Agao de
mit)p conirole PDI ’,”

- -

I’J N ,I”
.*"\Agao de

w? controle PD

(Somente prop.)

~y

(c)

Fig. 5.10 (a) Diagrama de blocos de um controlador proporciona]—mais-denvauvo-mais-

integral; (b) e (c) diagramas indicando a entrada em rampa unitiria e a saida do controlador.
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Note que a agao de controle derivativa nunca pode ser usada sozinha porque
esta acio somente € efetiva durante os intervalos de tempo correspondentes a
transitoros.

Acao de controle proporcional-mais-derivativa-mais-integral. A combinagao
da acao de controle proporcional. acéo de controle derivativa e agdo de controle
integral é denominada acdo de controle proporcional-mais-derivativa-mais-inte-
gral. Esta acdo combinada possui as vantagens de cada uma das trés acoes de
controle individuais. A equagio de um controlador com esta agédo combinada €
dada por

de(r)
dr

m(t) = K,e(t) = K, T, ; %ﬁ |u e(t) dt

ou a fungao de transferéncia é

A_g((;i_))zxy(l—:f}s‘i‘ ;3_5)

onde K, representa a sensibilidade proporcional. T, represents o tempo derivativo e
T, representa o tempo integral. O diagrama de blocos de um controlador proporcio-
nal-mais-derivativo-mais-integral € mostrado na Fig. 5.10(a). Se e(t) € uma fungio
rampa unitaria conforme mostrado na Fig. 5.10(b). entio a saida do controlador
mit) é a indicada na Fig. 5.10(c).

Efeitos do elemento de medida no desempenho do sistema. Desde que as carac-
teristicas estdtica e dinamica do elemento de medida afetam a indicagdo do valor
real da variavel de saida. o elemento de medida representa um papel importante na
determinagio do desempenho global do sistema de controle. O elemento de medida
normalmente determina a fungao de transferéncia no ramo de realimentagao. Se as
constantes de tempo do elemento de medida sdo suficientemente pequenas. compa-
radas com outras constantes de tempo no sistema de controle. a fungdo de transfe-
rencia do elemento de medida simplesmente torna-se uma constante. As Figs.
3.1la). (b) e (¢) mostram diagramas de blocos de controladores automaticos
contendo um elemento de medida de primeira-ordem. de segunda-ordem sobrea-
mortecido e segunda-ordem subamortecido. respectivamente. A resposta de um
elemento de medida térmico é normalmente do tipo de segunda-ordem sobreamor-
tecido.

Diagramas de blocos de sistemas de controle automatico. Um diagramade bloco
de um sistema de controle automatico pode ser obtido pela ligagao da planta ao
controlador automatico. como mostrado na Fig. 5.12. A realimentacéo do sinal de
saida é obtida pelo elemento de medida. A equagao relacionando a variavel de saida
C(s) com a entrada de referéncia R(s) e a variavel de disturbio N(s) pode ser obtida
como segue:

G,(5)Gy(s)
7 6,(5)G4)HG)

R(s) - Gy(s) N(s)

C(s) = T5G,05)G,(5)H(5)
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Fig. 5.11 Diagramas de blocos de controladores automaticos com (a) elemento de medida de
primeira-ordem: (b) elemento de medida de segunda-ordem superamortecido; (¢) elemento de

medida de segunda-ordem subamortecido.

\ Controlador automéatico —‘ N(s)
I 53 (s}

Planta

H(s) =

Fig. 5.12 Diagrama de blocos de um sistema de controle.
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Nos sistemas de controle de processos. usualmente estamos interessados na
resposta ao disturbio Nfs). Em servomecanismo. entretanto. & resposta a uma
entrada de referencia Ris) ¢ de maior interesse. Iremos apresentar a analise da
resposta do sistema em relagio a variagoes nos disturbios e na carga na Segao 5.4.
A resposta do sistema em relagiio a variagoes na entrada de referencia sera estu-
dada em detalhes no Cap. 6.

5.2 CONTROLADORES PROPORCIONAIS

Nesta se¢ao. ilustraremos o fato de que controladores proporcionais utilizam o
principio da realimentagio negativa neles proprios. Forneceremos uma diseussao
detalhada do principio pelo qual operam os controladores proporcionais. conside-
rando um controlador pneumatico, Mostraremos entio gue o mesmo principio
aplica-se a controladores hidraulicos e eletronicos. Atraves desta discusséo. dare-
mos maior énfase aos principios fundamentais do que & detalhes da operagao de
MECanismos reais.

Sistemas pneumaticos. Controladores pneumaticos de baixa pressao tém sido
desegvolvidos para sistemas de controle industriais e extensivamente usados em
processos industriais, As razdes para o amplo uso de controladores prneumaticos
sdo, principalmente. suas caracteristicas a prova de explosao, simplicidade e facili-
dade de manutengao.

Amplificadores pneumaticos bocal-haste (nozde-flapper). Um diagrama es-
quematico de um amplificador pneumatico bocal-haste (nozzle-flapper) ¢ indicado
na Fig. 5.13(a). A fonte de poténcia para este amplificador ¢ uma fonte de ar a
pressiao constante. O amplificador converte pequenas variagoes na posicao da
haste em grandes varagoes na pressiao do bocal. Portanto uma grande potencia de
saida pode ser controlada através de uma pequend poléncia Necessaria para posi-
cionar a haste (flapper).

Na Fig. 5.13(a) o ar pressurizado ¢ introduzido atraves de um orificio, e o ar €
ejetado do bocal (nozzle) para a haste. Usualmente a pressao de alimentagao P, para
este controlador ¢ de 20 psig. O diametro do orificio ¢ da ordem de 0.25 mm e o do
bocal é da ordem de 0.4 mm. O didmetro do bocal deve ser maior que o do orificio. &
fim de que o amplificador funcione apropriadamente. A haste € posicionada contra
a abertura do bocal e a pressdo no bocal P, € controladz pela distancia X haste-bo-
cal. Conforme a haste se aproxima do bocal. a oposigao para o fluxode aratraves do
bocal aumenta. resultando em um aumento da pressao P,,. Se o bocal for completa-
mente fechado pela haste. a pressao P, do bocal é igual & pressio de suprimento P,
Se a haste for distanciada do bocal. de modo que a distancia bocal-haste seja grande
(da ordem de 0.25 mm). entdo nio hd praticamente restnigao ao fluxo e a pressao Py,
no bocal possui o seu valor minimo que depende do dispositivo haste-bocal utili-
zado. (A minima pressao possivel sera a pressao ambiente P, )

Notar que. como © jato de ar empurra a haste. € necessario construir o
diametro do bocal tao pequeno quanto possivel,

Uma curva tipica relacionando a pressao P, do bocal com a distancia haste-bo-
cal X ¢ mostrada na Fig. 5.13(b). A parte descendente, quase linear, da curva é
utilizada na operagao real do amplificador haste-bocal. Como o intervalo de deslo-
camentos da haste é restrito a valores muito pequenos. & variagao na pressao de
saida também € pequena. apesar de & curva aparentar ser muito ingreme.

O amplificador haste-bocal converte deslocamento em um sinal de pressao.
Desde que os sistemas de controle de processo industrial exigem grandes poténcias
de saida para operarem grandes valvulas atuantes pneumaticas. usualmente a
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Fig. 5.13 (a) Diagrama esquematico de um amplificador p_neurnﬁiico bocal-haste: (b) curva
cardcteristica relacionando a pressao no bocal e a distincia bocal-haste,

amplificacao de poténcia do amplificador haste-bocal ndo é suficiente. Consequen-
temenle. quase sempre € empregado um relé pneumatico como amplificador de
poténcia em conexao com o amplificador haste-bocal.

Relés pneumaticos. Em um controlador pneumatico przil'ico. um gir_npliﬁcador
haste-bocal atua como primeiro-estagio amplificador e um relé pneumatico como o
segundo-estagio amplificador. O rele pneumatice € capaz de operar com uma
grande quantidade de fluxo de ar. R _

Um diagrama esquematico de um relé pneumatico € indicado na Fig. 5.14(a).
Conforme a pressao no bocal P, aumenta, a valvulade bola ¢ for¢ada para a posi¢ao
inferior. diminuindo a pressao de controle £.. Um relé deste tipo € denominado relé
de agao reversa. ) o

Quando a vilvula de bola estd na posigdo supenor, a abertura atmosférica ¢
fechada e a pressio de controle P, torna-se igual _;‘1 pressio de suprimento P
Quando a vélvula de bola estd na parte mais inferior de sua posicao, ela feci‘w
completamente o suprimento de ar e a pressao de conl;’olc P.cal para a pressio
atmosférica. A pressao de controle P, pode entao ser variada desde o numero 0 psig
até a pressio total de suprimento. usualmente 20 psig.
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Fig. 5.14 (a) Diagrama esquematico de um relé tipo-sangna: (h) diagrama esquematico de um
rele tipo sem sangmia.

O movimento total da vdlvula de bola entre as posicoes mais mferior e mais
superior € muito pequeno (da ordem de 0.25 mm). Em todas as posicoes da vélvula
de bola. exceto na posigao mais SUpEnor. 0 ar conlinua a escapar para a atmosfera.
mesmo apos ser atingida a condigdo de equilibrio entre a pressao do bocal e a
pressao de controle. Por este motivo o relé mostrado na Fig. 5.14(a) é denominado
um relé tipo sangna (““escape’).

Ha um outro tipo de relé, o tipo sem sangra. Neste tipo o ar deixa de escapar
quando a condigao de equilibno € atingida e, portanto. nao ha perda de ar pressuri-
zado na operagao em estado estacionanio. Note. entretanto. que o relé tipo sem
sangria deve possuir uma saliéncia para libertar a pressao de controle P da valvula
atuante pneumatica. Um diagrama esquematico de um relé tipo sem sangria €
mostrado na Fig. 5.14(b).

Em qualquer tipo de relé o suprimento de ar é controlado por uma valvula. que
por sua vez € controlada pela pressao do bocal. Portanto, a pressao do bocal é
convertida na pressao de controle com amplificagao de poténcia.

Desde que a pressio de controle P, varia quase instantaneamente com varia-
¢oes na pressdao do bocal Py, a constante de tempo do relé pneumdtico € desprezivel
comparada com as outras constantes de tempo maiores do controlador pneumadtico
e da planta.
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Controladores proporcionais pneumaticos (tipo for¢a-distancia). Dois tipos de
controladores pneumaticos. um denominado do tipo forga-distancia e outro do tipo
forga-balango. sao extensivamente utilizados na indistria. Indiferentemente de
quao distintos os controladores pneumaticos industrials possam parecer. um es-
tudo curdadoso mostrara a grande similaridade nas fungdes do circuito pneumatico.
Neste livro consideraremos apenas os controladores pneumadticos tipo forga-dis-
tancia.

A Fig. 5.15(2) mostra um diagrama esquematico deste tipo de controlador
proporcional. O amplificador haste-bocal constitui o primeiro estagio amplificador.
e a pressao do bocal ¢ controlada pela distancia haste-bocal. O amplificador upo
rele constitui o segundo estago amplificador. A pressdo do bocal determina a
posi¢ao da valvula de mola para o segundo estagio amplificador. que € capaz de
operar com uma grande quantidade de fluxo de ar.

Na maioria dos controladores pneumaticos. € empregado algum tipo de reali-
mentagao pneumatica. A realimentacao da saida pneumatica reduz a quantidade de
movimento real da haste. Ao invés de montar a haste em um ponto fixo. como
indicado na Fig. 5.15(b). ela ¢ normalmente pivotada no fole de realimentagao,
como indicado na Fig. 5.15(c). A quantidade de realimentacao pode ser regulada
pela introducao de uma ligacao vanavel entre o fole de realimentagéo e o ponto de
conexao da haste. A haste torna-se entaoum elo flutuante. Ela pode mover-se tanto
por agao do sinal erro como pelo sinal de realimentagao.

A operagao do controlador indicado na Fig. 5.15(a) é a seguinte: O sinal de
entrada para os dois estagios amplificadores pneumaticos € o sinal erro atuante. Um
aumento no sinal erro atuante move a haste paraadireita. Esta. por sua vez. diminui
a pressao no bocal. e o fole B se contraira. resultando em um movimento para cima
da valvula de bola. 1sto acarretard um fluxo maior para a valvula pneumatica e a
pressaode controle aumentard. Este aumento causa uma expansao do fole F e move
a haste para a esquerda, fechando o bocal.

O deslocamento haste-bocal ¢ muito pequeno devido a esta realimentacao.
mas a variagao na pressao de controle pode ser grande. No caso em que o erro
atuante decresce. a pressdo no bocal aumenta e a valvula de bola move-se para
baixo. resultando em um decréscimo no fluxo de suprimento para a valvula e um
aumento na sangria para a atmosfera. Isto acarretara uma diminuigao da pressao de
controle.

E importante notar que o fole de realimentacio moveria a haste de uma
distancia menor do que aquela causada apenas pelo sinal erro. Se estes dois
movimentos fossem iguais. nao resultaria uma agao de controle.

As equagoes para esle controlador podem ser deduzidas como segue: Quando
0 erro atuante € nulo, ou ¢ = 0. e existe um estado de equilibrio com & distancia
bocal-hasteigual a X, o deslocamentodofole F € igual a Y, o deslocamento do fole B
igual a Z, @ pressdo do bocal igual a P, e a4 pressdo de controle € igual a P,.. Quando
houver qualquer erro atuante. a distancia haste-bocal. os deslocamentosdos foles F
e B, apressao no bocal e a pressao de controle desviam de seus respectivos valores
de equilibrio. Consideremos estes desvios como sendo x, ¥, Z, py. € p.. TESPECtiVa-
mente. (O sentido positivo para cada vanavel de deslocamento € indicado por uma
seta.)

Supondo que a relacdo entre a variagao na pressao do bocal e a variagao na
distiancia haste-bocal seja linear. temos

py=—Kx (5-1)
onde K, ¢ uma constante. Para o fole B,
Py =K,z =2)
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Fig. 5.15 (a) Diagrama esquemitico de um controlador proporcional pneumatico tipo forga-
distancia; (b) haste montada em um ponto fixo: (¢) haste montada no fole de realimentacgéo; (d)
diagrama de blocos do controlador: (e) diagrama de blocos simplificado para o controlador.
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onde K, é uma constante. A posicdo da valvula de bola que depende do desloca-
mento do fole B determina a pressao de controle. Se a valvula de bola for tal que «
relacao entre p, e = seja linear. entao

p: = K}‘-" (5" ]

onde K é uma constante. Das Eqgs. (5.1). (5.2) e (*.3). obtemos

K ¥
Pe= ijb = Kx (5-4)

onde K, = K,K./K.e uma constante. Para o movimento da haste. temos

O fole F age como uma mola. e vale & seguinte equacao:
Ap. = k.y (5-6)

ondeA ¢ a area efetivado fole F, ek, e a constante da mola equivalente ou s ngidez
devida a agao do lado corrugado do fole.

Supondo que todas as vanacoes nas vanavels estao dentro da faixa linear.
podemos obter um diagrama de blocos para este sistema & partir das Egs. (5.4).(5.5)
e (5.6). como indicado na Fig. 5.15¢d). Da Fig. 5.15(d). pode ser venficado clara-
mente que o controlador pneumatico mostrado na Fig. 5.15(4) e porsiso um sistema
realimentado. A funcao de transferéncia entre p, e ¢ ¢ dada por

]K,,

P{sy 2" =& 5
E(s) | _KA Ky Sl
2k

Um dmgramd de blocos simplificado e mostrado na Fig. 5.15(e). Desde quep e
sao proporcionais. o controlador pneumitico indicado na Fig. 5.15(a4) ¢ denomi-
nado um controlador proporcional pneumatico.

Note que desde que o valor de K Ak, e geralmente muito maior do que 4
unidade em controladores reais, a funcao de transferéncia dada pela Eq. (5.7) pode
ser simplificada para resultar

Ps) _ 204 _ k, 5-8
Es) " KA~ A £2<0)
2k

Como visto a partir das Eqgs. (5.7) e (5.8). o ganho do controlador proporcional
pneumatico pode ser variado amplamente pelo ajuste da ligagao conectando &
haste. [ A ligagdo conectando a haste ndo € indicadana Fig. 5.15(a).] Na maioriados
controladores proporcionais comerciais. existe um botio de ajuste. ou outro meca-
nismo para variar o ganho através do ajuste desta ligagao.
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Fig. 5.16 (a) Controlador pneumatico sem mecamsmo de realimentagao; (b) curvas Py versus
XeP, versus X.

Como foi venficado anteriormente, o sinal erro atuante moveu a hg:ste em um
sentido e o fole de realimentacao moveu a haste no sentido oposto. porém com um
deslocamento menor. O efeito do fole de realimentagao e. portanto. reduzir a
sensibilidade do controlador. O principio da realimentacao ¢ comumente usado
para obter controladores de banda-proporcional ampla. .

Os controladores pneumaticos que niao possuem mecanismos de r'eailrncmal
¢ao [o que significa que um extremo da haste € fixo. como indicado na Fig. 5.16(a))
possuem alta sensibilidade e sido denominados controladores proporcionais df;
banda estreita ou controladores de duas posigdes. Neste tipo de controlador é
exigido apenas um pequeno movimento entre o bocal e a haste a ﬁm de obter-se uma
variagdo completa desde a pressao de controle maxima até a minima. As curvas
relacionando P, com X e P, com X sfio mostradas na Fig. 5.16(b). Note que uma
pequena variacao em X pode acarretar uma grande varacao em P,. o que faz a
valvula de bola estar completamente aberta ou completamente fechada.

Vilvulas atuantes pneumaticas. Uma caracteristica de controles pneumaticos
€ que eles empregam quase exclusivamente védlvulas atuantes pneumé’uaasA Uma
vélvula atuante pneumatica pode fornecer uma grande poténcia de saida. (Desde
que um atuador pneumatico requer uma grande poténcia na entrada para produzir
uma grande poténcia na saida. € necessario que seja disponivel uma quantidade
suficiente de ar pressurizado.) Na pratica, as vélvulas atuantes pneumaticas pos-
suem caracteristicas que podem ser ndo lineares: isto é. o fluxo pode nédo ser
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diretamente proporcional a posigao da haste da valvula. e tambem pode haver
outros efeitos nao lineares. tal como histerese.

Considere o diagrama esquematico de uma vilvula aluante pneumatica indi-
cado na Fig. 5.17. Suponha que a area do diafragma ¢ A. Suponha ainda que.
quando o erro atuante € nulo, a pressao de controle é igual a P, e o deslocamento da
valvula e 1gual a X,

Pressao de controle

Fig. 5.17 Diagrama esquemitico de uma vilvula atuante pneumatica.

Na analise seguinte. consideraremos pequenas vanagoes nas variaveis e linea-
nzdaremos & valvula atuante pneumitica. Vamos definir a pequen: VAriacio na
pressao de controle e o correspondente deslocamento da vilvula como sendop,.ex,
respectivamente. Desde que uma pequena variagio na forca de pressiao pneumitica
aplicada ao diafragma reposiciona a carga. consistindo na mola, friccao-viscosa e
massd. a equagao de balango de forgas resulta

Ap. = mi — f% + kx (5-9)

onde

m = massa da valvula e haste da valvula

S = coeficiente de friccao-viscosa

k = constante da mola
Se a forca devida 4 massa e a friccao-viscosa sao despreziveis. entao a Eq. (5.9)
pode ser simplificada para

Ap, = kx
A fungédo de transferéncia entre x e p. lorna-se

Xs) _ A4 _
PG~k =K

onde X(s) = #[x] e Pds) = ¥[p.]. Se q;. a vanagao no fluxo através da vilvula
atuante pneumitica, for proporcional a x, a variagao no deslocamento da haste da
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valvula. entao,

Ods) _ K
X(s) ¢

onde Oys) = ¥[q] e K, € uma constante. A funcio de transferéncia entre giep.
torna-se

Qs""’l_ SR '
i) KK,=K,

onde K, € uma constante.

A pressao de controle tipica para este tipo de vélvula atuante pneumdtica é de 3
a 15 psig. O deslocamento da haste da valvula € limitado pelo golpe possivel no
diafragma que ¢ de poucos centimetros. Se um golpe maior for necessario. pode ser
empregada uma combinagio pistao-mola.

Em vdlvulas atuantes pneumaticas. a forca de friccao estatica deve ser limitada
aum valor baixo de modo a nac resultarem histerese excessiva, Devidoa compres-
sibilidade do ar, a agdo de controle nao pode ser positiva: isto é, deve existir um erro
na posi¢ao da vilvula de haste. O uso de um posicionador de vilvula acarreta
melhorias no desempenho de uma vdlvula atuante pneumatica.

Um diagrama esquematico de um posicionador de valvula ¢ indicado na Fig.
5.18. O principio de operagao desle dispositivo é que. se a posicdo da valvula nao
corresponder a pressao de controle. entao a vilvula piloto operara até que a posigao
da valvula corresponda exatamente a pressio de controle.

Vélvula piloto

-— Suprimentc de ar

- Pressao de
controle

Fig. 5.18 Diagrama esquematico de um posicionador de valvula.

Sistemas de controle de nivel de liquido. Considere o sistema de controle de
nivel de liquido indicado na Fig. 5.19. E desejado manter-se o nivel de liguido em
um valor constante, independentemente de vanagoes na abertura da valvula de
carga.

Supenhamos que o controlador seja do tipo proporcional, conforme mostrado
na Fig. 5.15(a), e que a vilvula de controle seja aguela mostrada na Fig. 5.17. Se o
nivel do liguido aumentar como resultado de uma variacao na vilvula de carga, a
boia move-se para cima. fazendo com que a haste mova-se mais proximado contato
com o bocal, aumentando a pressio do bocal. Desde que o relé € reversamente
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Valvula
ge carga

Fig. 5.19 Sistema de controle de nivel de hawdo

dtuante. resultara em uma redugao na pressao de controle e causard um decrescimo
na abertura da valvula atuante pneumdtica, Isto esta no sentido apropriadoe para
cormgir o nivel crescente.

Controle proporcional de um sistema de primeira ordem. Considerc o sistemu
de controle de nivel de liquido indicado na Fig. 5. 20041 [ O controlador e suposto um
controlador proporcional do tipo indicado na Fig 5 1504).] Vamos Supor que todus
48 variaveis r, gi . e gy sao medidas em relacdo o seus valores de regime
estacionanio R, (), H e Q. Suporemos também que @~ amplitudes dis variaveis r. o,
h: € g sejam suficientemente pequenas de modo que O SIStema pOSSU SeT 4proxi-
mado por um modelo matemdtico linear. isto €. ums funcao de transferénciu.

Referindo-se & Secdao 4.5, podemos obter 4 funcao de transferéncia do sistema
de nivel de liquido como

H(s) R
Qfs)  RCs—+1

Desde que o controlador ¢ um controlador proporcional. & variacao no fluxo de
entrada ¢, € proporcional 4o erro atuante ¢ de modo quey, = KN Ao onde A eo
ganho do controludor e K, é o ganho di valvula de controle, Em termos dus
grandezas transformadas em Laplace.

Q4s) = K,K.E(s)

Um diagrama de blocos deste sistema ¢ indicado na Fig. 5.20tb). Um diagrama de
blocos simplificado é dado na Fig. 5.20(c). onde Xi5) = (1/K,) Ris), K = K. K.RK,e
T =RC.

A seguir invesliguremos a resposta fi,(1) a uma vanacao na entrada de referén-
cia. Suporemos uma variagio em degrau unitino em x(r), onde x(t) = (1/K,) rit). A
funcao de transferéncia de malha-fechada entre Hifs) e X(s) ¢ dada por

H(s) K
X(s) Ts+1+K

(5-10)
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Fig. 5.20 (a) Sistema de controle de nivel de liquido: (b) diagrama de blocos; (c) diagramas de
blocos simplificado; (d) curva A1) versus 1.

190

Desde que a transformada de Laplace da funcao degrau unitario e 1/s. substituindo
Xis) = 1/s na Eq. (5.10). resulta

.
= TR

1
5
Expandindo H (s} em fracoes parciais. obtemaos

K 1 TK 1
TKs T1+ETstI+K

HI(SJ"__ 1 (S-II’

Tomando as transformadas de Laplace inversas dos dois membros di Eq. (5.11).
obtemos a seguinte solugao temporal hiy(1);

M) == ™) (120) (5-12)
onde
e
Ii=17%

A curva de resposta k1) € indicada na Fig. 5.20¢d). A panir da Eq. (5.12). note
que a constante de tempo T, do sistema de malha-fechada e diferente da constante
de tempo T do bloco do ramo direto.

Da Eg. (5.12). verificamos gue conforme 1 tende a infinito. o valor de A1)
tende a K((1 + K), ou

;TI(DG) — m

Desde que (=) = ]. ha um erro em regime estacionario de 1101 = K| Este erro ¢
denominado desajuste (offser). O valor do desajuste torna-se menor conforme o
ganho K se torna maior.

O desajuste ¢ uma caracteristica do controle proporcional de uma planta cuju
fungao de transferéncia nio possui um elemento integrante. { Obviamente. necessi-
tamos de um erro nao nulo de modo a possibilitar uma saida nao nula.) Para eliminar
este desajuste. devemos adicionar uma agao de controle integral. (Referir-se &
Secao 5.3.)

Controladores proporcionais pneumaticos (tipo for¢a-balanco). A Fig. 5.21 in-
dica um diagrama esquematico de um controlador proporcional pneumatico forga-
balanco. Controladores forga-balango sdo extensivamente usados na industra.
Estes controladores sao muitas vezes denominados controladores de exaustao. O
principio basico de operagio nao difere daquele do controlador forga-distancia. A
principal vantagem do controlador forga-balango € que ele elimina muitas perdas
mecanicas e juntas por pivd. consegiientemente reduzindo os efeitos de fricgao.

A seguir, consideraremos o principio do controlador forga-balango. No con-
trolador indicado na Fig. 5.21. a pressao de entrada de referéncia P, e a pressao de
saida P, sdo injetadas em grandes camaras por diafragma. Note que um controlador
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de referéncia —*

Presspc Pressac de
de saida 5 ' controle
Suprimente de ar —= I e
o Rxp

Fig, 5.21 Diagrama esquematico de um controlador pneumdtico proporcional com equilibrio
de forga.

pneumatico forga-balango operd apenis com sinais de pressao. Portanto. e neces-
sario converter a entrada de referéncia e a saida do sistema em sinais de pressao
correspondentes.

_ Como no caso do controlador forga-distancia. este controlador emprega uma
haste. bocal e orificios. Na Fig. 5.21. a abertura perfurada com broca. na camara de
baixo. ¢ o bocul. O diafragma exatamente acimado bocal atua como uma “"haste .

A operagao do controlador forga-balanco indicadz na Fig. 5.21 pode ser
sumariada como segue: 20 psig de ar de uma fonte de ar flui atraves de um orificio.
causando uma pressao reduzida na camara inferior. O arnesta camara escapa pard 4
atmosfera através do bocal. O fluxo atraves do bocal depende tanto da abertura
como da queda de pressao atraves dela. Um aumento na pressio de entrada de
referencia £, enquanto a pressao de saida P, se mantém » mesma. faz o pino da
valvula mover-se para baixo. diminuindo u abertura entre o bocal e o drafragma
“haste™". Isto acarreta um accescimo na pressao de controle P, Scja

pr:Pr_hPG

Se Pe = 0. ha um estado de equilibrio com a distincia bocal-haste igual a X e a
pressaode controle iguala P... Neste estado de equilibrio. P, =P k) (ondek < 1) e

X =o(PA, — PkA,) (3-13)
onde a € uma constante.
Vamos supor quep, = 0 e definir pequenas variacoes na distincia bocal-haste e

pressio de controle como x e p,.. respectivamente. Obtemos entio a seguinte
equacao:

X +x=ol(P, + p)A, — (P, + pJkA, — pfA, — A))] (5-14)
Das Eqs. (5.13) e (5.14), obtemos

x=a[p(l — k)4, —p(4,— 4))] (5-15)
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Neste ponto. devemos examinar a grandeza x. No projeto de controladores pneu-
maticos. a distancia bocal-haste € muito pequena. Comox/a € um termo de ordem
superior em relagao a p (] - AJA, ou pdA, — Ay istoe, parap, = 0,

X o
? “pr(l 'I()Al

X
o «Lpld, — A)

devemos desprezar o termo 1 em nossa andlise. A Eq. (5.15) pode entao ser
reescrita para refletir esta consideracao. como segue:

pAl — kYA, — p(4. — A))
e o fungao de transferéncia entre p, e p, resulta

Pls) A.— A4, |

Pls) A, 1 —k K,

Consegtientemente. o controlador indicado na Fig. 5.21 € um controlador propor-
cional. O valor do ganho K, aumenta conforme A se aproxima da umdade. Note que
o valor de ko depende tanto dos orificios da tubulagdo de entrada como da tubulagao
de saida da camara de realimentacao. (O valor de & tende a umidade conforme a
resisténcia ao fluxo no onficio da tubulagao de entrada € feito menor.)

Controladores proporcionais hidraulicos. Exceto para controladores pneumati-
cos de baixa pressao. ar comprimido raramente tem sido aplicado pard controle
continuo do movimento de dispositivos possuindo massas significativas. sob acio
de forgas de carga externas. Pard estes casos sao normalmente prefendos os
controladores hidraulicos. Os controladores hidraulicos tambem sao extensiva-
mente utilizados na industria. Com sistemas hidraulicos de alta pressao podem ser
obtidas forcas muito grandes. E possivel posicionamento preciso e rdpido de
grandes cargas com sistemas hidraulicos. Uma combinacao de sistemas eletronicos

Oleo
sob
pressac
i i
1 |
. L
L
] ?
\\
|
o— < L o

Fig. 5.22 Servomotor hidriulico.
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e hidraulicos é muito utilizada porque combina as vantagens do controle eletronico
com a poténcia hidraulica.

L ma breve descrigao da operagiao de um servomotor hidraulico foi fornecida
na Secao 4.3, Foi mostrado que para massds de carga muito pequenas e desprezi-
veis. 0 servomotor indicado na Fig. 4.12 age comoum integrador ou um controlador
integral. [Referir-se a Eq. (4.25).] Este servomoator constitui a base do circuito de
controle hidraulico.

O servomotor indicado na Fig. 5.27 age como um controlador integral. Pode-
mos modificar este servomotor para um controlador proporcional incluindo um
mecanismo de realimentacao. A Fig. 5.23(a) ¢ idéntica com 4 Fig. 5.22. exceto pelo
elo atado ao lado esquerdo do elo de realimentacao de jungao do pistiao de poténcia
ABC em €. O elo AC € um elo flutuante ac inves de um elo movel pelo pivo fixo.
Veremos que o servamotor indicado na Fig. £.23a) age como um controlador
proporcional.

Um sistema hidraulico indicado na Fig, ¥.231a) opera como segue: Se a entrada
x move o pistdo pilolo para a esquerda. este abre oacesso I de modo que fluioleo
alta pressao através do acesso ldo lado esquerdo do pistao de poténcia e forga este
pistao para a direita. O pistao de poténcia. movendo-se para a direita. leva o elo de
realimentagio AC com ele. movendo conseglientemente o pistdo piloto para a
direita. Esta agao continua até gue o pistao fecha novamente os acessas lell. Um

In’" \
|08
o L
¥ c "
(o
L | I

(b)

Fig. 5.23 (a) Servomotor gue atua como um controlador proporcional: (b) diagrama de blocos
do servomotor.
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diagrama de blocos do sistema pode ser desenhado conforme a Fig. 5.23(b). A
funcdo de transferéncia entre v e x ¢ dada por

b K
Y(s) _ a~—b's
X(S)_ ; £_£_

sa—>b
- bK
~ sla—b) + Ka

Note que sob operagao normal Kajsta = b == 1. obtemos

Yis) _ b _

X(s) a  ”*
A funcao de transferéncia entrex ey resulta em umia constante. € partanto o sistema
hidraulico mostrado na Fig. 5.23(a) age como um controlador proporcional. cujo
ganhoé K. O ganho K, pode ser ajustado pelo ajuste efetivo da relacdo de alavanca
bla.

Verificamos que a adicdo de um braco de realimentagao faz com que 0 servo-
motor hidraulico atue como um controlador proporcional.

Controladores proporcionais eletronicos. Um controlador proporcional eletro-
nico é um amplificador que recebe um pequeno sinal de tensao e fornece uma saida

| | .
|
L

Fig. 5.24 Diagrama esquemaltico de um controlador proporcional eletronico.

de tensao em um nivel de poténciz maior. Um diagrama esquematico de um
controlador deste tipo é mostrado na Fig. 5.24. Para este controlador.

gy K(e,. = e,&), K% >1
i

Portanto. 4 fungao de transferéncia Gis) deste controlador €

v Eols) _ R, _
C=p6 ~ Ry

K, é 0 ganho do controlador proporcional. O ganho K, pode ser ajustado variando-
se a relacao de resisténcias (R,/R- no circuito de realimentagao.
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5.3 OBTENCAO DE UMA ACAO DE CONTROLE DERIVATIVA E
INTEGRAL

Nesta secao apresentaremos metodos de obtengdo de uma agdo de controle
derivativa e integral. Daremos novamente énfase a0 pancipio € nao a detalhes de
MECANISMOs reuls.

Fig. 5.25 Sistema de controle.

- O principio bisico para gerar uma agio de controle desejada € inserir o inverso
da funcao de transferéncia desejuda no ramo de realimentagao. Para o sistema
indicado na Fig, 5.25. a funcao de transferéncie de malha-fechadu ¢

C(_.n Gis)
Risi 1+ G(s)H(s)

Se GiagHis) == 1. entao Cls){Ris) pode ser modificado pura

Cis) |

Ris)y  His)
Portanto. se for desejada umi acio de controle proporcional-mars-derivativ g
inserimos um elemento possuindo o funciao de trunsferencia 117y — 11 no ramo de
realimentacao,

Obtencao de acao de controle proporcional-mais-derivativa pneumatico. Consi-
dere o controlador prneumatico indicado na Fig, 52600l Exte € um controlador
proporcional de bandu-estreita ou um controlador pneumatico de duay posigoes
Suponha gue o erro atuante nulo ¢ = 0 corresponde « distancia bocal-haste X ¢
pressao de controle P Se uma pequeny vartagao no erro atuante da posicio zero
produz uma pequena variagdo em 4 na distincia bocal-haste. entdo uma pequena
variagio p. € produzida na pressio de controle. Um diagrama de blocos do sistema
{sob a hipotese de pequenas variagdes) pode ser determinado. conforme indicado
na Fig. 3.26(b). A funcio de transferéncia entre p,. e ¢ resulta

Pis) bK .
E(s) _E'-_r—_b_l\’

Mostraremos a seguir que a adigio de realimentagao negativa atrasada ao
controlador indicado na Fig. 5.26(a) modificara o controlador proporcional de
banda-estreita para um controlador proporcional-mais-derivativo,

Considere o controlador pneumatico indicado na Fig. 5.27(a). Supondo nova-
mente pequenas variacoes no erro atuante, na distincia bocal-haste. e na pressio de

196

ry

Fig. §.26 (u) Um controlador proporcional pneumaticos (b1 didgrama de blocos do controfa-
dor.

controle. podemos sumariar a operagao deste contmlg como segue: fl'll(.‘ilt|ﬂ]€ﬂ'(i."
SUpOremos UM pequena Viriagao em degrau eme¢. Entao. uvanugao nu pressao de
controle p, serd instantanea. A restricao R evitard que o fole de realimentagio sinty
avariacao de pressad p,. Portanto o fole de realimentacio nao respondery momen-
tuneamente. € a valvula atuante pneumatica recebera o ereito total do movimento
du haste. Com o passar do tempo o tole de realimentagao se expuande ou se contral,
A variagiao na distancia bovul-haste 1 € 4 VAridgio ni pressan x_Je cnntm]_c_';\.._podem
serdesenhadas em um erifico em fungao do tempot. como indicado nu Fig. 5.27(h)
Em regime estacionaro. ¢ fole de realimentacao atuy como um mecanismo de
realimentacido comum. A curvap versis [ mostra claramene gue este controlador e
0 tipo proporcional-mas-derivativ o,

Um diagramu de blocos correspondente a este controlador pneumatico ¢
ndicado na Fig, 5.27(¢), No diagrama de blocos. K ¢ uma constunte. A ¢ warea de
fole e k. € a4 constante de mola eguivalente do fole. A funcio de transterencia entre
p. e ¢ pode ser obtida do diagrama de blocos. resultando:

B
P(s) a—+b

K

Es) ] K& A_T_
) LI—:—bk, RCs — 1

Neste tipo de controlador o ganho de lago [KaA/[(a + b)kJRCs + l!]l nprma]mente
¢ muito maior do que 1. Conseglientemente a funcio de transferéncia P4s)/E(s)
pode ser simplificada para

Ps) _ 5
£G) =K, (1 + T;s5)
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Fig. 5.27 (a) Um c_ont_rolador pneumatico proporcional-mais-derivativo: (b) vanagio em
degrau em e e as vanagoes correspondentes em g e x em um grafico versus {: (c) diagrama de
blocos do controlador.
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onde

=2  7ope

Portanto. a realimentacao negativa atrasada ou a fungao de transferencia 1/(RCs +
1) no ramo de realimentacac modifica o controlador proporcional para um contro-
lador proporcional-mais-derivativo.

Note que se a valvula de realimentagio estiver completamente aberta. resulta
uma agao de controle proporcional. Se a valvula de realimentagao estiver comple-
tamente fechadu. resulta uma acao de controle proporcional com banda-estreita
(hga-desliga)

Obtencao da acao de controle proporcional-mais-integral pneumatica. Consi-
dere o controlador proporcional indicado ng Fig. .28(4). Considerando pequenas
variacoes nas variavels. podemos desenhar um diagrama de blocos deste controla-
dor contorme a Fig. 5.28(b). Mostraremos que & adigcao de realimentagao positiva
atrasada modificara este controlador proporcional para um controlador
proporcional-mars-integral.

£ ‘-_0\
Xy -— &
""E_"‘_Lw ;‘:
|! b
A
I
I
%]
B r g.rvwx
Ber
(o)
e x £,
b ¥ (4
o+b
[} | A
pp— ———
a+b | ks |
—_—
(b)

Fig. 5.28 Um controlador proporcional pneumatico: (b) diagrama de blocos do controlador.
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Considere o controlador pneumdtico indicado ny Fig. $.29(a). A operagao
deste controlador ¢ 4 seguinte: O fole indicado por 1 ¢ ligado i fonte de pressio de
controle sem qualguer restrigao. O fole indicada por 11 ¢ ligado & fonte de pressio
de controle através de uma restricdo. Vamos supor uma pequena Variagao no erro
atuante. Isto acarretara uma varnacio instantanea na pressao do bocal. Portanto,
UMa Varacao ambem ocorrerd instantaneamente na pressio de controle p.. De-
vido a restrigio da valvula no caminho para o fole 11, havera uma quedade pressao
na valvula. Com o transcorrer do tempo. fluird ar através da valvula de tal modo que
d vanagdo na pressao do fole 1 atingira o valor p.. Consequentemente. o fole 1] se
expandira ou contraira conforme transcorre o tempo, de tal modo 4 mover 4 haste
de uma guantidade adicional no sentido do deslocamento original ¢. Isto acarretara
UM Variagao continua na pressio p, do bocal. conforme indicado na Fig. 5.29(b).

Note que a agdo de controle integral no controlador toma = forma de um lento
cancelamento na realimentacdo fornecida onginalmente pelo controle proporcio-
nal.

Um diagrama de blocos deste controlador sob a hipotese de pequenas varia-
coes nas variavers ¢ indicado na Fig. 5.29¢). Uma simphficacio deste diagrama de
blocos resulta na Fig. 5.29(d). A fungdo de transferéncia deste controlador ¢

b

1

Ps) _
Es) | Ka B |
] a—ﬁk(l RC:——i.)

3

B

onde K € uma constante. A adrea dos foles e &, u constante de mola equivalente dos
foles combinados. Se KaARCs|[(u + bWJdRCy = 1)) == 1. gue € normalmente o
caso . 4 fungao de transferéncia pode ser simplificada para

2l =40 = )

onde

K = ﬁ T, = B¢
PoaA '

Obtencao de acao de controle proporcional-mais-derivativa-mais-integral pneu-
matica. Uma combinacio das agoes de controle pneumaticas indicadas nos siste-
mas das Figs. 5.27(a) e 5.29a) fornece uma agao de controle proporcional-mais-de-
rivativa-mais-integral. A Fig. 5.3(0(z) mostra um diagrama esquematico deste tipo
de controlador. A Fig. 5.30(b) mostra o diagrama de blocos deste controlador sob a
hipotese de pequenas variacdes nas variaveis.

A fungao de transferéncia deste controlador ¢

bK
Pis) a--b
E(s) = j_ Ka A  (RC—RC)s
T bk, (RCs L TINRCs =T

8 —-—

)_(-x--e—l o

|y
e —h-___-__]- rc el
| R |
|
1 i | -
i r
L q_‘
| /
R
£ +p. | i
1 n —
{a) i
I B,
SR - =
e 29 v
|
| aro | LB | RCs+1
val
a~h J_-' *s .-‘
lel
Pc
- ——
1
RCs + 1

(d)

Fig. 5.29 (a) Um controlador pneumatico propnrcionaj-mms-imegrajz_(b} variagao emdegrau
em e e variagdes correspondentes em p, e x em fungao de ¢; (c) diagramas de blocos do
controlador; (d) diagrama de bloco simplificado.
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Fig. 5.30 (a) Um controlador pneumatico proporcional-mas-derivativo-mais-integral: (b)
diagramas de blocos do controlador.

Definindo.
T, = R.C, T, =RE

e considerando que sob operagao normal |[KaA(T, — Tyis/lta = bk Tas + 1) T +
D) == 1eT, >> T, obtemos

P(s) _‘:b_k,(T,.!' + INTs+ 1)
Es) ~ad (T —=T)s
_ bk, T,T,s? + Ts + 1
T aAd Tys

1 -
=K,(1+T,.s—!--f.}) (5-16)
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A Eq. (5.16) indica que o controlador mostrado na Fig. 5.30(a) é um controlador
proporcional-mais-derivativo-mais-integral.

Amortecedores viscosos. O amortecedor viscoso indicado na Fig. 5.31(a) atua
como um elemento diferenciador. Suponha que introduzimos um deslocamento
integral na posigao x do pistio. Entio. o deslocamento V. momentaneamente.,
torna-se igual a x. Devido & fora da mola. entretanto. o oleo fluird atraves da

()
Xls) Yis)
2
T— e RAp
y: | K
7
L= |
{c)

Fig. 5.31 (a) Amortecedor viscoso; (b) variacdo em degrau em x e variagao correspondente
em y, em funcio de t; (c) diagrama de blocos do amortecedor viscoso.
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L . SE gmam o E Vamos definir RA®p/k = T. Portanto,
resisténciaR e o cilindro retornara a posigao original. As curvasx versus ey versis

¢ sao indicadas na Fig. 5.31(b). Y(s) Ts 1
Para definir 4 funcao de transferéncia entre o deslocamentoy e o desiocamento Xs) Ts+1 S TR
v. vamos defimir as pressoes existentes nos lados direito e esquerdo do pistao como J 1

P, (N/m?) e P. (N/m?). respectivamente. Suponha que a forga de inércia envolvida Ts

seja desprezivel. Entdo. a forga atuante no pistio deve equilibrar a forca da mola.

- A Fig. 5.31(c) mostra uma representagao em diagrama de blocos para este sistema.
anto.

Obtencio da acao de controle proporcional-mais-integral hidraulica. A Fig.
5.32(a) mostra um diagrama esquemadtico de um controlador proporcional-mais-
integral hidraulico. Um diagrama de blocos deste controlador ¢ indicado na Fig.

AP, — P)=ky

onde : s i $.32(b). A funcao de transferencia Y(s)/Eis) e dada por
A = area do pistao. m-
k = constante da mola. N/m, b K
A taxa de fluxo ¢ e dada por Y(s) aLlh s
— Es)” |_ Ka T
R a+bTs—1
onde Oleos:;b
g = taxa de fluxo atraves da restrigao. kg/s o e pressad
R = resistencia a0 fluxo na restnigac. N-s/m*-kg
Desde que o fluxo atraves da restrigao durante dr segundos deve ser igial & variagao 2
du massa de oleo para a esquerda do pistao durante o5 mesmos dr segundos.
obtemos
X
g di = Apldx — dy) constant
onstante
Onde |dgaug]1°3‘i o A A
p = densidade. kg/m* . ull
(Supusemos gue o fluido € incompreensivel ou p = constante. ) Esta ultima equagao ; v L v
pode ser reescrita como - MA—F r -
: g i
F4 |
‘ Z AC '
i.\' _dav g P.—P, ki Densidade
dt —dt Ap RAp ~— RAp 4o gieo=p -Resisténcia = A
ou (ol

de _dy_
dr — dit  RA*p

Considerando as transformadas de Laplace de ambos os membros desta ultima
equagio. supondo condigoes inicials nulas. obtemos E - X

sX(s)=s¥Y(s)+ ﬁlpy(")

: . Lt
A fungao de transferéncia deste sistema resulta
(bl
Y(s) _ s
XGs) e Fig. 5.32 (a) Diagrama esquematico de um controlador proporcional-mais-integral: (b) dia-
5+ RA—lp grama de blocos do controlador.

205



Neste controlador. sob operagao normal | KaT/l(a + b)Ts= 1)] == 1. resultando
Y(s) ( 1 )
E(s)_K’ £ T.s

onde

K. =

F

b,
2,

Portanto o controlador indicado na Fig. $.32(a) é um controlador proporcional-
mais-integral.

Obtencao de acao de controle derivativa e integral em controladores eletronicos.
A Fig. 5.33 indica o principio de obtengao da acao de controle derivativa e integral
em controladores eletronicos. Essencialmente. introduzimos um circuito apro-
priado no ramo de realimentacao  fim de gerar a agio de controle desejada. As
funcoes de transferéncia dos controladores podem ser obtidas como segue: Para o
controlador indicado na Fig, 5.33(a).

E/(s) _ I
= Ef8) RE;s+1

[E(s) — E/(s)]K = Ey(s)
Portanto. para  KfiR;Cs + 1) = L

Eos) _ KRCys—+1) _
E(s) RCs+1+-K

RCips—+1=Tis<1

onde T, = R Cy.
Analogamente. para o controlador indicado na Fig. 5.33(b).

E(s)  RCs
E(s) RCs+ 1

[E(s) — E/5)]K = Ey(s)

Portanto. para | KRCsl(RCps — 1) == L.

E(s) _ KRCs+1) _RCs—=1_,_ i

E(s) KRCs+-RCs—1  RCs T.s
onde

Tr=-RC;:

Parao controlador indicadona Fig. 5.33(c). se 0 ganho de lago € muito maior do
que a unidade, a fungdo de transferéncia pode ser obtida como

Eis) _ Taz o
ET:)'_K’“(”‘ rM m)
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€
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T,
R, n=1+%€—+%
)
R

Fig. 5.33 Controladores eletronicos. (a) controlador pmporcior_lal-mais—denva_livn_: (b) con-
trolador proporcional-mais-integral; (¢} controlador proporcional-mais-derivativo-mais-
integral.

onde

A dedugio desta fungio de transferéncia € fornecida no Problema A.5.5.

5.4 EFEITOS DA ACAO DE CONTROLE INTEGRAL E DERIVATIVA
NO DESEMPENHO DO SISTEMA

Nesta segao investigaremos os efeitos da agdo de controle integral e dervativa
no desempenho do sistema, porém consideraremos apenas sistemas snmp]_es. (Nos
iiltimos capitulos faremos um estudo adicional sobre controle integral e derivativo.)
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Acao de controle integral. No controle proporcional de um processo cuja
fungao de transferéncia nao possui um inlegrador 1/s, hi um erro em regime
estacionario, ou desajuste, na resposta a entrada ao degrau. Este desajuste pode ser
eliminado se for incluida no controlador uma acao de controle integral.

No controle integral de um processo, o sinal de controle. o sinal de saida do
controlador, em qualquer instante. e igual & drea sob a curva do sinal erro atuante
até aquele instante. O sinal de controle my 1) pode possuir um valor nao nulo quando
0 sinal de erro atuante efr) é nulo. conforme indicado na Fig. 5.34(a). Isto é
impossivel no caso do controlador proporcional desde que um sinal de controle nao
nulo necessita de um sinal de erro atuante nic nulo, (Um sinal de erro atuante nao
nulo em regime estacionario significa que hd um desajuste.) A Fig. 5.34(b) mostra a
curvae(r) versus 1 e a curva correspondente mir versus 1 quando o controlador ¢ do
Lipo proporcional.

elnh sl
o] PR = ¢ % N t
mitk ek

X

(al (=
Fig. 5.34 (a) Curvas de eft) e m(1) indicando sinal de controle nao nulo quando o sinal erro

atuante € nulo: (b) curvas de eft) e m(1; mostrando sinal de controle nulo guando o sinal de erro
atuante e nulo.

Note que @ agio de controle integral. embora remova o desadjuste ou erro em
regime estacionario. pode resultar em Uma resposta oscilatornia com amplitude
ligeiramente decrescente ou mesmo com amplitude crescente. ambas usualmente
indesejaveis. (Para detalhes. vide Cap. 6.)

Controle integral de sistemas de controle de nivel de liquido. Na Secao 5.2,
verificamos que o controle proporcional de um sistema de nivel de liquido resulta
€M um €rTo em regime estacionario com uma entrada em degrau. Mostraremos
agora gue este erro pode ser eliminado se for incluida no controlador uma agio de
controle integral.

A Fig. 5.35(a) mostra um sistema de controle de nivel de liquido. Suporemos
que o controlador ¢ um controlador integral. Consideraremos ainda que as varia-
vies x, g, h e q,. medidas em relagao aos seus valores respectivos de regime
estaciondrio X, 0, H e Q, sio pequenas quantidades de modo que o sistema pode
ser considerado linear. Sob estas hipéteses. o diagrama de blocos do sistema pode
ser obtido como indicado na Fig. 5.35(h). Da Fig. 3.35(b). a fungdo de transferéncia
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de malha-fechada entre Hisi e Xis) e

His) KR
X(s) RCs*—s—KR

Portanto.

E(s) X(s)— H(s)

X(s) X(s)
B RCs= — 5
T RCs*— s — KR

xisi £ Elsi [ g | & Als)
_-4_4_»'-—*-— =5 | Rcs+

(b}

Fig. 5.35 (a) Sistema de controle de nivel de liquido: (b) diagrama de blocos do sistema.

Desde que o sistema € estavel. 0 erro em regime estacionario para a resposta f.'m
degrau unitario € obudo pela aplicagao do teorema do valor final como segue:

e,, = lim sE(s)
=0

i s(RCs* +s5) 1
= RCsT+s T KR
=0
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O controle integral do sistema de nivel de liguido, portanto, elimina o erro em
regime estacionario na resposta a entrada em degrau. Esta.€ uma vantagem impor-
tante em relagdo ao controle proporcional que resulta em desajuste.

Resposta para disturbios de torque (controle proporcional). Vamos investigar o
efeito de um distirbio de torque que ocorre em um elemento de carga. Considere o
sistema indicado na Fig. 5.36. O controlador proporcional fornece um torque T para
posicionar o elemento de carga. que consiste em momento de inércia e atrito
viscoso. O distirbio de torque € denotado por N.

©

R E | T 3 1 |
—F@}—F{TL—PH = ST . -

Fig. 5736 Sistema de controle com um distirbio de torque.
Supondo nula a entrada de referencia ou R(s) = 0. a fungédo de transferéncia
entre C(s) e N(s) ¢ dada por

Clis). 1
N(s) Js*+fs—K,

Portanto.

gy L) .. T
N(s) ™ N(s) ™~ JIsP+fs K,

O erro em regime estacionano devido 4 um distirbio de torque em degrau de valor
T, é dado por

e, = himsE(s)

1—0

_— 1 —-—-—_—.__5 L‘
I,T:-rl Jst+fs+ K, s

__T

K

¥

o Em regime permanente. o controlador proporcional fornece o torque —T,,. que
e 1gua[ em nodulo. mas oposto em sinal. ao torque de distirbio T,. A saida em
regime permanente, devida ao torque de distirbio em degrau, é

Ce — — € _T"
I ls_?
&
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Fig. 5.37 Curvas de resposta tipicas para o distirbio de torque em degrau.

O erro em regime estacionario pode ser reduzido pelo aumento do valor do ganho
K,. O aumento deste valor. entretanto. resultara em uma resposta mais oscilatona
do sistema. Curvas de resposta lipicas para um pequeno valor de K, e um grande
valor de K, sao indicadas na Fig. 5.37.

Desde que o valor do ganho K, nao pode ser aumentado demasiadamente, €
desejavel modificar o controlador proporcional para um controlador
proporcional-mais-integral.

Resposta a disturbios de torque (controle proporcional-mais-integral). Paru eli-
minar o desajuste devido ao disturbio de 1orque. o controlador proporcional deve
ser substituido por um controlador proporcional-mais-integral.

Se for adicionada ao controlador uma agao de controle integral. enquanto
houver um sinal de erro. haverd um torque desenvolvido pelo controlador para
reduzir este erro. desde que o sistema de controle € estivel.

A Fig. 538 mostra o controle proporcional-mais-integral do elemento de
cargd. consistindo em momento de INErcia e alnto VIscoso.

A fungao de transferéncia de malha-fechada entre Crs) e Nisy e

Cls) = 5
Ns) Js?— f3* - K5+ ?Z

Na ausencia da entrada de referencia. ou riz) = 0. o sinal erro € obtido de

. 5
E5)= — 7 N(s)
Jsr 5 K 58
Z
Se este sistema de controle for estavel, isto €, se as raizes da equagao caracteristica

Jsl+f52+K,s+§_P=0
i
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Fig. 5.38 Controle proporcional-mais-integral de um elemento de carga consistindo em mo-
mento de inercia ¢ fnegdo viscose

possuem partes reals negalivas. €ntao 0 erro em regime eslacionano na resposta a
um torque de disturbio em degrau de valor T, € obudo aplicando-se o teorema de
valor final como segue:

e, = limsEs)

10
= lim == = %
- =0 34 I I p
J¥ 4+ - Ket T
=0

Portanto o erro em regime estaciondrio em relagdo ao distirbio por torque pode ser
eliminado se o controlador for do tipo proporcional-mais-integral.

Note que @ agao de controle integral adicionada ao controlador proporcional
converteu o sistema originalmente de segunda-ordem em um sistema de terceira-
ordem. Conseguentemente. o sistema de controle pode tornar-se instdvel para um
valor grande de K, desde que as raizes du equagio caracteristica podem possuir
partes reais positivas. (O sistema de segunda-ordem ¢ sempre estavel se os coefi-
cientes na equacao diferencial do sistema sao todos positivos.)

N

slds+f)

Fig. 5.39 Controle integral de um elemento de carga consistindo em momento de inercia e
fricgao viscosa,

E importante observar que. se o controlador fosse um controlador integral,
como na Fig. 5.39. entdo o sistema sempre resultaria instavel porque a equagao
caracteristica

J’:’ffs:—K=0
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possuiria raizes com partes reais positivas, Um sistema instavel deste tipo nao
poderia ser usado na pratica.

Note que. no sistema da Fig. 5.38, a agiio de controle proporcional tende a
estabilizar o sistema, enquanto a agio de controle integral tende a eliminar ou
reduzir o erTo em regime estacionario em resposta a varias entradas.

Acdo de controle derivativa. A acio de controle derivativa. quando adicionada
a um controlador proporcional, possibilita um meio de obter um controlador com
alta sensibilidade. Uma vantagem em usar acdo de controle derivativa ¢ que ela
responde & taxade variagio do erro atuante e pode produzir uma correcao significa-
tiva antes de o valor do erro atuante tornar-se demasiadamente grande. O controle
derivativo. portanto, antecipa o erro atuante e inicia uma agao corretiva mais cedo.
tendendo & aumentar a estabilidade do sistema.

Embora o controle denvativo nao afete diretamente o erro em regime estacio-
ndrio. ele introduz amortecimento no sistema e portanto permite o uso de um valor
maior do ganho K, 0 que resulta em uma melhora na precisdo em regime estaciond-
rio.

Devido ao fato de o controle derivativo operar sobre a taxa de variagdo do erro
atuante e nao sobre o proprio erro atuante. este modo nunca ¢ usado sozinho. E
sempre utilizado em combinagao com agao proporcional ou 4¢ao proporcional-
mais-integral.

Sistemas de controle proporcional com carga de inércia. Antes de discutirmos o
efeito da agdo derivativa no desempenho do sistema. consideraremos o controle
proporcional de uma carga de inércia.

Considere o sistema indicado na Fig. 5.40(a). A fungao de transferéncia de
malha-fechada ¢ obtida como

cs)_ K,
R(s) Js*—K

P

Desde que as raizes da equagdo caracteristica
Js?4+ K, =0

SA0 Imaginarias. a resposta 4 uma entrada em degrau unitdrio continua & oscilar
indefinidamente. como indicado na Fig. 5.40(b).

Sistemas de controle exibindo estas caracteristicas de resposta nao sao deseja-
veis. Veremos que a adigao de um controle derivativo estabilizard o sistema.

Controle proporcional-mais-derivativo de um sistema com carga de inércia.
Modifiquemos o controlador proporcional para um controlador proporcional-
mais-derivativo cuja funcdo de transferéncia é K1+ Tg). Otorque desenvolvido
pelo controlador € proporcional a Kyje + T#). O controle derivativo é essencial-
mente antecipatorio, mede a velocidade de erro intantanea. prediz a grande sobre-
levagdo antecipadamente no tempo e produz uma 4gao contraria apropriada antes
de ocorrer uma sobrelevagdo demasiadamente grande.

Considere o sistema indicado na Fig. 5.41(a). A funcao de transferéncia de
malha-fechada é dada por

Cls) _ K1+ Tys)
R(s)  Js* + K,T;s+ K,
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Fig. 5.40 (a) Controle proporcional de um sistema com carga de inercia: (b} resposta a uma
entrada em degrau unitario.

L Koll+Tgs) EW -
M+ Ty - —
L | o8 |
la)
cit) R
1
0 '
(o)

Fig. 5.41 (a) Controle proporcional-mais-derivativo com um sistema com carga-de inércia:

{b) resposta a uma entrada em degrau unitario.
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A equagao caracteristica
Js2 4+ K Ts+K,=0

agora possul duas raizes com partes reais negativas para valores positivosde J, K, e
T, Portanto. o controle derivativo introduz um efeito de amortecimento. Uma
curva de resposta tipica ¢f7) para uma entrada com degrau unitdrio é fornecida na
Fig. 5.41(b). Obviamente, a curva de resposta mostra uma melhoria significativa
em relagdo a curva de resposta original indicada na Fig. 5.40(b).

5.5 REDUCAO DE VARIACOES DE PARAMETROS PELO USO DE
REALIMENTACAO

A principal finalidade de usar realimentagao em sistemas de controle € reduzir
a sensibilidade do sistema em relagdo a variagdes de parimetros e distirbios
indesejaveis.

Se necessitarmos construir um sistema de controle de malha-aberta conve-
niente, devemos selecionar todos os componentes da fungio de transferéncia de
malha-aberta Gis) muito cuidadosamente de modo que respondam precisamente.
No caso de construir um sistema de controle de malha-fechada. entretanto, os
componentes podem ser menos precisos desde que a sensibilidade em relagio a
vanagoes de parametros em Gfs) € reduzida por um fator de 1 + Gfs).

Para ilustrar esta afirmagdo. considere os sistemas de malha-aberta e de
malha-fechada indicados nas Figs. 5.42(a) e (b), respectivamente. Suponha
que devido a variacoes de parametros, G(s) € variada para G(s) + AG(s). onde
IG(s)| >> |AG(s)|. Entao, no sistema de malha-aberta indicado na Fig. 5.42(a), a
saida ¢ dada por

C(s) + AC(s) = [G(s) — AG(5)]R(s)
Portanto, a vanacdo na saida ¢ dada por
AC(s) = AG(s)R(s)
No sistema de malha-fechada indicado na Fig. 5.42(b).

S _ Gls) + AG(s)
CO) T aLE)=¢— GG+ AGG) )

ou

AC(s) = Tﬁ‘l‘ig{%k(s}

Portanto. a variagdo na saida do sistema de malha-fechada, devida a variagoes de
parametros em G(s), € reduzida por um fator 1 + G(s). Em muitos casos praticos, o
modulo de 1 + Gfs) é normalmente muito maior do que um. .

Note que. reduzindo os efeitos das variagées dos parametros dos componen-
tes, estamos também contornando o0 componente que causa a variagao, com um
lago de realimentagéo.
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Fig. 5.42 (a) Sistema de malha-aberta: (b} sistema de malha-fechada.

Ris) | K | cis)
s+

4

Ri(s) i K Cls)
—_— >
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Fig. 5.43 (a) Sistemade malha-aberta: (b) sistema de malha-fechada com constante de tempo
Ti(1 + Kaj: (c) sistema de malha-fechada com constante de tempo T - bK. ‘

*1£

Modificacbes de constante de tempo pelo uso de realimentagdao. Considere o
sistema mostrado na Fig. 5.43(a). A constante de tempo dosistemae T. A adicaode
uma malha de realimentacao negativa em volta deste elementoreduz a constante de
tempo. A Fig. 5.43(b) mostra o sistema com a mesma funcdo de transferéncia do
ramo direto daquela indicada na Fig. §.43(a). com a excecao da malha de realimen-
tacao negativa que foi adicionada, A constante de tempo deste sistema foi reduzida
para T/(1 + Ka). Note também que a constante de ganho para este sistema foi
reduzida de K para K/(1 +~ Ka).

Se. ao inves de uma malha de realimentagao negativa, fosse adicionada uma
malha de realimentagio positiva em volta da funcio de transferéncia K{(Ts — 11 e se
a funcao de transferencia da realimentagao for escolhida apropriadamente. entao a
constante de tempo seria nula ou com um valor muito pequeno. Considere o sistemna
indicado na Fig. 5.43(c). Desde que afuncao de transferéncia de malha-fechada e

41 I, S
R(s) (T — bK)s — |

4 constante de tempo pode ser reduzida através de uma escolha apropriadade b. Se
b ¢ escolhida igual a T/K, entao resulta uma constante de tempo nula. Note.
entretanto, que se os distirbios acarretam um valorde T - bK negativo ao inves de
nulo. resulta um sistema instavel. Entéo. se for empregada realimentacao positiva
para reduzir a constante de tempo para um valor pequeno. devemos tomar cuidado
para que 7 — bK nunca se lorne negativo,

Aumento de ganhos de malha pelo uso de realimentacao positiva. O sistema
indicado na Fig. 5.44(a) possui a fun¢do de transferéncia Cis)/Ris) = Giyy. Consi-

Rrls) Clsl

A

Grls)

(b}

Fig. 5.44 (a) Sistema de malha-aberta: (b) sistema de malha-fechada cuja funcao de transfe-
réncia é aproximadamente unitana.
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dere agora o sistema indicado na Fig. 5.44(b). A fungao de transferéncia de malha-
fechada para este sistema €

s .. Ge)
R(s) — 1 —=0G/(s)+ G(s)

Se Gy(s) é escolhida proxima a unidade. ou G,(s) = . entao

Cls) .

R(s)
Essencialmente. isto significa que a malha interna, usando realimentagio positiva.
aumentou o ganho direto para um valor muito grande. Conforme estabelecido
anteriormente. quando o ganho de malha é muito grande. a fungao de transferéncia
de malha-fechada C(s)/R(s) lorna-se igual ao inverso da fungao de transferéncia do
elemento de realimentagao. Como o sistema indicado na Fig. 5.44(b) possui reali-
mentagdo unitaria, C(s)/R(s) torna-se praticamente igual a unidade. [Portanto.
Cis)/R(s) nao € sensivel a variacoes de parametros de Gfs). |

Eliminaco de integracio. A adigao de uma malha menor em volta de um
integrador modifica-o para um elemento de retardo de primeira ordem. Considere 0
sistema indicado na Fig. 5.45(a). A realimentacdo negativa da saida. conforme a
Fig. 5.45(b). modifica o integrador K/s para um elemento de retardo de pnimeira
ordem K/(s + K).

Ris) K Cls)
——: o
{a)
Ris) ¥ Cis)
+ — T
s
(b}

Fig. 5.45 (a) Elemento integrante; (b) elemento de retardo de prnimeira-ordem.

Comentirios sobre o uso de malhas de realimentacdo. Como foi visto nadiscus-
sao anterior. o controle por realimentagio. o controle de malha-fechada reduz a
sensibilidade de um sistema em relagdo a variagoes de parametros e portanto
diminui os efeitos de variagoes do ganho no ramo direto em resposta a variagoes da
pressao de suprimento, tensao elétrica de alimentagao. temperaturaetc. No estudo
de controladores feito nas Secoes 5.2 e 5.3, vimos também que os elementos que
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desempenham as varias acoes de controle estio na parte de realimentacio dos
mecanismos controladores e gue os elementos de realimentagao em um controlador
essencialmente aumentam a linearidade do amplificador e aumentam a faixa da
sensibilidade proporcional.

O uso de malhas de realimentagao nos sistemas de controle. entretanto.
aumenta o numero de componentes dos sistemas. aumentando a complexidade e
introduzindo também a possibilidade de instabilidade.

5.6 TEORIA DE SISTEMAS FLUIDOS

Introducao. Dispositivos fluidos através dos quais fluem ar. gases ou liquidos
em canais intrincados e precisos sao denominados dispositives a fluidos. Estes
dispositives utilizam componentes sélidos. ou circuitos. para desempenharem as
fungdes de sensores. logica, amplificagao e controle. A teoria de sistemas fluidos. o
estudo geral de dispositivos e sistemas a fluidos. € uma das mais novas e mais
interessantes areas desenvolvidas em anos recentes. As vantagens de dispositivos 4
fluidos sao que eles podem ser completamente rudes (devido & auséncia de partes
maoveis mecanicas) e desempenhar fungdes de controle e calculo em condigoes
adversas. Dispositivos a fluidos podem operar em amplas faixas de temperatura.
temperaturas extremamente altas. sujeilos a choques. vibragéo. forga-G (acelera-
¢ao) e radiagao. (Portanto. dispositivos a fluidos sdo ideais para operagoes em
locais dificeis e perigosos onde falham outros dispositivos.) Além disso. a simplici-
dade dos dispositivos basicos a fluidos assegura alta confiabilidade. longa vida e
manutengio muito pequena.

Em algumas aplicacoes de dispositivos a fluidos. o meio controlante € tambeém
o meio de fluxo ou poténcia. Neste caso. o consumo de poténcia de dispositivos &
fluidos ndo constitui um problema. Nas aplicagoes onde for limitada a potencia
disponivel. entretanto. como em um sistema de satélite. o consumo relativamente
alto de poténcia de dispositivos a fluido torna-se um problema. Reduzindo-se as
dimensoes do jato e as pressoes de operagdo. o consumo de poténcia pode ser
reduzido de um certo valor: entretanto. os valores mimimos dus dimensoes dojato e
das pressoes de operacao sao determinados pelos ruidos no sinal e reprodutibilida-
des de fabricacao.

Em relacao a velocidade de resposta de dispositivos fluidos. ela ¢ comparavel
aquelas de dispositivos pneumaticos ou hidraulicos convencionais ou reles eletro-
mecanicos. [Isto significa que a velocidade de resposta de dispositivo a fluidos ¢
muito menor do que aquelas apresentadas por dispositivos eletronicos. As respos-
tas eletronicas sao geralmente expressas em termo de microssegundos (107% s) ou
nanossegundos (1074 ). enquanto respostas de dispositivos a fluidos sao expressas
em termo de milissegundos (1079 s).]

Nesta secao discutiremos inicialmente aqueles dispositivos a fluidos denomi-
nados amplificadores com aderéncia de parede. e entao apresentaremos a teoria de
sistemas digitais a fluidos. uma das mais promissoras aplicagdes da teoria de
sistemas fluidos. Finalmente discutiremos uma aplicagao de sistemas digitais a
fluidos.

Fenomenos de aderéncia de parede. O principio de operagao de dispositivos a
fluidos € conhecido como interagao de jato ou fenomeno de aderencia de parede.
Um jato fluido pode ser desviado de sua diregao normal de fluxo introduzindo um
outro jato perpendicular ao primeiro. como indicado na Fig. 5.46. Se o jato de fluido
entra em uma camara relativamente estreita e atinge uma parede. ele “‘adere’ a
parede. conforme indicado na Fig. 5.47. Este fendmeno € denominado "efeito de
parede . E possivel eliminar estes efeitos se aplicarmos um jato ou fluxo na regiao
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Jato de
controle
e
Jato de
poténcia
Fig. 5.46 Interagao de jato em um Fig. 5.47 Fenomeno de
dispositivo com fluido. aderéncia de parede.

de baixa pressdo abaixo do ponto onde o jato atinge a parede. Este fato torna
possivel projetar um dispositivo biestavel. ou flip-flop, propiciando jatos de con-
trole em qualquer lado do jato principal, como indicado na Fig. 5.48. (Um disposi-
tivo biestavel é aquele que possui duas safdas possiveis ¢ que alternara de uma saida
para a outra quando do recebimento de sinais de entrada com fase correta.) Este
dispositivo biestavel € conveniente para operagoes légicas utilizando sinais bina-
nos.

Os amplificadores a fluido baseados nos fendmenos de aderénciade parede sao
denominados amplificadores de aderéncia de parede. Estes amplificadores sao
normalmente construidos com vidro, pldstico. aluminio, latio ou ago inoxidavel.

Jato de |

controle controle

Jato de
poténcia

Fig. 5.48 Dispositivo biestivel.

Amplificadores biestaveis a fluidos (fTlip-flops). Os amplificadores de aderéncia
de parede sao basicamente dispositivos biestaveis. O fluido continuard a fluir em
um canal até que seja atuado por um sinal (um jato de fluido) que dirige o fluxo
principal de fluido para um outro canal de parede.

A Fig. 5.49 mostra diagramas esquematicos de um amplificador biestavel ou
flip-flop. Neste elemento, a saida pode ser chaveada de um canal de saida para o
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Fig. 5.49 Diagrama esquematico de um amplificador biestavel. (a) sinal de controle aplicado
i esquerda; (b) sinal de controle removido: (¢} sinal de controle aplicade a direita.

outro aplicando-se ar sob pressio no acesso de controle oposto. A saida continuara
através deste canal mesmo apos ser removido o sinal de controle. O elemento
continua a operar como um canal de saida simples ate que haja uma variagao de
sinal. Portanto. este dispositivo possui uma memoria. Elementos flip-flop servem
como banco de memoria em um sistema a fluido.

Em dispositivos a fluido. € comumente utilizada para indicar o grau de recupe-
racio uma representacio percentual da captura de saida relacionada com a fonte de
alimentagio, tal como a pressao de saida versus a pressao de entrada. Para o
elementoflip-flop aqui considerado. a mdxima pressao de saida € aproximadamente
35% da pressao de suprimento. enquanto o maximo fluxo de saida € aproximada-
mente S0 do fluxo de suprimento. Os 50% restantes do fluxo de suprnimento
escoario atraves dos compartimentos de exaustdo. A pressiao minima de controle
que acarrela um chaveamento € aproximadamente 107 da pressao de suprimento.

Amplificadores digitais. Um amplificador digital € similar a um elemento flip-

flop, exceto que nao possui memaria. O fluxo de um canal da saida continuara

enquanto houver um sinal de controle presente. Um sinal aplicado a qualquer
acesso de controle produzira uma saida no canal de saida oposto.

Operando independentemente de outros elementos com fluidos. o amplifica-
dor digital pode ser usado para fungdes simples. tais como cilindros operantes. relés
a ar ou oulras unidades logicas.

Em um amplificador digital, a pressao de controle igual a 10% da pressao de
suprimento modificard e manterd o fluxo de saida. A pressao de saida maxima ¢
aproximadamente 50% da pressao de suprimento e o fluxo maximo ¢ aproximada-
mente 70 do fluxo de suprimento. (O fluxo correspondente a 30% do suprimento
restante saira atraves dos compartimentos de exaustao.)

Amplificadores proporcionais. Embora os amplificadores de aderéncia de pa-
rede sejam basicamente dispositivos biestdveis, podem ser modificados para dispo-
sitivos proporcionais pela ampliacio das passagens seguindo o bocal onde ocorre a
aderéncia de parede. conforme indicado na Fig. 5.50. Neste amplificador. o fluxo
do jato principal é distribuido entre as duas passagens de saida de acordo com o
balango dos fluxos de controle.

O amplificador proporcional ¢ um dispositivo de saida-entrada diferencial.
Referindo-se & Fig. 5.50. notamos que o sinal de entrada € a diferenca de pressao
existente entre os acessos C, e C,. A saida é a diferenca de pressdo existente entre
os canais 0, e O..

Neste dispositivo o jato € defletido pela diferenca de pressdo no sinal de
entrada que modula a fragdo do fluxo dojato que cada canal de saida recebe. A Fig.
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Fig. 5.50 Amplificador proporcional por aderéncia de parede.

5.5] mostra as curvas caracteristicas de um amplificador proporcional com aderen-
cia de parede.

Para dar uma idéia dos ganhos destes amplificadores, notemos gue ganhos de
pressao iguais a 10 e ganhos de poténcia de 100. por estagio. podem ser obtidos. Se
dois dispositivos deste tipo sio montados em cascata. conforme a Fig. 5.52. entao
os ganhos sao multiplicados.

Como no caso de sistemas elétricos e mecanicos. @ oposigao total ao fluxo do
circuito. representada pela resisténcia. capacitancia e indutancia combinadas em
uma resultante, ¢ denominada impedancia. O nimero de elementos com fluidos
que podem ser operados em paralelo de um elemento similar simples é representado
pela capacidade de fan-out. (**Similar™ refere-se 4 impedancia e nao aos dispositi-
vos desempenhando a mesma funcdo.) A capacidade de fan-out de amplificadores
com aderéncia de parede é aproximadamente quatro.

L
% |
+0E
1 Carga = A,

»

Fig. 5.51 Curvas caracteristicas de um amplificador proporcional por aderéncia de parede.
(P, = pressiaode suprimento. AP, = diferenca de pressao exislente entre as portas de controle,
AP, = diferenca de pressao exisienie entre os canais de saida e R, = resisténcia de carga.)
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Teoria de sistemas digitais fluidos. Dispositivos digitais com fluidos sao com-
ponentes com fluidos que desempenham fungoes logicas. tais como FLIP-FLOP.
OR/NOT e AND.

As portas logicas com fluidos podem ser montadas em circuitos digitais fami-
liares. (Uma porta é um dispositivo ou circuito que permite passagem de um sinal
apenas se certos requisitos de controle forem satisfeitos.) A Tabela 5.1 mostra
algumas portas logicas com fluidos e suas respectivas tabelas-verdade. (Uma
tabela-verdade é uma correlagio tabular de relagdes entre @ entrada e a saida para
elementos logicos.) Como pode ser visto na Tabela 5.1. os dispositivos digitais com
fluidos podem permitir, ou inibir. a transmissao de sinal pela aplicagao. remogao.
ou outras combinagoes dos sinais de entrada.

A teoria de sistemas digitais fluidos desempenha as mesmas fungoes logicas da
sua correspondente eletronica. Hd. entretanto. algumas areas onde cada uma
possui vantagens distintas. (Normalmente. a escolha e clara.) Por exemplo. em
aplicacoes onde a confiabilidade em condigoes extremas (por exemplo, alta tempe-
ratura ou radiagao) é mais importante que a velocidade de operagao. devem ser
escolhidos sistemas digitais com fluidos. Se € exigida operagao logica com alta
velocidade em condi¢des normais. sio preferiveis os dispositivos eletronicos.
Aplicacoes de sistemas digitais com fluidos sdo quase sempre encontradas em
armazenagem. alimentagdo de maquinas, sequenciadoras. operadoras etc.

Muitas fungées de relés de controle podem ser desempenhadas por meio de
dispositivos com fluidos, e muitas fungoes logicas de reles e sistemas eletronicos
podem ser implementadas através de dispositivos com fluido.

Fig. 5.52 Amphficador em cascata.

Uma aplicacao tipica de sistema com fluido*. Componentes com fluidos podem
sensorar posigoes, propiciar comandos de operagdes, desempenhar engrenamen-
tos logicos e controlar, por meio de valvulas, o sistema de controle de maquinas.

Considere o sistema mecanico indicado na Fig. 5.53. Deseja-se projetar um
sistema l6gico de controle para manter a seqliéncia de uma furadeira. de modo que.
quando a broca estd retraida e um botéo € atuado, a furadeira avanga para baixo. A
broca avanga descendentemente e entio retorna a sua posigao para cima a fim de

*Este exemplo ¢ obtido de Fluidics-Plugging the Control Capability Gap por The General Purpose Control
Department, General Electric Company. Bioomington, Lllinois.

223



Tabela 5.1 Portas logicas com fluido e suas respectivas
tabelas-verdade

~ — ]

| Tabela-verdade Dispositivo com fluido | simbolo |
Estado presente  Préximo estado 1 FLIP-FLOP |

| € € @ ©2 O 0z | i

oo 0t 01 '| G O !

jo¢ o 0 ' O\
c 1 0 1 1 0 | / |

| e 1 0 1 0 c {
T o o | ! Ce | |
1 0 1 o} G 1 | |

|

OR/NOT J

| ¢y Cz Ca Oy

%

|
0 | |
‘ o 0 o 1 0O | |
| Todos 0s (0] 1
outros estados | I
| | |
_ | | |
= 1
‘ T
| |
| ¢y € O 0Op |
| T o ¢ 1
o] \ (#] 1 /(7\ |
! 1 b6 0 1 |
“ 1 1 0 |

completar o ciclo. Para retorno de emergéncia, exige-se um botao para retrair a
broca em qualquer instante.

Apresentaremos uma solugio para este problema utilizando um sistema digital
con*_u_ﬂu:_dos. A Fig. 5.54 mostra um circuito logico que pode desempenhar a
seq_ue’nf::lad: operagées desejada. O elemento FLIP-FLOP | éacionado pelo botao
de 1nicio (partida). O botao de inicio ¢ soltado. porém o elemento continuara a
fornecer a saida desejada. A saida do elemento FLIP-FLOP | alimenta o elemento

AND, gue combina este sinal com o outro sinal provemente da chave de limite

224

Fig. 5.53 Sislemd mecanico.

|

| FUP-FLOP 2 -
= |

Partida

T | |

—

FLIP=FLOP1 |

Ls2
_L LS
—_— D_._.—-—]-——'—ﬂ
Parada O€
emergéncia

Fig. 3.54 Circunto logico

(LS 1). Este sinal ativa © FLIP-FLOP 2. que desloca o rele de ar ¢ nicia o
movimento da broca para baixo. O suporte de broca move-se pard baixo € opera i
broca até que o sinal proveniente de LS 2 atinja o tanque de retardo. Este desloca o
elemento OR/NOT. que por sua vez chaveia o FLIP-FLOP 2 que aciona o relé de
ar para a sua posigao original. O suporte de broca move-se agora pard cima, O ciclo
repetir-se-a quando o botao de inicio for empurrado e LS 1 for ativado.

Se o botao de parada de emergéncia for acionado em qualquer instante. ele
acionara o elemento OR/N OTeo FLIP-FLOP 1.0 elemento OR/NOT acionard

o FLIP-FLOP 2, o que causard & imediata retracao do suporte da broca.

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.5.1 O termo normalmente usado para definir 0 ganho ou sensibilidade de um

controlador proporcmnal é a banda proporcional. Esta é a variagao percentual na entrada
para 0 controlador (sinal erro) necessaria para causar 1009 de variagao na saida do atuador.
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Portanto, uma banda proporcional pequena corresponde aum alto ganho ou alta sensibilidade
proporcional.

Qual é a banda proporcional se 0 controlador e atuador tiverem um ganho global de
45 (%7 (Note que as varnagoes lotas na entrada do controlador e na saida do atuador sao
dadas como 100%. Portanto um ganho de 4%/% significa que hd uma variagio de 4% na saida
se a vanagao na entrada for 1%.)

Solugao
; 1005, 1009
: . . =i R
Banda proporcional ho em % =77, 257

Problema A.5.2 Considere o sistema de controle de nivel de liquido indicado na Fig. 5.55.
Suponha que o ponto de ajuste do controlador esta fixado. Supondo um distirbio em degrau
de valor n,. determine o erro. Suponha que n1, Seja pequeno e as variaghes nas variaveis em
relagao a seus valores de regime estacionario respectivos também sejam pequenas. O contro-
lador ¢ do tipo proporcional.

Se o controlador nao for proporcional, mas integral. qual serd oerro em regime estaciona-

no? -

Solugio. A Fig. 5.56 representa um diagrama de blocos do sistema guando o controlador €
proporcional com ganho K. (Suponha que & fungao de transferéncia da valvula preumatica

[@ Controlador proporcional

Fr_;g: Disturbio n

.—r -T—
| b |
{ oy | T C_‘ Ge
1 :ﬂ(t: —
R

Fig. 5.55 Sistema de controle de nivel de liquido.

Nis) =

FCs+ 1

X(s)=0 Els) R - Hls)
% | RCs+ 1 v

Fig. 5.56 Diagramade blocosdo sistema de controle de nivel de liguido indicado na Fig. 5.55.
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seja unitana. Desde gue 0 ponto de ajuste esta fixado. a vanagao no ponto de ajuste € nula. ou
X(s) = 0. A transformada de Laplace de A1) ¢

KR R .
= -+
(O s L T
Entao.
R R ;
E6) = —HO = ~g2 T EO ~ g w1V
Portanto.

'—._—_R__.__"
E) =~ re T 1T RV

Desde que,
...
N(s) = 4
obtemos

Hy

_ R
EQ)=—ReGsT1FER s

__Rn 1 __Rmg_ 1
1—mxs+1+@@ T KRS
RC

A solugio temporal para t > 0 ¢

Portanto. a constante de tempo € RC/(1 = KR, (Na auséncia do controlador. 4 constanie de
tempo € 1gual & RC.) Conforme aumenta o ganho do controlador. diminui a constante de
tempo. O erro em regime estaciondnio €

Rng

q) = "TL KR
F

Conforme o ganho K, do controlador é aumentado. o erro em regime estacionaro. ou o
desajuste, é reduzido. Portanto, matematicamente, quanto maior for o ganho K. menores
serao o desajuste e a constante de tempo. Em sistemas praticos. entretanto, se 0 ganho K, do
controlador proporcional for aumentado para um valor muito grande, deve resultar uma
oscilagdo na saida desde que desprezamos em nossa analise todos 0s pequenos atrasos e
pequenas constantes de tempo gque podem existir no sistema de controle real. (Se estes
pequenos atrasos e constantes de lempo forem incluidos na analise. a fungdo de transferéncia
torna-se de maior ordem e. para valores muito grandes de K. hd a possibilidade de ocorrer
oscilagao ou mesmo instabilidade.)
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Se o controlador for integral. supondo que a fungao de transferéncia do controlador seja

K
G = —
£ ¥
ablemos
. Rs
EG) = —smg——2= N(8)
O =-—gemrs- KRS
Valvula borboleta
’ Q
Pistao de
poténcia
_ Cilindro ge
poténcia
Oleo sob
pressac

Tubo de jato

S
~Entraca de referéncia

“Filtro

Fig. 5.57 Diagrama esquematico de um sistema de controle de fluxo usando um controlador
de tubo de jato hidraulico.
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O erro em regime estacionano para um distiurbio em degrau N(s) = nofs €

e(oo) = lim sE(s)
=0

= lim _'_______—-Rsl %o
=lMmRCss +s+ KR s
-0

Portanto. um controlador integral elimina o erro em regime estacionano. ou desajuste. devido
ao disturbio em degrau. (O valor de K deve ser escolndo de modo que & resposta transitona
devida & entrada de comando efou disturbio amortegam com uma velocidade razoavel. Vide
Cap. 6 para analise de resposta transitona.)

Problema A.5.3 A Fig. 5.57 mostra um controlador de cano de jato mdraulico aplicado a um
sistema de controle de fluxo. O controlador de cano de jato governa a posigao da valvula
borboleta. Discuta a operagao deste sistema. Construa um grafico da curva possivel relacio-
nando o deslocamento x do bocal em relagéo a forga total F atuando no pistao de poténcia.

Solucio. A operagao deste sistema é a seguinte; A taxa de fluxo ¢ medida pelo orificio, e a
diferenca de pressao produzida por este orificio ¢ transmitida ao dizfragma do dispositivo
medidor de pressao. O diafragma € ligado ao bocal de giro livre. ou cano de jato. atraves de
uma ligagio. O dleo a alta pressao € ejetado do bocal durante todo o tempo. Quando o bocal
estd na posigao neutra. nao flui dleo atraves de qualquer um dos canos para mover o pistao de
poténcia. Se o bocal é deslocado pelomovimento do brago de balango para um lado. o 6leo sob
alta pressio flui através do cano correspondente. e 0 oleo no cilindro de poténcia flui para o
reservatorio de dreno através do outro cano.

Suponha gue o sistema esteja inicialmente em repouso. Se a entrada de referencia for
variada subitamente para uma taxa de fluxo maior. entao o bocal ¢ movido de modo tal a
mover o pistao de poténcia e abrir a valvula borboleta. Havers entdo um aumento na taxa de
fluxo. a diferenca de pressio através do onficio lorna-se maior e ¢ bocal retorna a posigao
neutra. O movimento do pistao de potencia cessa quandox. o deslocamento do bocal, retorna
e para na posicac neultra. (O controlador do cano de jato, portanto. possui uma proprniedade de
integragac. )

A relagao entre a forga total F agindo no pistao de poténcia e o deslocamento x do bocal €
indicada na Fig. 5.58. A forga total € igual a diferenca de pressao AP atraves do pistao vezes a
area A do pistao de poténcia. Paraum pequeno deslocamento x do bocal. a forga otal F e o
deslocamento « podem ser considerados proporcionis,

Fi

Fig. 5.58 Curva forga versus deslocamento.
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Problema A.5.4 Desenhe um diagrama de blocos do controlador pneumatico indicado na
Fig. 5.59. Deduza entao a fungio de transferéncia deste controiador.

; Valvula

—_——— piloto

= ]pneumética 4

F: b ] '55 + L P =,
L

P =Kx S e
r‘ 5
e T s

% 4

Fig. 5.59 Diagrama esquematico de um controlador pneumatico.

Se a resisténcia R 4 for removida (substituida pela tubulagzo de linha dimensionada). que
agao de controle resultard” Se a resisténcia R, for removida 1substituida pela tubulagao de
linha dimensionada). que agdo de controle resultara”

Solugao. Vamos supor que quandoe = 0. 4 distancia haste-pocal ¢ igual a X e a presséo de
controle € igual @ P.. Na presenie anilise. suporemos pzguenos desvios em relagao
a0s respectivos valores de referéncia como segue:

¢ = pequeno sinal erro

4 = pequena variagao na distancia bocal-hasle

p. = peguena variagao na pressao de controle

p, = pequena variagio de pressao no fole I devida a pequena variagao na pressao de con-
trole

py = pequena variagio de pressio no fole 1] devida a pequena variagdo na pressao de
controle

v = pequeno deslocamento na extremidade inferior di haste
Neste controlador. p. é transmitida ao fole | através da resisténciaR,. Analogamente, p.
¢ transmitida ao fole 1 através da série de resisténcias R4 e R,. Uma relacao aproximada entre
prep-e

P{(S) . 1 o 1
P‘(_S} o R,CS +1 o T‘S + 1

onde

T, = R,C = tempo derivativo
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Analogamente. py € p; sao relacionadas pela fungao de transferencia

Pn{.!'] - 1 . 1
Pis) RGC—1 Ts—+1

onde
T, = R,C = tempo integral

A equagao de equilibrio de forgas para os dois foles €
(pr — pu)A = k¥

onde k, € a dureza dos dois foles interligados e A e a drea da segdo transversal dos foles. A
relagao entre as vanaveis e, x ey €

b a

X = e
a+b a+b

A relagao entre p, e x €

Pe= Kx
Els X(s) f Fls)
(s) ;cfb- -
L= L
a |4 1
o+b | Tys+1 |

Els) M X(s) =:. _‘K[ F;;(s};
otb _[

] 0ATs
| (a+b) (T, s+1)(Tys+1)

{b)

Fig. 5.60 (a) Diagrama de blocos do controlador pneumatico mostrado na Fig. 5.59: (b)
diagrama de blocos simplificado.

231



Dus equagdes obtidas. pode ser desenhado um diagrama de blocos do controlador conforme
indicado na Fig. 5.60(a). A simplificagao deste diagrama de blocos resulta na Fig. 5.60(b).
A fungao de transferéncia entre P{s) e Efs) ¢

b
PC(S)_’_ a—b

Ets) 4 _ K i b%(%)("]ﬁ)

K

Para um controlador pratico. sob operagao normal (KeATs/[ld - AMs(Ts + DT = D] e
muite maior do que a unidade e T, >> T, Portanto. & fungao de transferéncia pode ser
simplificada como segue:

P.(s) . bk(Ts+ 1)Tes —1)

E(s) aATs
. (gl T g
=K1 +T,‘s—%_—)
onde

Portanto o controlador indicado na Fig. 5.39 ¢ proporcional-mais-denvativo-mais-integral.
Se a resisténcia R, for removida. ou R, = 0, a acéo resultante ¢ a de um controlador
proporcional-mais-integral.
Se a resisténcia R, for removida. ou R; = 0. a agao que resulta € a de um controlador
proporcional de banda estreita ou de duas posigdes, (Nole que as agoes dos dois foles de
realimentacido se cancelam e nao ha realimentagao.)

Problema A.5.5 Obtenha afungao de transferéncia do controlador indicado na Fig. 5.33(¢).

Solucio. A Fig. 5.6 mostra o circuito de realimentagac. As equagoes para esle CIrcuIlo sao
A 11,65) = L(s)] + Rali(s) = Eqfs)
CﬂlS 7 ' : o

S5 — L) + S1a(s) + Rilifs) =0

Portanto.

" 2(5) =y C;S
Eg{-f;' RgC[RjC‘SZ -+ (R,'C; + .RJC; r RJCJ)S +1

ou

R.Cs
RCR,Cyst —(RC, + R,C, — R,Cy)s + 1

Eis) _
Eq(s)
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Re ol
o— AN —e—}

O

Fig. 5.61 Circuilo de realimentagao usado no controlador mostrado ne Fig. 5.33(¢).

Venficando que na Fig. 5.33(c)
(e. — e))K = ey, e =€ ﬁf

obtemos

RZ R;C"SEQ(S] P =
[EGs) ~ E(R,C‘-R,C‘si ReRC TR K =B

A fungio de transferéncia E45)/E{5) €

Es) __ KRJIRCRCas* + (RC + RC, — R,Cls — 1]
E(s) ~ KRR Cs — RIRGRCss® + (RC, — RC — RCs + 1]

Se o ganho de malha ¢ muito maior do que & unidade. entio esta ulima equagio pode ser

simplificada para

Eqols) R_|[RJ-C‘,R3C}53 + (RiC;+ R,C, — R;Cyls — 1]
Ef(s) R:RCs

onde

KJ. = RL,-'.RI. Td = Rgcd, T, — R,-C;

Definindo
R T
a=1 R, + T,
Entao.
Eols) _ 1. ;_1_)
E{s) _K"a(l @’ T aTs

Portanto. o controlador é proporcional-mais-derivati vo-mals-integral.



R P c
— K. = L——-»

Calibragao Planta
1
Ke=—
S ¢
R i I K '
—_— Kp e T_5.+_1 ——
Planta

-
Fig. 5.62 Diagramas de blocos de um sistema de controle de malha-aberta e um sistema de
controle de malha-fechada.

Problema A.5.6 Considere o sistema de controle de malha-aberta e o sistema de controle de
malha-fechada indicados na Fig. §.62. No sistema de malha-aberta o ganho K € calibrado de
modoque K, = 1/K. Portanto. a funcdo de transferénciado sistema de controle de malha-aber-
la é

K 1

i
Gls) =g T—1" T3 +1

No sistemna de controle de malha-fechada. o ganho K, do controlador € ajustado de modo gue
KK >> 1.

Supondo uma entrada com degrau UNitario, compare s erfos em regime estacionano
para estes sistemas de controle.

Solugdo. Para o sistema de controle de malha-aberta. o sinal erro €

e(r) = r(r) — clt)
ou

E(s) = R(s) — C(s)
[1 — Gols)]R(s)

O erro de regime estacionario para a resposta de entrada 40 degrau €

e,, = lim sE(s)
10

lim {1 — Go(s)]
i-0 5
1 — Gy(0)

Il

SeGq0). 0 ganhoc.c. do sistema de controle de malha aberta. ¢ igual a unidade. entao o erro
em regime estacionario € nulo. Devido a vaniaghes ambientais e envelhecimento de compo-
nentes. entretanto, o ganho c.c. Gy0) apresentara denva em relagio ao zero conforme
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{ranscorre o [empo e 0 erTo em regime estacionario nao permanecera nulo por muito tempao.
Este erro em regime estacionano em um sisiema de controle de malha-aberta persistira ale que
o sistema seja recalibrado.

Para o sistema de controle de malha-fechada. o sinal erro €

E(s) = R(s) — C(s)
1
-1 e G(.S_}R(S}
onde
KK
Gs) =757

O erro de regime estaciondrio para uma entrada em degrau €

_ab L 1L
= ],'E'SLI - G(S)J s

- 1

1= G(O)

- 1

“T=KK

No sistema de controle de malha fechada. 0 ganho K, € ajustado em um valor muito maior do
que /K. Portanto o erro em regime estacionirio pode ser feilo pequenc. embora nao nulo.

Vamos supor a seguinte yanagao na fungao de transferencia da planta. supondo K e K,
constantes:

K+ AK
Ts+ 1
Por simplicidade. vamos supor K = 10. AK = 1. ou AK/K = 0.1 Entdo o erro em regime

estaciondno para uma entrada em degrau unitano no sistema de controle de malha-aberta
resulta

€45 =1 —%(KTAK)
e e
= —0,1

No sistema de controle de malha-fechada. se K, € ajustado para 100/K, entao oerroem regime
estaciondrio para uma entrada em degrau unitano resulta

1
€ = 1+ G(0)
B 1
_'__160_1_—
I+ (K +AK)

A

1+ 110
= 0,009



Portanto. o sistema de controle de malha-fechada € supenor ao sistema de controle de
malha-aberta na presenca de variagoes ambientais, envelhecimento de componentes etc. que.
definitivamente. afetam o desempenho em regime estacionano

Problema A.5.7 O diagrama de blocos da Fig. 5.63 mostra um sistema de controle de veloci-
dade no qual o elemento de saida do sistema € sujeito a um disturbio de torque. No diagrama.
Q.51 s). Tis) e Nis) correspondem as transformadas de Laplace da velocidade de referen-
cia. velocidade de saida. torque de excitagao e torque de disturbio, respectivamente. Na
auséncia de um torgue de disturbio. a velocidade de saida ¢ igual a velocidade de referéncia.

Q.le) BT 1T
+X — K
|

sl

Fig. 5.63 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade.
Investigue a resposta deste sistema ao torque de distirbio de degrau unitirio. Suponha
que u entrada de referéncia e nula, ou f145) = 0.

Solugao. A Fig. 5.64 apresenta um diagrama de blocos modificado e conveniente para a
presente analise. A fungao de transferéncia de malha-fechads ¢

Qus) _ 1
Nis) Js—K
Nis) 1 a’n_ 5
i »
s
l ~ f—

Fig. 5.64 Diagrama de blocos do sistema de controle de velocidade da Fig, 5.63 quando
4s) = 0.

onde () ys) ¢ a transformada de Laplace da velocidade de saida devida ao torque de distirbio.
Para um torque de disturbio com entrada unitdria. a velocidade de saida em regime estaciond-
ro é

Wy(ca) = lim sQ2(s)
-0

ERTS

Desta andlise concluimos que, se um torque de distirbio em degrau for aplicado ao
elemento de saida do sistema, resultard uma velocidade de erro, de modo que o torque motor
cancelard exatamente o torque do distirbio. Para desenvolver este torque molor € necessano
que haja um erro na velocidade de modo a resultar um torque nao nujo.

Problema A.5.8 No sistemaconsiderado no Problema A.5.7, deseja-se ebminar tanto quanto
possivel os erros de velocidade devidos a distirbios de torgques.

E possivel cancelar o efeito de um distirbio de torque em regime estaciondrio de modo
que um disturbio de torque constante aplicado ao elemento de saida ndo acarrete variagio de
velocidade em regime estacionario?

Solugio. Suponha que escolhemos um controlador conveniente cuja fungio de transferencia
¢ G4s). como indicado na Fig. 5.65. Entdo. na auséncia da entrada de referéncia. a fungao de

Nis)

Q.15 E(s) T(s} ' fus)

c\sl | e

Fig. 5.65 Diagrama de blocos de um sistema de controle de velocidade.

transferéncia entre a velocidade de saida {)ys) e o torgue de disturbio Nis) €

1

Q,.-(s} = j&
N(s) 1 -‘--—;}G,(S)
_ 1

—Js — Gds)

A velocidade de saida em regime estacionanio devida a um torque de disturbio em degrau
unitano €

wy(oo) = lim sQx(s)
=0
— g s
o l,lf.} Js + G.(s)

—k
~ G.0)

d
s

De maneira a satisfazer o requisito de

Wy(0) =0
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devemos escolher GA0) = =. Isto pode ser realizado se escolhermos
y K
G.s) = =

A acdo de controle integral continuard @ cormgir até que o erro seja nulo. Este poptrolador_.
entretanto. apresenta um problema de estabilidade porgue & equagao caracienstica possui
duas raizes imaginanas. )

Um metodo para estabilizar este sistemna ¢ adicionar um modo proporcional ao controla-
dor. ou escolher

Guts) = Ky + 2

Com este controlador. o diagrama de blocos da Fig. .65 na ausencia da entrada de referéncia
pode ser modificado para @ da Fig. 5.66. A funcdo de transferéncia de malha-fechada

nis) ;N{S}

Fig. 5.66 Diagrama de blocos do sistema de controle de velocicade da Fig. 5.65quando G 45!
=K, +(Kls)eflds) = 0.
ys)INis) resulta

Quls) _ 5
Nis) JIs- +~ K5 — K

Para um torgue de distirbio com degrau UNItAnNo. & +slocidade de saida em regime
estacionano €

wylor) = lim sQx(s)
=0

it
odss = Kpe— I8

=0

Portanto. verificamos que o controlador proporcional-mais-integral elimina o erro de veloci-
dade em regime estacionano.

O uso da agao de controle integral aumentou a ordem de sistema de uma umidade. (Isto
tende a produzir uma resposta oscilatona.)

No sistema presente. um torque de disturbio em degrau acarretard um erro transitoro na
velocidade de saida. porem o erro resulta nulo em regme estacionario. O integrador fornece
umna saida nao nula com erro nulo. (A <aida nao nula do integrador produz um torque motor
que cancelu exatamente O torque do disturbio. |
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Note que 0 integrador na funcao de_transferér_mcia da planta nao elimina o erro em regime
estacionario devido ao torque do distirbio. Para elimnaristo. deve haverum integrador antes
do ponto onde entra o torque do disturbio.

Problema A.5.9 A Fig. 5.67(a) apresenta um diagrama esquematico de um dispositivo de
controle pneumatico. Consiste em guatro camaras separadas por lres diafragmas que sao
rigidamente ligados conforme indicado no diagrama. Este dispositivo possui dois tubos de
entrada onde sao conectadas duas pressoes de controle P, e P.. Se tais pressoes forem
aplicadas, a montagem de diafragmas distorce e interrompe uma das duas entradas de
fornecimento. A pressio de saida Py € entao jgualouaP,oual. A pressao de saida Py pode ser
indicada em um grafico versus a diferenca de pressao P, — Pa. conforme a Fig. 5.67(b). Este
dispositivo pode ser utilizado como um dispositivo légico.

Pl'
|
P, -—D-_:-‘ r
P, —=— Fo
Exaustao L
0] Py =P
(a) (bl

Fig. 5.67 (a) Diagrama esquematico de um dispositivo de controle pneumatico: (b) curva
caractenistica.

Se uma pressao de polarizagao for aplicada a uma das camaras, conforme a Fig. 5.68(a). a
curva caracteristica € deslocada conforme a Fig. 5.68(b).

A Fig. 5.69 mostra uma combinagao dos dois dispositivos. Que operagao logica pode ser
desempenhada por esta combinagao? Supondo que & pressao de supnmento éigualaleas

pressoes de entrada nos pontosA e B seiam ou (ou 1. determine a pressao de saida no ponto F:

P‘
| A
‘. [o]
P — }—_1 |
! P Po i
Exaustao I
0 Ps ?,
(o) (b)

Fig. 5.68 (a) Diagrama esquematico de um dispositivo de controle pneumatico; (b} curva
caracteristica.
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«l

Fig. 5.69 Combinagio de dois disposiuvos de controle pneumaticos.

Solucao. Da Fig. 5.69. obtemos 4 seguinte tabela:

. [a]Blc|F]
‘0 o 01
1: 4 0 1 U‘
‘ 0 ‘1 "1 10
L ¥ | 1 0|

Portanto. 4 operagio logica obuda ¢ a NOR: isto €. F = A.B.
PROBLEMAS
Problema B.5.1 O diagrama esquematico de um controlador pneumatico ¢ indicado na Fig

5.70. Desenhe um diagrama de blocos do controlador e posteriormente deduza a fungao de
transferéncia.

Vélvula

piloto : pus ]
) pneumatica 7 ta
e B+ i
: = Lr Ju
p. =Kx c P
L-T-J
L}
]
- | t“
N, o
L)

Fig. 5.70 Dragrama esquematico de um controlador pneumatico.
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Problema B.5.2 A Fig. 5.71 mostra o diagrama esquematico de um servomaotor hidraulico no
qual o sinal erro € amplificado em dors estagios. Desenhe um diagrama de blocosdo sistema e
determine. posteriormente. a fungao de transferéncia entre v e 1.

Oleo sob | u* l\i/l

pressac

Ofeo sob
pressac

Fig. 5.71 Diagrama esquematico de um servomotor hidraulico.

Problema B.8.3 A Fig. 5.72 fornece o disgrama esquematico de um servomotor hidraulice
Que upo de agao de controle produz este servomotor?

Para recipiente
de dreno

Gleo sob
pressac

Fig- 5.72 Diagrama esquematico de um servomotor hidraulico.



Problema B.5.4 A Fig. 5.73 mostra o diagrama esquematico de um sistema de controle de
velocidade. O eixo é excitado a uma velocidade w atraves de uma redugdo por engrenagens.
Os volantes girantes resultam em uma forga centrifuga que e oposta a forca da mola. A
velocidade desejada é ajustada pela mola de pré-carga. Que tipo de agdo de controle produz o
controlador?

y‘_[] Maquina
]

—
Combustivel

Fig. 5.73 Diagrama esquemdtico de um sistema de controle de velocidade.

Problema B.5.5 Considere o controlador indicado na Fig. $.74. Que tipo de agao de controle
exerce este controlador?

Fig. 5.74 Diagrama esquematico de um controlador eletronico.

Problema B.5.6 A Fig. 5.75(a) apresenta o diagrama esquemdtico de um sistema de controle
de atitude de satélite. Pequenos jatos aplicam forga de reagéo para girar o corpo do satélite na
atitude desejada. Os dois jatos posicionados anti-simetricamente e indicados por A e B
operam em pares. Suponha que cada jato aplique ao sistema uma forga F/2 e um torque Fl. O
momento de inércia em relagdo ao centro de massa € J.
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Suponha que o controlador de atitude seja do tpo Ipropcrcnpnal-mws-denvauvo. A
representacao do sistema em diagrama de blocos e fomecida na Fig. 5.75(b). Determine o
valor do tempo derivativo de modo que 4 relagao de amoriecimenta ¢ seja 0.7,

Centro de massa

Referéncia

g, -] F 1| -3
K14 Ty5) —_— —_—
¥ | oust |

{b)
Fig. 5.75 () Diagrama esquemdtico de um sistema de controle de attude de satelite: (b)

diagrama de bloco,

Problema B.5.7 Considere v sistemi de multiplos lagos indicado na Fig. 5.76. Obtenha a
fungao de transferencis de malha-fechada entre Cesp g Ny

Nis
Ris) ¥ Cis)
——.'@)_.‘51[5] ""462(5"'—""-“' IGB(S]'—-—_’
| =2
—
JHQiS.IE""
Hls)r

Fig. 5.76 Sistema de multiplas malhas.



Problema B.5.8 Se o caminho direto de um sistema de controle contém pelo menos um
elemento integrante, entdo a saida continua a variar enquanto existir um erro. A saida para
quando 0 erro é precisamente zero. Se um disturbio externo entra no sistema. € desejavel ter
um elemento integrante entre o elemento de medida do erro ¢ o ponto onde entra o disturbio.
de modo que o efeito do distirbio externo seja feito nulo em regime estacionano.

Mostre que se o distirbio & uma fungio rampa. ento o ermo em regime estacionanc
devido a este distarbio em rampa. pode ser eliminado somente se dois integradores precede-
rem 0 ponto onde entra o disturbio.

Problema B.5.9 Considere o sistema indicado na Fig. S.77(a) onde K ¢ um ganho ajustavel ¢
Gis) e His; sao componentes fixos. A fungdo de transferéncia de malha-fechada para o
disturbio e

o/
N(s) 1 — KG(s)H{(s)

7
Para minimizar o efeito dos distirbios. o ganho ajustavel K deve ser escolhido tdo grande
quanto possivel.

Isto é também verdade para o sistema mostrado na Fig. 5.77(b)”

N(s)
= '| P
(s) A }__,-_j ¥ G{$]| -—%} Cls -
— H{s}-—-.]
_—
fo]

(b)

Fig. 5.77 (a) Si“‘"’“ﬁ‘ de controle com distirbio entrando no ramo direto; (b) sistema de
controle com disturbio entrando no ramo de realimentagio.

Problema B.5.10 A Fig. 5.78 mostra o diagrama esquematico de um dispositivo com fluido.

Que fungao este dispositivo desempenha’
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Fig. 5.78 Diagrama esquemauco de um dispositivo com fluido.

Problema B.5.11 Um resistor com fluido € um elemento passivo com fluido que. devido a
perdas viscosas, produz uma queda de pressio em fungao do fluxo que 0 atravessa ¢ possui
uma fungao de transferéncia com componentes essencialmente reais na faixa de frequenciade
Interesse. ) - e
Qual é o andlogo elétrico de um elemento passivo com fluido que, devido & compressibili-
dade do fluido, produz uma pressio atrasada em relagao ao fluxo por essencialmente 90°7
Qual ¢ o andlogo elétrico de um elemento passivo com fluido que. devido a inércia dg
fluido, possui uma queda de pressao avancada em relagdo ao fluxo por essencialmente 90°°
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6

Analise de
Resposta
Transitoria

6.1 INTRODUCAO

Afirmamos no Cap. 4 que © primeiro passo n- analise de um sistema de
controle era derivar um modelo matematico para o sislema. Uma vez obtido tal
modelo. existem virios metodos disponivels para & analise do desempenho do
sistema. i .

. Nu pratica. o sinal de entrada em um sistemu dz zontrole nao e conhecido «
priori mas e de carater aleatdrio. e a entrada instantinea nao pode ser expressu
analiticamente. Apenas em alguns casos especials se conhece o sinal de entrada o
priori e se pode expressa-lo analiticamente oU por cun 2. COMO N0 Caso docontrole
automatico de ferramentas de corte

Na andlise e proeto de sistemas de controle. czvemos 1er uma base pdra
comparar 0 desempenho de varios sistemas de contro =, Esta buse pode ser obtidua
especificando-se sinais de teste de entrada particulares < comparando-se as respos-
tis de virios sistemas a estes sinals de entrada.

Muitos critérios de projeto sao baseados em Tans sinals OuU na resposta de
sistemas a mudangas nas condicoes iniciais (sem utihizar qualquer sial de testel. 6]
uso de sinais de teste pode ser justificado pela correlagdo gue existe entre as
caracteristicas de um sistema para um sinal de entrada de teste tipico e a capacidade
do sistema para responder aos sinais de entrada reas._

ul: Sinais de teste tipicos. Os sinais de entradi de 1este comumente usados sao as
fungoes-degrau. fungoes-rampa. fungoes-aceleracac. fungdes-impulso. funcoes
senoidais etc. Com estes sinais de teste. tanto analises malematicas Como experi-
mentais de sistemas de controle podem ser feitas com facilidade. pois estes sinais
sao fungoes muito simples do tempo.

A determinagao de qual ou quais destes simuis de entrada tipicos devem ser
usados para analisar caracteristicas do sistema depenae da forma da entradaaque ©
sistemy sera sujeito mais freqientemente durante oper ~io normal. Se as entradas
para um sistema de controle sao fungoes que varium gradativamente com o tempo.
entio uma funcdo tampa de tempo pode ser um bom sinal de teste: e para um
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sistema sujeito a entradas tipo choque. uma funcao impulso pode ser o melhor.

_Uma vez projetado um sistema de controle baseado em sinais de teste, normal-
mente o desempenho do sistema para entradas reais € satisfatorio. O uso de tais
sinais de teste nos permite comparar o desempenho de todos os sistemas na mesma
base._

Este capitulo trata da resposta de sistemas a sinais aperiodicos (como, por
exemplo. fun¢des do tempo: degrau. rampa. aceleracao e impulso). (Analise e
projeto de sistemas baseados em sinais de teste senoidais sdo dados nos Caps. 9e
10.)

_Resposta transitoria e resposta estacionaria. A resposta temporal de um sis-
tema de controle consiste em duas partes: a resposta transitoria e a resposta
estacionaria. Entendemos por resposta transitoria aquela que vai do estado inicial
até o estado final. Por resposta estacionaria, entendemos a maneira como a saidado
sistema se comporta quando ¢ tende a infinito.

Estabilidade absoluta, estabilidade relativa, e erro estacionario. Ao projetar um
sistema de controle. devemos poder prever o comportamento dinamico do sistema
a partir do conhecimento dos componentes. A caracteristica mais importante do
comportamento dinamico de um sistema de controle € a estabilidade absoluta, isto
é.se 0 sistema é estavel ou instavel. Um sistema de controle esta em equilibro se,
na auséncia de qualquer perturbagdo ou entrada, a saida permanece no mesmo
estado. Um sistema de controle invariante no tempo e linear € estavel se a saida
volta ao seu estado de equilibrio quando o sistema € sujeito a uma perturbaggo. Um
sistema de controle, invariante no tempo e linear. ¢ instavel se uma ust:liagéo da
saida continua indefinidamente ou a saida diverge sem limite a partir de seu estado
de equilibrio quando o sistema ¢ sujeito a uma perturbacio. Em casos reais, a saida
de um sistema fisico pode aumentar até um certo valor mas ser limitada por
“‘harreiras” mecanicas. ou o sistema pode parar de funcionar ou se tornar nao linear
apos 4 saida ultrapassar uma certa amplitude de tal forma que as equagoes diferen-
ciais lineares nao sao mais vilidas. Nao discutiremos a estabilidade de sistemas nao
lineares neste capitulo. (Tais andlises sobre sistemas nao lineares sao vistas nos
Caps. 11e 15.)

Outros comportamentos (além de estabilidade absoluta) do sistema que deve-
mos considerar cuidadosamente incluem a estabilidade relativa e o erro estaciona-
rio. Dado que um sistema de controle fisico envolve armazenamento de energia. a
saida do sistema. quando sujeito a uma entrada. nao pode seguir a entrada imedia-
tamente mas exibe uma resposta transitoria antes que UM regime permanente possa
ser alcangado. A resposta transitoria de um sistema de controle real muitas vezes
mostra oscilagoes amortecidas antes de ir a um estado ou regime estacionano. Se a
saida de um sistema em regime eslacionario nao concorda exatamente com 4
entrada. diz-se que o Sistema apresenta erro estacionario. Este erro indica a
precisao do sistema. Ao analisar um sistema de controle. devemos examinar o
comportamento da resposta transitoria, tal como o tempo necessario para alcangar
um novo regime ou estado estacionario e o valor do erro enquanto o sistema segue
um sinal de entrada, bem como o comportamento em regime estaciondrio.

6.2 FUNCOES DE RESPOSTA AO IMPULSO
Para um sistema linear. invariante no tempo. a fungdo de transferéncia G(s) €

6(s) = YO

X(s)
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onde X(s) € & transformada de Laplace da entrada e Y(s) € a transformada de
Laplace da saida. Segue-se que d saida Y(s) pode ser formulada como© produto de
Gis) e X(s).ou

Y(s) = G(s)X(s) (6.1)

Note gue multiplicagao no dominio complexo ¢ equivalente 4 convolugao no
dominio do tempo. € portanto @ transformada inversa de Laplace daEq. (6.1)edada
pela seguinte integral de convolugao:

W) = _\" x(7)glt — 1) dt

o

= [ gt — 1) dt

onde
- g() =x(t) =0 parat < 0

Funcoes de resposta a0 impulso. Considere a saida (resposta} de um sistemna d
uma entrada de impulso unitario quando as condigoes iniciais sao nulas. Como &
rransformada de Laplace dafungao impulso unitario é aunidade. a transformada de
Laplace da saida do sistema € simplesmente

Y(s) = G(5) (6.2)

A transformada inversa de Laplace da «aida do sistemi. dada pela Eq. (6.2). €4
fungao resposta 40 impulso. ou

yit) = gt = fungao resposta 40 impulso

Esta funcho tambem ¢ chamada a funcio peso’ do sistemi.

A funcao resposta ao impulso gl ¢ portanto i resposta de um istema linear &
uma entrada de impulso unitario guando as condicoes miciars <io nulas. A trans-
formada de Laplace desta fungao nos da @ funcao de ransferéncia. Portanto. a
fungao de transferencia € 4 funcao resposta a0 impulso de um qistema linear
jnvariante no 1empo contém i mesma informacao sobre dinamica do sistema.
Desta forma. € possivel obter uma informagao completa sobre as caracteristicas
dinamicas do sistema excitando-0 com umsa entrada impulsiva € medindo a res-
posta. Na pratica. uma entrada em forma de um pulso. cuja duracao e muito curta
comparada com as constantes de tempo significativas do sistema. pode ser conside-
rada como impulsiva.

Considere a resposta de um sistema de primcira-ordem para uma entrada em
pulso de amplitude 1/t; € duragio f.. Se 4 duragao 0 < 1< 1y desta entrada é
suficientemente pequend comparada com 4 constante de tempo dosistemaT . entao
4 resposta e aproximadamente Uma resposta ao impulso unitario. Um metodo pard
determinar se [y ¢ suficientemente pequena ¢ aphcar uma entrada em pulso com
amplitude 2/1, € duragao t,/2. Se as respostas 4 entrada em pulso original e do pulse
modificado sao praticamente as mesmas. 1, pode ser considerado suficientemente
pequeno. A Fig. 6.1 mostra as Curvas de respostade um sistema de pnmcira-ordem
4 entradas em pulsoea entrada em impulso. Observe que. seli = (.17 . a resposta
do sistema € praticamente idéntica a resposta ao impulso unitario.
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Fig. 6.1 Curvas de resposta paraum <istema de pﬁmmra-ordem sujeito a entradas em pulso ¢
impulso.

Integrais de convolugao. N& pratica podemos agroximar uma f_unc:‘m impuisg
poruma funcgio pulso de amplitude grande € de duracad pequend. CUjd areac 11_1u:ii i
magnitude. 0U areq. da fungao impulso. Sed funcao de entradax(1) ¢ uma fungao em
pulso com amplhitude T, & duracao 7. enLan a integral de convolugao

W) = [ xogtr—7) dz

s¢ 1orng
vy = l i _1__g1r — 1) dzt
. Juo by

== g(r) para suficientemente pequend

Portanto. a respostd Jde um sistema pard um pulso de gra_ndc amplitude e pequend
duragao tendo ared unitiaria € praticamente igual a fungad resposta ao impulso.
Aproximagao pard integrais de convolugao. C onsidere 0 sistemi visto na Fig.
6.2, Suponha que @ funcao resposta 40 impulso € gil- (E claro que fungao de
transferéncia do sistema € Fein) = Gis))- A entrada x(1) s 1mctd emt=0¢ dura
ate 1 = I Achemos d resposta deste sistemd para x(1} usando uma apm.!umzu;&n
para @ integral de convolugao:

) = \0 x()elt — 1)d7

pela somé das respostas @ N fungOes em pulso.
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Fig. 6.2 Saida do sistema como uma somaloria de convolugao.

A entrada x(f) pode ser aproximada por uma seqiéncia de N fungoes em pulso
cuja difragio é Ar,. onde Ar, = 1,/N. Se Ar, € suficientemenie pequeno guando
comparado com a menor constante de tempo do sistema. entao o k-ésimo pulso
pode ser considerado como um impulso cuja magnitude € a area x(kAry) Aty A
resposta ao k-ésimo pulso € entao

x(k At,) Ar, glt — k At))
que é o produto da dreado impulso e a funcao resposta a0 impulso atrasada porkAr .
Como o sistema em consideragio € linear. o principio da SUPETPOSICAD S€

aplica. Portanto a respostav(t) do sistemaa sequénciade N fungoes em pulso ¢ dada
pela soma de convolugao:

M=
y) = *2 x(k At))elt — k Ar,) At (6.3)
~0

onde

glt) =0 parat <0

A Eq. (6.3) fornece a resposta no instante /. Note gue como gi7) = Oparar=0.a
resposta nao precede a entrada. Portanto.

W0 <t < Ar)) = x(0)glr) At
WAL, <1< 2Ar) = [x(0)g(r) — x(Ar,)glr — Atr))] Aty
y(2 Ar, < t < 3 Ar,) = [x(0)g(r) — x(Ar,)glt — At,)
4 x(2 Arglr — 2 Ar))] Ary

WNAL — AL, < 1< NAL) = {Eix{k At gl — k Arl)} At
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6.3 SISTEMAS DE PRIMEIRA-ORDEM

Considere o sistema de primeira-ordem visto na Fig. 6.3(a).

{5} \ ] Cls)
Ris) é ; Els) 715_ ’_____u_ts__

|

Ris) 1 C(s)

(b}

Fig. 6.3 (a) Diagrama de blocos de um sistema de primeira-ordem: (b) diagrama de blocos
simplificado

Fisicamente. esie sistema pode representar um circuito R-C. um sislems lermico
etc. Um diagrama de blocos simplificado € visto na Fig. 6.3(b). A relacao entrada-
saida e dada por

Cs) . _ 1 (6.4)
Ris)  Ts—1
4 seguir. analisaremos as respostas do sistema a entradas como degrau unitario.
rampa umitana. e funcao impulso unitario. As condigoes micials setdo nulas.
Note gue todos o5 sistemas com & mesma funcao de transferéncia irao exibir a
mesmu saidi em resposta i mesma entrada. Pura qualguer sistema fisico dado.
pode-se dar uma interpretagao fisica it resposta matematica.

Resposta a degrau unitario de sistemas de primeira-ordem. Como u transfor-

mada de Laplace da fungao degrau unitario € 1/s. substituindo Rts) = 1/s na Eq.
6.4}, obtemos

1 ]
=l
Expandindo Cs) em fragdes parciais. 1emos

PO i)

Tomando a transformada inversa de Laplace da Eg. (£.5). obltemos
y=1—¢'" (20 ' (6.6)
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A Eq. (6.6) diz que. inicialmente. a saidac(t) € nula ¢ finalmente se torna unitiria.
Uma das caracteristicas importantes desta curva de resposta exponencial ¢(f) € que
emt = T o valor de ¢(1) € 0,632, ou a resposta c(r) alcangou 63,2% de sua varnagao
total. Isto pode ser visto facilmente substituindo-se 1 = T em ¢(1). Ou seja.

eo(T)=1—e1 =0632

Sabe-se que T é a constante de tempo do sistema. Quanto menor for a constante de
tempo. mais rapida serd a resposta do sistema. Outra caracteristica importante da
curva de resposta exponencial € que a inclinagao da linha tangente em [ = 0élT.
pois

de !

s = _e—r.T:l et }

7 e s —T‘ (6.7)

Inclinagao =
elthy I/ e c{!]=1-9-+

0,632

. & 2
o 2 o "
Ll 0 @ ]
© @ 2
! L
Y
o] T ra T a7 5T t

Fig. 6.4 Curva de resposta exponencial.

A saida alcancaria o valor final em 1 = T caso se mantivesse a sua velocidade imcial
de resposta. Da Eq. (6.7) vemos que a inclinagao da curva de respostac(t) decresce
monotonicamente de 1/T em t = 0 para zero em [ = *.

A curvade resposta exponencial ¢(r) dada pelaEq. (6.6) ¢ vistana Fig.6.4. Em
uma constante de tempo, a curva de resposta exponencial foi de 0 a63.2% do valor
final. Em duas constantes de tempo. a resposta alcanca 86.5% do valorfinal. Ems =
3T. 4T e ST, a resposta alcanga 95, 98.2 e 99.3%, respectivamente, do valor final.
Portanto. para t = 4T, a resposta permanece dentro de 2% do valor final. Como
visto da Eq. (6.6), o regime estacionario € alcancado matematicamente somente
apds um tempo infinito. Na pritica. entretanto, uma estimativa razodavel do tempo
de resposla € 0 lempo que a curva de resposta necessita para alcangar a linha de 2%
do valor final. ou quatro constantes de tempo.

r{t _[ _— clth

Fig. 6.5 Um sistema geral.
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Considere o sistema visto na Fig. 6.5. Para determinar experimentalmente se o
sistema ¢ ou nao de primeira-ordem. faga o grafico da curvalog ¢(1) — ¢(=)|. onde
¢(t) & a saida do sistema. em fungéo de 1. Se a curva € uma reta. o sistema e de
primeira-ordem. A constante de tempo T pode ser lida do grafico como sendo o
tempo T que satisfaz a seguinte equagao:

o(T) — cioc) = 0,368 [c(0) — ()]
Note gue a0 invés de fuzer o grafico de log |cif) = ¢/=) em fungao de 1. e

conveniente fazer o grifico de err) — c(=)/icf0) = ct*) em fungao de r em papel
semilogaritmico. como visto na Fig, 6.6,

 3eE N\ ¢ - c(©)=0.368c(0) - (]
g |
olw
111 20+
=g |
Ll
10—
2-.
's 5 T 2 3 8 3 T2 =

- T
Fig. 6.6 Grafico de cit) — ci=)/icl0) - e(=} em fungao de r em papel semilog.
Resposta a rampa unitaria de sistemas de primeira-ordem. Como a transfor-

mada de Laplace da fungdo rampa unitariae 1/s*. obtemosa saidado sistemada Fig.
6.3(a) como

) = gy

Expandindo Cis) em fragoes parcials, temos

o i
B = ooty (6.8)
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Tomando a transformada inversa de Laplace da Eg. (6.8). obtemos
d)=t—T+Te"" (=0
O sinal de erro e(r) € entao
elt) =r(1) — c(r)
=T(l —eT)

Quando tende a infinito. ¢ "7 tende & zero. e portanto o sinal de erroerr) tendea T
ou

A entrada rampa unitana e a saida do sistema sio vistasna Fig. 6.7. O erro ao seguir

a entrada rampa unitaria é igual a T parar suficientemente grande. Quanto menor a
censtante de tempo T. menor € 0 erro estacionario ao seguir uma entrada em rampa,

rit)
cit)
L V. _Erro
estacionario

i T

4T i~
r(t)=t m\//
o7 - clr).
S D S IR o
Q 2T aT 6T t

Fig. 6.7 Resposta a rampa unitiria do sistema visto na Fig. 6.3(a).

Resposta ao impulso unitirio de sistemas de primeira-ordem. Para a entrada
impulso unitario R(s) = 1, e a saida do sistema da Fig. 6.3(a) pode ser obtida como

1
CO) =51

ou
() = g€ (=0) (6.9

A curva de resposta dada pela Eq. (6.9) ¢ vista na Fig. 6.8,
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Fig. 6.8 Resposta a impulso unitirio do sistema visto na Fig. 6.3(a).

Uma propriedade importante de sistemas lineares invariantes no tempo. Na
andlise vista acima. mostramos que para 4 entrada rampa unitaria. a saida cfr) €

ety =t—T+Te"™ (t=0)

Para a entrada degrau unitdrio. que é a derivada da entrada rampa unitaria, a saida
clt) €

eft) =1 —e*7 (t=0Q)

Finalmente, para a entrada impulso unitirio, que € a derivada da entrada degrau
unitario, a saida c(1) €

ot) = lTe-ﬂ (t>0)

A comparacio da resposta do sistema a estas Lrés entradas mostra claramente que a
resposta a derivada de um sinal de entrada pode ser obtida diferenciando aresposta
do sistema para o sinal original. Também pode ser visto que a resposta aintegral do
sinal original pode ser obtida integrando a resposta do sistema ao sinal original e
determinando as constantes de integra¢do a partir da condigéao inicial de saida zero.
Como mencionado no Cap. 4, esta ¢ a propriedade de sistemas lineares invariantes
no tempo. Sistemas variantes no tempo e sistemas ndo lineares nao possuem esta
propriedade.

6.4 SISTEMAS DE SEGUNDA-ORDEM

Nesta segdo, vamos primeiro obter a resposta de um sistema de controle de
segunda-ordem especifico auma entrada em degrau e depois estender a andlise para
a solugéo de outros sistemas de segunda-ordem.

Um servomecanismo. Considere o servomecanismo visto na Fig. 6.9(a). O
objetivo deste sistema ¢ controlar a posi¢do da carga mecanica de acordo com &
posigao de referéncia. A operacao deste sistema é como segue: Um par de poten-
ciometros age como um dispositivo que mede erro. Eles convertem as posigoes de
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entrada e saida em sinais elétricos proporcionais. O sinal de entrada de comando 4
determina a posi¢ao angular r do brago mével do potenciometro de entrada. A
posigao angular r ¢ a entradade referéncia para o sistema, € 0 potencial elétrico do
braco ¢ proporcional a posigao angular do bragc. A posigao do eixo de saida

determina a posigao angular ¢ do bragco movel do potenciémetro de saida. A
diferenga de potencial e, — e, = ¢ é o sinal de erro. onde e, € proporcional ar € €. €
proporcional a ¢: ou seja. e,= Ky € €= K. . onde K, ¢ uma constante de
proporcionalidade. O sinal de erro que aparece nos terminais do potenciometro e
amplificado pelo amplificador cuja constante deganhoe K. A tensao de saida deste
amplificador € aplicada ao circuito de armadura do motor dc. (O amplificador deve
ter uma impedancia de entrada muito alta porque os potenciometros sao essencial- <
mente circuitos de alta impedancia e nao toleram drenagem de corrente. A0 mesmo
tempo, o amplificador deve ter impedancia de saida baixa pois ele alimenta 0
circuito de armadura do motor.) Uma tensao fixa ¢ aplicada ao enrolamento de
campo. Se existe um erro, 0 motor desenvolve um torque para virar a carga de saida
de tal forma a reduzir o erro parda Zero. Para corrente de campo constante. 0 torque
«desenvolvido pelo motor €

i

] (=]
T'=K;l, S
| =
onde K, é a constante de torque do motor ei; €2 corrente de armadura, Para o £
circuito de armadura, 2 3
o =
w
di, . d g 2 —
L%+ Ri,+ Ky = Kee sl e E I
o) -
+ . - . |
onde K, é aforga contra eletromotnz do motor e # € o deslocamento angulardo eixo 2 g
do motor. A equagdo para equilibrio de torque € g \ 3
=) ' =
a6 | . do - il
Jogge Tlogr =T =R ) -

onde J, ¢ a inércia da combinagao do motor. cargd. ¢ engrenagens refenidos ao eixo
do motor e f, é o coeficiente de atrito viscoso da combinagao do motor, carga €
engrenagens referidos ao eixo do motor. A fungao de transferéncia entre 0 deslo-
~amento angular do eixo do motor ¢ 0 sinal de erro ¢ obtida das Egs. (6.10) e {6.11)

KKz
5(Lgs + o) (os + fo) + K2K3s

digao de erro Amplificador

Potercibmetro de entrada

como segue: i| E
@
E S) S(Las + ‘Rn)(JDS +f0) J'_ KIK.!S T " ‘;
| i
onde O(s) = Z16()] € E(s) = #le(1)]. Supomos que a relagdo das engrenagens é tal ] e g
que o eixo de saida gira n vezes para cada revolucio do eixo do motor. Portanto, ) s T.—-_-Tr—-_l "
] o
25 0 |3
C(s) = nO(s) (6.13) =% . ~85
] 59 o
onde C(s) = Zlc(1)] ec(t) € o deslocamento angular do eixode saida. A relagao entre &

E(s), R(s) e C(s) €

E(s) = Ko[R(s) — C(s)] (6.14)
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matico de um servomecanismo: (hj e (¢) sao diagramas de blocos.

Fig. 6.9 (1) Diagramaesque



onde R(s) = ¥[r(1)]. O diagrama de blocos deste sistema pode ser construido a
partir das Egs. (6.12), (6.13) e (6.14), como visto na Fig. 6.9(b). A fungao de
transferéncia do elo direto deste sistema é

K.K,K;n
s[(L,s + RIS + fo) + K. K]

Como L, é normalmente pequeno, ele pode ser desprezado. e a fungao de transfe-
réncia de elo direto se torna

G(s) =

K,K,K,n
s[R,(Jos + fo) + K2K5]
K.,K,K.n|R,

- KK
Jos® + (fo + =k ’)s (6.15)

G(s) =

O térmo [f, + (K2K3/R,)}s indica que a forga contra eletromotriz do motor tem o
efeito de aumentar o atrito viscoso do sistema. A inérciaJ, ¢ 0 coeficiente de atrito
viscosofo+(K.K,4/R,) sdo referidos ao eixo do motor. QuandoJg efy+ (K.Ky/R ;) sdo
multiplicados por 1/n?, a inércia e o coeficiente de atrito Viscoso S0 exXpressos em
termos do eixo de saida. Introduzindo novos parametros definidos por

J = J,/n? = momento de inércia referido ao eixo de saida
F = [fo+ (KK 4R )] /n* = coeficiente de atrito viscoso referido ao eixo de saida
K = KK .K./nR,

podemos simplificar a fungaode transferénciaG(s) dada pela Eq. (6.15), resultando

K
U R

O diagrama de blocos do sistema visto na Fig. 6.9(b) ¢ entao simplificado como
visto na Fig. 6.9(c).

A seguir, investigaremos as respostas dindmicas deste sistema para entradas
degrau unitario. rampa unitdria e impulso unitario.

Resposta a degrau de sistemas de segunda-ordem. A fungio de transferéncia de
malha-fechada do sistema visto na Fig. 6.9(c) €

CGs) _ LS
R(s)  Js*+ Fs+ K

B S - -5

Os polos de malha-fechada sao complexos se F*— 4JK < 0. e sao reais se
F:— 4JK = 0. Na andlise de resposta transitéria. € conveniente escrever

K

F
— 2 _— = =
7 =5 7 2w, =20

~| =

(6.16)
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onde o é chamada de atenuagao; w, € a frequéncia natural nao amortecida; e { é o
coeficiente de amortecimento do sistema. O coeficiente de amortecimento { € a
relagdo entre o amortecimento real F e o amortecimento critico F. = 2V JK ou

A . i
F,” 2JIK
Com esta notagao. o sistema visto na Fig. 6.9(c) pode ser modificado para aquele

visto na Fig. 6.10. e a fungdo de transferénciade malha-fechada C(s)/R(s) dada pela
Eq. (6.16) pode ser escrita

Cls) _ @,
R(s)  5* + Aw,s + w} (6.17)
Rls) Els) w? Cls)
B2, s(s+ 2Cwn)

Fig. 6.10 Sistema de segunda-ordem.

O comportamento dinamico de sistemas de segunda-ordem pode entdo ser descrito
em termos de dois parametros { € w,. Se 0 < { < 1. os polos de malha-fechada sao
complexos conjugados e se situam no semiplano esquerdo do plano s. O sistema
entio é dito subamortecido. e a resposta transitoria é oscilatoria. Se = 1, o sistema
¢ dito criticamente amortecido. Sistemas sobreamortecidos correspondema( > 1.
A resposta transitoria de sistemas amortecidos criticamente € sobreamortecidos
nio oscila. Se { = 0. a resposta transitoria nao decai.

Determinaremos agora a resposta do sistema visto na Fig. 6.10 para entrada
degrau unitdrio. Consideramos trés casos diferentes: 0 subamortecido(0<{< 1).0
criticamente amortecido ({ = 1). e o sobreamortecido ({ > I).

(1) Caso subamortecido (0 < < 1): Nesle caso. C(s)/R(s) pode ser escrito

£ . @,
R(s) ~ (s + o, + jo)(s + {w, — jo,)

ondewy=w,\/1— {*. Afreqiénciaw,€ chamadade freqliéncia natural amortecida.
Para uma entrada degrau unitirio, C(s) pode ser escrita

C(s) = w;
(s) (s* + 2Aw,s + w})s (6.18)

A transformada inversa de Laplace da Eq. (6.18) pode ser obtida facilmente se C(s)
¢ escrita da seguinte forma:

1 s+ 2o,
€@ T s+ 2w + o
1 s+ (o, B (o,
=S T Tl toi +lw)+ o
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No Cap. 2 mostramos que

-1 5 + Cwn _ p—lat
5 [W?ﬂ e e

3’-1[ 27

4y | — erlesenyt
(s + {w,)* + wﬁ} ¢

Portanto a transformada inversa de Laplace da Eq. (6.18) é obtida como segue:

LC(s)] = o)
¢
&L=

Ly -+ e VLT
=1 ﬁsen(wdt — tan —Z__) (rz(}i&lg}

=1 — e™te (cos Wt + - sen wdr)

-

Este resultado pode, obviamente. ser obtido diretamente usando-se uma tabela de
transformadas de Laplace. DaEq. (6.19), pode-se ver que a freqiiénciadaoscilagao
transitéria é a freqiiéncia natural amortecida wg € portanto varia com o coeficiente
de amortecimento {. O sinal de erro para este sistema¢ a diferencga entre a entrada e
a saida. e portanto €

e(r) = r(t) — (1)
= gt (cosm [+ ¢ senw r) (t=0)
- at g 0=

Este sinal de erro apresenta uma oscilagao senoidal amortecida. Em regime perma-
nente. ou em { = %, N0 existe eITo entre a entrada e saida.

Se o coeficiente de amortecimento { € igual & zero, a resposta se torna nao
amortecida e as oscilacoes continuam indefinidamente. A respostac() para 0 caso
de amortecimento nulo pode ser obtida substituindo-se £ = 0 na Eq. (6.19), resul-
tando

e(t) =1 — cos w,t (t=0) (6.20)

Portanto. da Eq. (6.20), vemos que w, representa a freqliéncia natural nao amorte-
cida do sistema. Isto é,w, € a freqliéncia em que 0 sistema oscilaria se 0 amorteci-
mento fosse diminuido para zero. Se o sistema linear tem amortecimento, mesmo
gue sG um pouco, a freqiiéncia natural nao amortecida nao pode ser observada
experimentalmente. A freqiiéncia que ode ser observada ¢ a freqiiéncia natural
amortecida wg, que € igual aw, vV 1 — {Z. Esta freqiéncia € sempre menor que a
freqiiéncia natural nao amortecida. Um aumento em { ird reduzir a freqiéncia
natural amortecida wy. Se [ € aumentado além da unidade. a resposta se torna
sobreamortecida e ndo ird oscilar.

(2) Caso de amortecimento critico ({ = 1): Se os dois polos de C(s)/R(s) sao
aproxjmafjgmente iguais, o sistema pode ser aproximado por um com amorteci-
mento critico.

Para uma entrada degrau unitirio. R(s) = 1/s e C(s) pode ser escrita

6= :
)= ——~ —
(5 + w,)*s (6.21)
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A transformada inversade Laplace daEq.(6.21) pode ser determinada como sendo
)=1—e>1+awn =0 (6.22)

Este resultado pode obviamente ser obtido fazendo-se { tender a 1 (um) na Eq.
(6.19) e usando-se 0 seguinte limite:

/ __Z.Z
lim Sml] D! — 1im X2 w"l 1 - ! = wyt
-1, — L = al —-z

(3) Caso sobreamortecido (L > 1) Neste caso, os dois polos de Cis)/R(s) sio reais,

negativos e distintos. Para uma entrada degrau unitario. R(s) = 1/s e C(s) pode ser
escrita

C(s) = w,
)= G tw, + o0 — D(s+ (o, — o — s (6.23)

A transformada inversa de Laplace da Eq. (6.23) €

i

1+2«/C3w1(c+~/ﬁ—1)

_ 1 (=TT Dt
o cm ([ = Vi

e—:.r

w” —-e—lﬂ
=] W2 524

— (s T = Tawt

o) =

ondes, = ({ + V' - Nw,es5:= (L — VL — I, Portanto, a resposta ¢(1) inclui
dois termos de exponencial decrescente.

Quando { € censideravelmente maior que a unidade, uma das duas exponen-
ciais decrescentes decai mais rapidamente que a outra. de tal forma que o termo da
exponencial mais rapida (que corresponde a uma constante de tempo menor) pode
ser desprezado. Isto €. se —s, estd Jocalizado muito mais perto do eixo jw do que
—s, (0 que significa |5, << |sy]), entdo, para se obter uma solugao aproximada
podemos desprezar —s,. Isto ¢ valido porque o efeito de —s, na resposta € muito
menor que o de —s, pois o termo contendo s, na Eq. (6.24) decai muito mais
rapidamente do que o termo contendos,. Uma vez que o termode exponencial mais
rapida desaparece, a resposta é similar a de um sistema de primeira-ordem, e
C(s)/R(s) pode ser aproximado por

Ct) _ fw, — @, -1 _ 5
RG) s+lw, —oNZ -1 ST5

Esta forma aproximada € uma conseqiiéncia diretado fato de que 0s valoresinicial e
final tanto do C(s){R(s) original como da aproximagao sao iguais.

Com a funcao de transferéncia aproximada C(s)/R(s), a resposta a degrau
unitdrio pode ser obtida como

_ to,—oNT—1 -
c (s + (o, — o N[> — 1)
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A resposta temporal c(t) € entao
cff) = ] —ert=yi-limt (t=0)

Isto fornece uma resposta aproximada ao degrau unitario quando um dos polos de
C(s)/R(s) pode ser desprezado. Um exemplo da resposta temporal aproximada c(7)
com{ = 2,w,= 1€ vistonaFig. 6.11 .junto coma solugao exata parac(f). A solugao
aproximada e

c(t) =1 — e 027 (t=0)
e a solugiio exata para este caso €
e(f) = 1+ 0,077e~37% — 1,077 %" (t=0)

A principal diferenca entre as curvas de respostaexata e aproximada reside na parte
inigial das curvas de resposta.

Uma familia de curvas c(t) com varios valores de { € vista na Fig. 6.12. onde a
abscissa é a variavel adimensional @,/. As curvas sao fungoes somente de {. Estas
curvas sao obtidas das Eqgs. (6.19), (6.22) e (6.24). O sistema descrito por estas
equagoes estd inicialmente em repouso.

Note gue dois sistemas de segunda-ordem com 0 mesmo { mas diferentes w,
terdo o mesmo sobre-sinal e o mesmo padréo oscilatorio. Diz-se que tais sistemas
possuem a mesma estabilidade relativa.

E importante notar que para sistemas de segunda-ordem cujas fungoes de
transferéncia de malha-fechada sao diferentes daquela dada pela Eq. (6.17)., as

1,0

| T [ 1 |
IIENZaEN
AL L]

7 Solugdo aproximada
cl=1-¢~ 27" |

1 .
clt) // ! |l

04
\ Solugao exata
/ clf)=1+ 0077373 -, 077e %27
02 //

le)

o
3
(=]
m
o
S
5
&
&
o

Fig. 6.11 Curvas de resposta a degrau unitiro para o sistema visto na Fig. 6.10 (caso
sobreamortecido.).
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Fig. 6.12 Curvas de resposta a degrau unitdrio para o sistema visto na Fig. 6.10.

curvas de resposta ao degrau podem ter um aspecto bem diferente daquelas mos-
tradas na Fig. 6.12.

Da Fig. 6.12. vemos que um sistema subamortecido com{ entre 0.5 e 0.8 chega
perto do valor final mais rapidamente que um sistema com amortecimento critico ou
um sistema sobreamortecido. Entre os sistemas que respondem sem oscilagao, um
sistema com amortecimento critico apresenta a resposta mais rapida. Um sistema
sobreamortecido sempre € lento ao responder a quaisquer entradas.

Definigoes de especificacoes de resposta transitéria. Em muitos casos praticos.
as caracteristicas de desempenho desejadas de sistemas de controle sao especifica-
das em termos e grandezas no dominio do tempo. Sistemas com armazenamento de
energia nao podem responder instantaneamente ¢ terdo respostas transitorias sem-
pre que sujeitos a entradas ou perturbagoes.

Freqlientemente, as caracteristicas de desempenho de um sistema de controle
sao especificadas em termos da resposta transitéria para uma entrada degrau
unitario, pois esta entrada é facil de se gerar e é suficientemente severa. (Se a
resposta a uma entrada em degrau ¢ conhecida, é matematicamente possivel com-
putar a resposta para qualquer en trada.)

A resposta transitoria de um sistema parauma entrada degrau unitdrio depende
das condigoes iniciais. Para conveniéncia na comparagio de respostas transitorias
de varios sistemas, costuma-se usar a condi¢ao inicial padrao de que o sistema estad
inicialmente em repouso com a saida e todas suas derivadas nulas. Desta forma as
caracteristicas de resposta podem ser facilmente comparadas.

A resposta transitoria de um sistema de controle na pratica geralmente apre-
senta oscilagoes amortecidas antes de alcangar o estado ou regime estacionario. A0
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especificar as caracteristicas de resposta transitoria de um sistema de controle para
uma entrada degrau unitirio, ¢ comum se especificar o seguinte:”

tempo de atraso, Iy

. tempo de subida, 1,

. instante do pico, 1,

sobre-sinal maximo, M,

tempo de acomodagao, I,

Estas especificagoes sao definidas a seguir e mostradas graficamente na Fig. 6.13.
1. Tempo de atraso, t4: 0 tempo de atraso € 0 tempo necessario para a
resposta alcangar pela primeira vez a metade do valor final.

2. Tempo de subida, f,: o tempo de subida € o tempo necessario para a
resposta passar de 10% a 9%, 5% a 95%, ou 0% a 100% do seu valor final.
Para sistemas de segunda-ordem subamoriecidos, usa-se normalmente 0
tempo de subida de 0 a 100%. Para sistemas sobreamortecidos, normalmente
se usa 0 tempo de subida de 10 a 90%.

3. Instante do pico, 1,: o instante do pico € o tempo necessario para a
resposta alcangar o primeiro pico do sobre-sinal.

4. Sobre-sinal maximo (percentual), M,: o sobre-sinal maximo € 0 maximo
valor de pico da curva de resposta medido a partir do valor unitario (um). Seo
valor final de regime estacionario da resposta difere da unidade. entao co-
mumente se usa 0 maximo sobre-sinal percentual. E definido por

b led b —

Sobre-sinal maximo percentual = Lty — %) & 100%
¢ (=)

0 va_]or do sqbre—sinal maximo (percentual) indica diretamente a estabilidade
relativa do sistema.

-+ ¢
- Ly @ P
CU“ ‘,/(-yf‘: \)‘
; Tolerancia permitida
| M, /\ ‘\\ . .
LN e platcy
T | B e N=002
M ! !
1 ‘ : : 1| |
»-‘—fo« : : :
051--~- | |
|
(] Ir : :
{1 |
O1f-A | i ! i
et .
L ,
- fp —
- f, 7|

Fig. 6.13 Curva de resposta a degrau unitdrio mostrando ty. I, 1, My, € 14

*N. do T.: Os indices em tg, I, I, I, vém do inglés delay time, rise time, peak time. settling time.
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5. Tempo de acomodagao, t,: 0 tempo de acomodagao € o tempo necessaro
para a curva de resposta alcangar e permanecet dentro de uma faixa em torno
do valor final, faixa esta de magnitude especificada por uma porcentagem
absoluta do valor final (normalmente 5% ou 2%). O tempo de acomodagao
esta relacionado com a maior constante de tempo do sistema de controle. A
escolha de que porcentagem usar no critério de erro pode ser determinada a
partir dos objetivos do projeto de sistema em questao.

As especificacoes de dominio de tempo que acabamos de ver sdo bastante
importantes visto que & maloria dos sistemas de controle sao sistemas de dominio
do tempo: isto é. eles devem apresentar respostas temporais aceitaveis. (Isto
significa que o sistema de controle deve ser modificado até que a resposta transito-
ria seja satisfatoria.) Note que se especificamos os valores de f4. [r. 1. 1€ M ,.entdao
a forma da curva de resposta esta virtualmente determinada. Isto pode ser visto
claramente na Fig. 6.14.

-

cit)) I Parat > t, a resposta
i permanece dentro
| ‘desta faixa
| ™ f;;“fiffff%%é;% §L,,.o,os
1 . ./ ou
= 4N 7 0,02

-

_f/ Estes pontos s&o especificados

Fig. 6.14 Especificagoes de resposta transitoria.

Note que nem todas estas especificagoes sao aplicaveis para qualquer caso em
estudo. Por exemplo, para um sistema sobreamortecido. os termos instante do pico
e sobre-sinal maximo ndo se aplicam. (Para sistemas que apresentam erros de
regime estacionario para entradas em degrau. este erro deve ser mantido dentro de
um nivel percentual especificado. Discussoes detalhadas de erros de regime esta-
cionario sao vistas no Cap. 7.)

Alguns comentérios sobre especificacoes de respostas transitérias. Exceto em
certas aplicagdes onde nao se podem tolerar oscilagoes, € desejavel que a resposta
transitoria seja suficientemente rdpida e suficientemente amortecida. Portanto,
para uma desejada resposta transitéria de um sistema de segunda-ordem, o coefi-
ciente de amortecimento deve estar entre 0.4 e 0.8. Valores pequenosde  ({ < 0.4)
resultam em sobre-sinal excessivo na resposta transitoria, e um sistema com um
valor grande de {({ > 0,8) respondera de forma lenta.

Veremos mais tarde que o sobre-sinal maximo e o tempo de subida sic
especificagdes conflitantes. Em outras palavras, nao se podem minimizar sobre-si-
nal maximo e o tempo de subida simultancamente. Se diminuirmos um deles. ©

outro necessariamente aumentara.
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Sistemas de segunda-ordem e especificacoes de resposta transitéria. A seguir,
obteremos expressoes para o tempo de subida. instante do pico, sobre-sinal ma-
ximo, e tempo de acomodagao de sistemas de segunda-ordem dados pelaEq. (6.17).
Estas expressoes serio obtidas em termos de { e w,. Supde-se que o sistema é
subamortecido.

Tempo de subida ¢,: Referindo-se & Eq. (6.19). obtemos o tempo de subida 1.,

fazendo ¢(t,) = 1 ou

B =1 =L T (cos wyl, + %ﬁ senwdr,) (6.25)

Como e~*@ £ (. obtemos da Eq. (6.25) a seguinte equagao:

C
cos m,t, - ,St’.‘nwf =0
dtr ;l C__ dr

o
'\/1——{E Wy
tan @, = —— 7 T "¢
Ju b
g
e = 3 1 Wp . ! =
* i B R Fig. 6.15 Definigao do angulo 8.
s 0 o
4..‘ g“'n fe

Portanto, o tempo de subida 1, €

4 :Ltan-x(&):n—ﬁ
T w

4 —0 y (6.26)

onde 3 é definido na Fig. 6.15. Pode-se ver que os valores de tan~! (—/1 = {*/{) fica
entre /2 en. Se{ = 0,. entdo tan™' (—\/T — *l{) = w4/2: e se{ = 1_. entdo tan™
(-1 = ﬁ'i,’} = 77_. Claramente, para um valor pequeno de ., w, deve ser grande.
Instante do pico 1, Referindo-se a Eq. (6.19), podemos obter o instante do pico

diferenciando c(z) com respeito ao tempo e fazendo a derivada igual a zero, ou
dc

— wﬂ
ar L (senwyt ) T-Tl =

Isto resulta na seguinte equagao:

~Lamty — 0

sen wyt, =0
ou
i, =0,m,2n,3n, ...
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Como o instante do pico f, corresponde ao primeiro pico do sobre-sinal. wa, = 7.
Portanto,

(6.27)

_n
I;—a—)&

O instante do pico 1, corresponde a meio ciclo da freqiiéncia de oscilagao amorte-
cida. ‘ o _ _ ;
Sobre-sinal maximo M,: O sobre-sinal maximo ocorre no instante do instante do

pico ou em f = I, = m/wg. Portanto, da Eq. (6.19), M, € obtido como

M, = c(t,) — 1
— ~{eonn/wq) b C - sen ﬂ)
el ol =
[/~ = el = oGO (6.2%)

O sobre-sinal maximo percentual é e~@@®™ x 100%.
Tempo de acomodagao /,: Para um sistema subamortecido de segunda-ordem. a

resposta transitdria ¢ obtida da Eg. (6.19) como

—~{awnt .J"l EN ﬁ:’.
cty=1-— ﬁ sen (mdr -+ tan™! _-Z__> (t=0)
elt)
4 —
J1-g2 T
R
1-¢2
3
T=
g""’n
1
e~ fen'
J1-¢2
1 1 L 1 __-,
1 ° T 7. 2T ar 4T f
F= =7
1-g2 \
1 T -1
t= L —cos” [}
1-t2 &

Fig. 6.16 Um par de curvas envoltérias da curva de resposta a degrau unitirio do sistema
visto na Fig. 6.10.
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As curvas | = (e—!//1— %) sdo as curvas envoltorias da resposta transitoria para
uma entrada degrau unitdrio. A curva de resposta ¢(1) sempre permanece interna-
mente a um par de curvas envoltorias, como visto na Fig. 6.16. A constante de
tempo destas curvas envoltorias € 1/{w,.

A velocidade de declinio da resposta transitoria depende do valor da constante

de tempo 1/{w,. Para um dado w,, 0 tempo de acomodagao /, € uma fungao do
coeficiente de amortecimento . Da Fig. 6.12, ?cmﬂs‘qne—pafa—%:mﬁm,.‘t‘pm
uma -gmﬂe{mmodaacemodm}éa gpmagum—sism_magde— —
arnpnccunenm.muim_babsoé.maior do-que para um sistema adequadamente amor-
tecidoxPara um sistema sobreamortecido o tempo de acomodagao fa s¢ torna
grande por causa do inicio lento da resposta.

O tempo de acomodagao correspondendo a uma faixa de toleranciade=2% g _: lr/ L

+5% pode ser medido em termos da constante de tempo T = 1/lwp. :
lirvas-da Fig 642 para diferentes valores de {. O resultados sio-mestradas na
Fig 6:1%Para-0-<£.< 0.9, se é utilizado o critério de %%, entao '’ aproximada-
mente quatr(ﬁrezes a constante de tempo do sistema ou

2y
& )

4 4 :
IQ‘T AT = Fhat /// (6.29)
- |7

s | I ‘

I
Faixa de tolerancia de 2%
4

5T

o o Ly |
.//ﬂl i /i
. %

T T
Faixa de tolerdncia de 5%
|

-

Tempo de acomodagao 1,

!
i ] 1
o3 04 05 06 07 08 08 I0

¢

Fig. 6.17 Curvas de tempo de acomodagao 1, em fungao de L.
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Se é utilizado o critério de 5%, entio 1, € aproximadamente trés vezes aconstante de
tempo ou

y=3T= 7= o, (6.30)

O tempo de acomodagao dado pela Eq. (6.29) [ou Eq. (6.30)] tem um valor
minimo em torno de { = 0,76 (ou{ = 0.68) e em seguida aumenta quase linearmente
para valores grandes de [. As descontinuidades nas curvas da Fig. 6.17 acontecem
porque uma variagao infinitesimal no valor de { pode causar uma variagao finita no
tempo de acomodagdo, como visto na Fig. 6. 18. '

cit) i Sls{emn 1]
\
L
7
/
/
! — e
7 ™ T
;‘ \\‘;T’ !
178N '

-~ Descontinuidade
no tempo de
acomodagao

’," Sistema | \ ‘
/ L P4

' |
|
]

|
fs (Sistema ) - —"]

}__7__ t, (Sistemall) — ——— >

Fig. 6.18 Curvas de resposta adegrau unitario mostrando uma descontinuidade no tempo.de
acomodacgao.

f-—

Note que o tempo de acomodagao € inversamente proporcional ao produto do
coeficiente de amortecimento e a freqiéncia natural nao amortecida do sistema,
Como o valor de { é normalmente determinado a partir da especificagio requerida
de sobre-sinal maximo, o tempo de acomodagao € determinado principalmente pela
freqiéncia natural nao amortecida wy. Isto significa que a duragao do periodo
transitorio pode ser modificada, sem modificar o sobre-sinal maximo, através do
ajuste da freqiiéncia natural nao amortecida.

Da analise anterior, é evidente que para uma resposta rapida, w, deve ser
grande. Para limitar o sobre-sinal méaximo M, e fazer o tempo de acomodagao
pequeno, o coeficiente de amortecimento { ndo deve ser muito pequeno. A relagao
entre o sobre-sinal maximo percentual M, e o coeficiente de amortecimento [ €
mostrada na Fig. 6.19. Note que se o coeficiente de amortecimento esta entre 0.4 e
0.8. entio 0 sobre-sinal maximo percentual para respostaa degrau estd entre 25% €
2.5%.

Exemplo 6.1 Considere o sistema vistona Fig: 6.10, onde{ = 0,6 ew, = Srad/s. Vamos obter 0
tempo de subida 1, instante do pico 1, sobre-sinal maximo M,, e o tempo de acomodagao /;
quando o sistema € sujeito a uma entrada degrau unitdrio.
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My Sobre-sinal maximo

Fig. 6.19 Curva de M, em funcao de (.

Para os valores dados de I € w,.0btemos wy = w,\ =
Tempo de subida £,: O tempo de subida €

—pf 34-—8 7 A
w, A4 oL AW =
onde B ¢ dado por

1l
B
T
q

1]

T
£

r

p =tan™! %“’ = tan~! —g— = 0.93 rad

O tempa de subida 1, ¢ entdo \ _ A\

3,14 — 093

(, — —0.55s N/

Instante do pico iy

4 o [} 6\'\:
O instante do pico é ' \}) l&
rp=£d=1ﬂ=0,7355 | bf’

! &

Sobre-sinal maximo M,: O sobre-sinal maximo €

‘,\),(p == 6’_[" wgln — e—'-i_.4}xs..14 = 0’095

0O sobre-sinal maximo percentual € entao 9.5%.
Tempo de acomodagao ¢, Para o critério de 2%, o tempo de acomodagao €
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r,=i=i=1,335
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Para o cnténo de 5%,
_3_3_
f;*-?— 3 =1s

Resposta impulsiva de sistemas de segunda-ordem. Para uma entrada impulso
unitirio r(1), a correspondente transformada de Laplace € unitdria, ou R(s) = 1. A
resposta ao impulso unitario C(s) do sistema de segunda-ordem visto na Fig. 6.10€

_ w;
Sl = Aw,s + w?

A transformada inversa de Laplace desta equagdo resulta na solugao temporal para
a resposta c(f) como segue:

Para0 < < |,

mn =L,
c(,)=7.l_:_z.i_e s senw,a/1 —Ft (1=>0) (6.31)
Para { = 1,
1) = wite* (1> 0) (6.32)
Para { > 1,
o w, ==V Tiwow __ w, — {4+ VT = 1) war
== w2063

Note que podemos, sem tomar a transformada inversa de Laplace de Cf(s).
obter a resposta temporal ¢fz) diferenciando a correspondente resposta ao degrau
unitirio, uma vez que a fungdo impulso unitdrio € a derivada temporal da funcao
degrau unitario. Uma familia de curvas de resposta a impulso unitario dadas pelas
Egs. (6.31)e (6.32) com varios valores de { € vistana Fig. 6.20. As curvas c(t)/w, sao
mostradas em fungdo da varidvel adimensional w ¢, e portanto sao fungoes apenas
de {. Para os casos de amortecimento critico e sobreamortecimento. a resposta ao
impulso unitdrio é sempre positiva ou nula; i.e., c(t) = 0. Isto pode ser visto nas
Egs. (6.32) e (6.33). Para o caso subamortecido. a resposta ao impulso unitario ¢(1)
oscila em torno de zero e assume valores positivos e negativos.

Da analise anterior podemos concluir que, se a resposta ao impulso unitdrio
¢ft) nao muda de sinal, o sistema ou € criticamente amortecido ou € sobreamorte-
cido, e neste caso a correspondente resposta ao degrau nao tem sobre-sinal mas
cresce ou decresce monotonicamente e tende a um valor constante.

O sobre-sinal maximo para a resposta ao impulso unitario do sistema subamor-
tecido ocorre em

tan"—:—' S . ¢
t= - <<l —
w1 — H :
e o sobre-sinal mdximo é ‘J

C(1)max = @, EXP (—FT%’F tan-! _L:'Z—z) ©0<{<1l
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Fig. 6.20 Curvas de resposta a impulso unitario do sistema visto na Fig. 6.10.

Como a funcdo de resposta ao impulso ¢ a derivada temporal da fungao de
resposta degrau pnitzirin. o sobre-sinal maximo M, para a resposta a degrau unitano
pode ser determinado da correspondente resposta ao impulso unitirio. Em outras
palavras. adrea sob a curva de resposta ao impulso unitario der = 0 até o tempo do
primeiro cruzamento do zero. como visto na Fig. 6.21. ¢ | + M,. onde M, € ©
§obre-smal maximo (para a resposta a degrau unitirio) dado pela Eq. {6.28p). O
instante do pico ¢, (para a resposta ao degrau unitario) dado pela Eq. (6.27)
:‘(emzrzsppkrl‘de 40 tempo em que & resposta a0 impulso unitario cruza pela primeira

CIX0.

clt)

Resposta a impulso unitario

1+ M,

T

0 \/ T
|
t

]

—-

Fig. 6.21 Curva de resposta a impulso unitirio do sistema visto na Fig. 6.10.
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Erro estacionario para respostas a rampa. A resposta transitoria de um sistema
de segunda-ordem sujeito a uma entrada em rampa pode ser obtida através de um
método simples. (Veja 0 Problema A.6.5.) Nesta analise. examinaremos o erro
estacionario quando o sistema de segunda-ordem ¢ sujeito a tal entrada.

Para o sistema visto na Fig. 6.22, obtemos

Js* + Fs R(s)
JsT - Fs+ K
0O erro estaciondrio para a resposta para a rampa unitaria pode ser obtido como

segue: Para uma entrada rampa unitaria r(t) = [, obtemos Ris) = 1/s*. O erro
es1aciondno ¢, €

E(s) =

e,, = lim SE(s)

AT

o
i
o= )
;;nﬁ
"H-
g
|
NE

Para garantir uma resposta transitoria aceitavel bem como um erro estaciond-
rio admissivel em resposta a uma entrada em rampa. { ndo deve ser muito pequeno e
w, deve ser suficientemente grande. E possivel fazer o erro estaciondrio ey
pequeno fazendo o valor do ganho K grande. (Um valor grande para K tem uma
vantagem adicional de suprimir efeitos indesejaveis de zonas mortas. histerese.
atrito de Coulomb etc.) Um valor grande para K farna. entretanto. { pegueno ¢
aumentaria o sobre-sinal méximo. o gue ¢ indesejdvel.

Portanto € necessario achar uma solucio de compromisso entre & valor do erro
estacionario para entrada em rampa ¢ © sobre-sinal maximo para uma entrada em
degrau unitario. No sistema visto na Fig. 6.22. pode ser dificil obter um compro-
misso razoavel. Nestes casos. entao. ¢ desejavel se considerar outros tipos de
acoes de controle que podem melhorar tanto a resposta transitoria como o compor-
tamento estacionario. A seguir, consideramos dois métodos para melhorar o com-

1
slds +F)

Cls_)

Fig. 6.22 Sistema de controle.
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portamento. um usando um controlador proporcional-mais-derivada e o outro
usando realimentagdo de tacometro.

Controle propordun.al-mais—derivada de sistemas de segunda-ordem. Um com-
promisso entre comportamento aceitavel de resposta transitoria e de regime esta-
cionario pode ser obtido pelo usode agoes de controle proporcional-mais-derivada.

R (s} 1 Cl(s)
Ko+ Kas = —
e slus+F)

Fig. 6.23 Sistema de controle.

Considere o sistema visto na Fig. 6.23. A fungéo de transferéncia de malha-fe-
chada ¢

C(s) K, + K;s

RG) ™ Is*+ (FX K)s+ K,

O erro estacionrio para uma entrada em rampa unitaria e

A equagao caracteristica €
Js? -~ (F+ K)s+—K,=0 (6.34)

O coeficiente de amortecimento efetivo deste sistemae portanto F + K 4a0 invés de
F. Como o coeficiente de amortecimento deste sistema €

f e Ky
2V K, J
¢ possivel se fazer tanto 0 erro estacionario e para uma entrada em rampa como o
sobre-sinal maximo para uma entrada em degraus pequenos fazendo-se F pequeno,
K, grande, e K, grande suficiente de tal forma que { fique entre 0.4 ¢ 0.7.

A seguir, examinaremos a resposta a degrau unitario do sistema visto na Fig.
6.23. Definamos

(K K
= =By =R
w, 7 z K:

A funcéo de transferéncia de malha-fechada pode entao ser escrita

Cls) _ @ s+z
Ris)~ z 87+ Aw,s + w?
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Quando um sistema de segunda-ordem tem um zero perto dos p6los de malha-
fechada, o comportamento de resposta transitéria se torna consideravelmente
diferente daguele de um sistema de segunda-ordem sem um Zero.

Se o zero em s = —zI €std localizado perto do eixo jw. O efeito do zero na
resposta a degrau unitario ¢ bastante significativo. Curvas de resposta a degrau
tipicas deste sistemacom{ = 0.5 e com varios valores paraz/({w,) sa0 vistas na Fig.
6.24.

NEEENEEN

c(t)

Fig. 6.24 Curvas de resposta d degrau unitario do sistema de segunda-ordem.

8 - (&) rrmn=at)

[=05

Tacometros. Um outro método para melhorar o desempenho de servomeca-
nismos é adicionar realimentagao por tacometro. Este método € de ajuste facil e
relativamente econdmico. Um tacometro DCéum gerador que produz uma 1ensao
proporcional a sua velocidade de rotagdo. E usado como um transdutor, conver-
tendo a velocidade do eixo em rotagao para uma tensao DC proporcional. Em um
tacometro DC um ima permanente fornece um fluxo constante no entreferro de ar.

Portanto, a tensao induzida pelo tacometro € pode ser escrita
e=Kyb =K,

onde K é uma constante, ¥ € o fluxo no entreferro de ar e € a vciocidad_e de
rotagao. Como ¢ € uma constante, K, = K também € uma constante. A fungao de
transferéncia do tacometro DC €
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E(s)
GT(.;} = K,.S‘

Um diagrama esquemdtico de um tacometro DC é visto na Fig. 6,25(a).
Embora sua saida seja uma tensao DC, se esta é convertida em uma tensao AC,

entdo o tacometro DC pode também ser usado em servomecanismos AC.

(o)

Tensao
aplicada

Enrolamento
primario

Tensao . 3
de saida Rotor

Enrolamento
secundério

(b)

Fig. 6.25 (a) Diagrama esquematico de um tacometro DC: (b) diagrama esquematico de um
tacometro AC.

O tacometro AC é um dispositivo similar a um motor de indugéo de duas fases.
(Motores de duas fases geralmente se prestam bem para o papel de tacometros AC.)
A Fig, 6.25(b) mostra o diagrama esquemadtico de um tacémetro AC. Uma tensdo
AC fixa é aplicada ao enrolamento primario do tacometro. O enrolamento secunda-
rio é colocado a 90 graus em termos espaciais a partir do enrolamento primario.
Portanto, quando o eixo do rotor estd estaciondrio, a tensdo de saida € nula.
Quando o eixo do rotor estd em rotagio, a tensao de saida no enrolamento secunda-
rio é proporcional & velocidade do rotor. A polaridade da tensdo de saida é

determinada pela diregdo de rotagao. A fungao de transferéncia de um tacometro
ACé .

EGs) _
O N
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onde E(s) é a transformada de Laplace da tensao de saida, B{x),é a transfonqada de
Laplace da posigao do rotor, e K ¢ uma constante. Embora a saida de um tacémetro
AC sejauma tensdo AC, este tacometro pode ser usado em um servomecanismo
DC se a tensio AC de saida é convertida em uma tensao DC através de um
demodulador. _ ) ‘ )

Note que um tacometro utilizado com finalidades de amortecimento € geral-
mente construido como parte integral do servomotor.

Servomecanismos com realimentacao de velocidade. A derivada do sinal de
saida pode ser usada para melhorar 0 ‘dcsen?penho do sistema. Para se obter a
derivada do sinal de posigdo de saida. € desejavel usar um tacometro ao Inves de
diferenciar fisicamente o sinal de saida. (Note que a diferenciagao amplifica efeitos
de ruido. De fato, se ruidos descontinuos estao presentes. a dlferer351aa;ao amplifica
os ruidos descontinuos mais do que sinal util. Por gxemplo. a saida de um poten-
ciometro é um sinal de tensao descontinua porque, a‘m_edlda‘ que o terminal movel
do potenciometro passa nos enrolamentos, lensoes $a0 induzidas nos enrolamentos
seguintes gerando transitorios. A sa]’da_do potenciémetro nao deve portanto ser
seguida de um elemento de diferenciagao.) ' _ B _

Considere o servomecanismo visto na Fig. 6.26(a). Neste dispositivo. o sinal
de velocidade, junto com o sinal de posicao. é reahmenlf;do para a entrada para
produzir o sinal de erro atuante. Em qualquer servomecanismo, tal sinal de veloci-

K
Js + F

X
X
v

1r§

Kp |

(a)

R(s) K cls)
s(Js + F)

Fig. 6.26 (a) Diagrama de blocos de um servomecanismo; (b) diagrama de blocos simplifi
cado.

27



dade pode ser facilmente gerado por um tacémetro. O diagrama de blocos visto na
Fig. 6.26(a) pode ser simplificado. como visto na Fig. 6.26(b). resultando

Cs) _ K
Rs) - IS+ (F-KK)s + K

A equacao caracteristica ¢

Jst+ (F+ KK)s—K=0 (6.35)

Comparando a Eq. (6.35) com a Eq. (6.34). vemos que elas sdo da mesma forma. Se
KK, e K fossem iguais a K, e K. respectivamente. entao as duas equacoes seriam
idénticas. Portanto podemos esperar que a realimentacdo de velocidade forneca
melhoras semelhantes no desempenho do sistema quando comparada com 0 uso de
acoes de controle proporcional-mais-derivada.

O erro estacionario para uma entrada em rampa €

O coeficiente de amortecimento { €

_ F—+ KK,
§= W (6.36)

A frequéncia natural nao amortecida w, = /KT nio é afetada pela realimentagao
de velocidade. Observando que o sobre-sinal maximo para uma entrada degrau
unitario pode ser controlado atraves do valor do coeficiente de amortecimento {.
podemos reduzir tanto o erro estacionario e, quanto o sobre-sinal maximo fazendo
F pequeno e K grande e entao ajustando a constante de realimentagao de velocidade
K, de tal forma que { esteja entre 0.4 e 0.7.

Lembrar que a realimentacgio de velocidade tem o efeito de aumentar o coefi-

ciente de amortecimento sem afetar a freqiiéncia natural nao amortecida do sis-
tema.

Exemplo 6.2 Parao sistema wisto na Fig. 6.27. determine os valores do ganho K e a constante
de realimentagao de velocidade K , de tal forma que o sobre-sinal maximo na resposta a degrau
unitario seja 0.2 e o instante do pico seja | s. Com estes valores de K ¢ K. obtenha o tempo de
subida e o tempo de acomodacao.

2
e M- Oy
R(s) K Cls) N7
s(s+1) ‘({‘{
1+ Kys =

Fig. 6.27 Sistema de controle.
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Determinagio dos valores de K e K,: O sobre-sinal maximo M, ¢ dado pela Eq. (6.28) como

sendo .-
M, = o= C/VT-T= / ’F iz ._-‘
A= e
Este valor deve ser 0,2. Portanto. f e
e~ ENT=Tx — 02 _ R .
ou - I
£ S
V1-(2
que fornece -

[ = 0456

O instante do pico t, é especificado como 1 s; portanto, da Eq. (6.27),
N

. -3 - £
l /]rG"ﬂ\"\}-&"E =

Il

£l

I, =

ou
;= 3,14

Como { € 0,456, wy €
@y
mn el (-_—__';1 — C?- 3‘53
Como a freqiiéncia natural w, € igual a \/K neste exemplo.

K=w!=125
Entio, K, €, da Eq. (6.36).

K" = 2_..._.—‘K‘K;_] = 01178

Tempo de subida t,: Da Eq. (6.26). o tempo de subida t, €

__1!_-
r.,——ng‘i

onde
-1 @ -
B =tan l-—a‘ = tan~' 1,95 = 1,10

Portanto, 1, €
t, =0,65s

05924 -2, 574E = ¢



Tempo de acomodagao t,: Para o critério de 2%,

r,=i = 248s
o

Para o critério de 5%.

=
t, =— =186s

6.5 SISTEMAS DE ORDEM SUPERIOR

Nesta secéo. discutiremos inicialmente a resposta a degrau unitirio de um tipo
particular de sistema de terceira-ordem. Em seguida apresentaremos. em 1ermos
gerais, uma analise de resposta transitoria de sistemas de ordem superior. Final-
mente, discutiremos analise de estabilidade no plano complexo.

“Resposta a degrau unitirio de sistemas de terceira-ordem. Discutiremos a

resposta a degrau unitdrio de um sistema de terceira-ordem freqientemente encon-
trado, cuja fungo de transferéncia de malha-fechada e

Cs) _ P
R(s)  (s* + 2w,s + a7)(s +p)

A resposta a degrau unitario deste sistema pode ser obtida como segue:

e—u‘.’m.r

o) =1~ grg =37 {ﬁgz(ﬁ —2)cos~/T — o,

BRE =D  Noen T= T 0t} — gy (20

onde

™
f
.
=

Note que, como
BB -2+ 1=03B—1)+(1—-()>0

o coeficiente do termo e~ é sempre negativo.

O efeito do pélo real s = —p na resposta a degrau unitdrio € de reduzir o
sobre-sinal maximo e aumentar o tempo de acomodag@o. A Fig. 6.28 mostra curvas
de resposta a degrau unitario deste sistema de terceira-ordem com { = 0.5. O
quociente 8 = pf({w,) € um parametro na familia de curvas.

Se o polo rqa] estd localizado a direita dos pélos complexos-conjugados, entao
ha uma tendéncia para resposta lenta. O sistema se comportara como um sistema

sobreamortecido. Os pélos complexos-conjugados adicionardo ondulagio na curva
de resposta.
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Fig. 6.28 Curvas de resposta a degrau unitario de um sistema de terceira-ordem.

C(s) whp =05
Ris) (5% + 2was + wi)s +p)’ &

Resposta transitéria de sistemas de ordem superior. Considere o sistema visto
na Fig. 6.29. A funcéo de transferencia de malha-fechada €

C(s) _ G(s)
R(s) — T G(s)H(s) (6.37)

Em geral, G(s) e H(s) sido dados como relagoes de polindmios em 5, ou

_ p(s) _ n(s)
G(s) = t-f(-.ftj ou H(s) = dGs)

R C(s)
L | Gls) >

Fig. 6.29 Sistema de controle.

His) =
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onde p(s), g(s), n(sj, e d(s) sao polindmios em 5. A funcao de transferéncia de
malha-fechada dada pela Eq. (6.37) pode ser escrita entao

Cls) _ ___ pls)dcs)

R(s) — q(s)d(s) + p(s)n(s)
_ bgsm b5 A
T E e

an bm—ls = bm
u an—ls = Gn

Para determinar a resposta transitéria deste sistema para qualquer entrada. €
necessario fatorar o polinémio do denominador. (Varios métodos sdo disponiveis
para este fatoramento de polinémios. Neste livro apresentaremos uma técnica
conveniente chamada método do lugar das raizes. Veja Cap. 8.) Uma vez que ©
polinémio do denominador foi fatorado. C(s)/R(s) pode ser escrita

Cls) _Kis+z)s+2)--(s+2,)
RE) ™ GFp)stp) - (+P)

(6.38)

Examinemos o comportamento da resposta deste sistema para uma entrada
degrau unitario. Supomos que os polos de malha-fechada sio todos distintos. (Este
¢ geralmente 0 caso em sistemas praticos.) Parauma entrada degrau unitdrio, a Eq.
(6.38) pode ser escrita

a L 4a;
o) =5+ :“:. s+ pi B
onde a; é o residuo do polo em s = —p;.

Se todos os pélos de malha-fechada estao no semiplano esquerdodo planos, as
magnitudes relativas dos residuos determinam a importancia relativa dos compo-
nentes na forma expandida de C(s). Se ha um zero de malha-fechada perto de um
polo de malha-fechada. entao o residuo neste polo é pequeno e o coeficiente do
termo de resposta transitoria correspondendo a este pélo se torna pequeno. Um par
de pélos e zeros localizados perto um do outro efetivamente se cancelardo. Se 0
polo estd localizado muito longe da origem. 0 residuo neste polo pode ser pequeno.
Os transitorios correspondendo a tal polo remoto sao pequenos e de curta duragao.
Os termos na forma expandida de C(s). tendo residuos muito pequenos, pouco
contribuem para a resposta transitoria e podem ser desprezados. Se isto € feito, o
sistema de ordem superior pode ser aproximado por um de ordem inferior. (Tal.
aproximagao freqlientemente nos permite estimar as caracteristicas de resposta de
um sistema de ordem superior a partir daquelas de um sistema simplificado.)

Os pélos de C(s) consistem em polos reais e pares de pdlos complexos-
conjugados. Um par de pélos complexos-conjugados fornece um termo de
segunda-ordem em s. Como a forma fatorada da equagao caracteristica de ordem
superior consiste em termos de primeira e segunda-ordem, entdo a Eq. (6.39) pode
ser reescrita:

Kﬁ (5 + Zr) *
C(s) = L (6.40)
SJI:II (s +p) [T (s + 2ss + @)
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E— =

—~

onde g + 2r = n. Se os polos de malha-fechada sao distintos, a Eq. (6.40) pode ser
expandida em fragoes parciais como segue:

C(s) = a o L zr: by(s + {iw,) + ;o] — 4

s As+p o k=S 514.—2‘:*(0,‘3‘—}‘(0%

Desta tltima equagdo, podemos ver que a resposta de um sistema de ordem
sylperior ¢é composta de um certo niimero de termos envolvendo as fun¢oes simples
vistas nas respostas de sistemas de primeira e segunda-ordem. A resposta a degrau
unitario ¢(f), a transformada inversa de Laplace de C(s). € entao

oft) =a+ ,}; ae 4+ kzj:] boe~“wr cos w,A/T — it

r
™ kg{ ce” v senw A1 — (2t (t=0) (6.41)

Se todos os pélos de malha-fechada estao no semiplano esquerdo do plano s,
entio 0s termos exponenciais e os termos amortecidos exponencialmente na Eq.
(6.41) tenderdo a zero quanto f cresce. A saida em regime estacionario € entao
clx) =a.

Vamos supor que o sistema em consideragao € estavel. Entdo os pdlos de
malha-fechada que estéo localizados longe do eixo jw tém partes reais negativas de
valor grande. Os termos exponenciais que correspondem a estes pélos decaem
rapidamente a zero. (Note que a distancia horizontal de um pdlo de malha-fechada
a0 eixo jw determina o tempo de acomodagao de transitérios devidos aquele polo.
Quanto menor a distancia, maior € o tempo de acomodagao.)

A curva de resposta de um sistema estdvel de ordem superior € a soma de um
certo niimero de curvas exponenciais e curvas senoidais amortecidas. Exemplos de
curvas de resposta a degrau de sistemas de ordem superior sao vistos na Fig. 6.30.

c(r‘11 cit)

R

clh ) c(t) |

0 t 0 &

-

Fig. 6.30 Curvas de resposta a degrau de sistemas de ordem superior.



Uma caracteristica particular de tais curvas de resposta ¢ que pequenas oscilagoes
sao superpostas em oscilagoes maiores ou sobre curvas exponenciais. Componen-
tes de decaimento rapido tém significancia somente na parte inicial da resposta
transitoria.

Lembre-se de que o tipo de resposta transitoria é determinado pelos polos de
malha-fechada, ao passo que a forma da resposta transitoria é determinada princi-
palmente pelos zeros de malha-fechada. Como vimos antes, os polos da entrada
R(s) fornecem os termos de resposta estacionaria na solugao, enquanto que os polos
de C(s){R(s) entram nos termos de resposta transitoria exponenciais. (Os polos de
malha-fechada sempre aparecem na solugdo temporal como termos de resposta
exponenciais.) Os zeros de C(s)/R(s) nao afetam os expoentes nos termos de
resposta exponencial, mas sim as magnitudes e sinais dos residuos. (A curva de
resposta temporal depende dos coeficientes dos termos individuais exponenciais.
bem como dos seus expoentes.)

Pélos de malha-fechada dominantes. A dominancia relativade polos de malha-
fechada ¢é determinada pela relagdo das partes reais dos polos de malha-fehcada.
bem como pelos valores relativos dos residuos calculados nos polos de malha-
fechada. Os valores dos residuos dependem tanto dos polos como dos zeros de
malha-fechada.

Se a relagdo das partes reais excede cinco, e nao ha zeros na vizinhanga, entao
os polos de malha-fechada mais perto do eixo jw dominardo a resposta transitoria
porque estes polos correspondem a termos de resposta transitoria que decaem
lentamente. Os polos de malha-fechada que t€m efeitos dominantes sobre o com-
portamento de resposta transitoria sao chamados polos dominantes. Frequente-
mente, os polos de malha-fechada dominantes ocorrem na forma de pares
complexos-conjugados. Os polos de malha-fechada dominantes sdo os mais impor-
tantes entre os polos de malha-fechada.

O ganho de um sistema de ordem superior € freqiientemente ajustado até que
exista um par de polos de malha-fechada complexos-conjugados dominantes. A
presenca de tais polos em um sistema estavel reduz o efeito de tais nao-linearidades
como zona-morta, histerese e atrito de Coulomb.

Lembre-se que, embora o conceito de polos de malha-fechada dominantes seja
itil para estimar o comportamento dinamico de um sistema de malha-fechada.
devemos ser cuidadosos e verificar se as hipdteses sao satisfeitas antes de utilizar
este conceito,

Resposta nao-oscilatoria de sistemas de ordem superior. Se o sistema de malha-
fechada nao tem polos complexos-conjugados, entao a resposta transitoria € nao-
oscilatéria. Transitérios nao-oscilatérios podem ser colocados em grafico semilog,
e se a maior constante de tempo for dominante, o grafico tendera a uma linha reta
cuja inclinagdo é determinada pela constante de tempo. A subtragdo da parte da
resposta transitoria devida a esta constante de tempo fornecerd outras constantes
de tempo menores.

Anilise de estabilidade no plano complexo. A estabilidade de um sistema linear
amalha-fechada pode ser determinada pela localizagao dos polos de malha-fechada
no plano s. Se qualquer destes polos esta no semiplano direito do plano s, entao,
para tempos crescentes eles vao resultar no modo dominante, e a resposta transito-
ria aumenta monotonicamente ou oscila com amplitude crescente. Isto representa
um sistema instavel. Para tal sistema, tio logo a fonte de energia seja ligada, a saida
poderd crescer com 0 tempo. Se nao existir saturagdo no sistema ou algum obsta-
culo ou breque mecénico, entio o sistema pode vir a sofrer danificagdo e parar de
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funcionar uma vez que a resposta de um sistema fisico real nao pode aumentar
indefinidamente. Portanto, pdlos-de malha-fechada no semiplano direito nao séo
permissiveis no sistema de controle linear usual. Se todos 0s pélos de malha-
fechada estao no semiplano esquerdo do plano s, qualquer resposta transitoria
alcanga um equilibrio. Isto representa um sistema estavel. _

O fato de um sistema linear ser estavel ou instavel € uma propriedade do
sistema em si e nao depende da entrada do sistema. Os polos da entrada. ou fungao
excitadora, nio afetam a propriedade de estabilidade do sistema, mas contribuem
somente para os termos de resposta estacionaria na splug‘ﬁc} Portanto. o prqb]ema
de estabilidade absoluta pode ser resolvido de imediato néo escolhendo polos de
malha-fechada no semiplano direito do planos. incluindo o eixo jw. tMatematica-
mente, pélos de malha-fechada no eixo jw resultarao em oscilagoes, com a‘mphtude
nem decrescente nem crescente com o tempo. Em casos praticos, onde r'._ndo se faz
presente, a amplitude das oscilagbes pode crescer com uma laxa detf:rmmada pela
poténcia do ruido. Portanto. um sistema de controle nao deve ter polos de malha-
fechada no eixo jw.) ) .

Note que o mero fato de que todos os pélos de p‘lalha-f;chafia: estao no
semiplano esquerdo do plano s nao garante caractensticas satisfatorias para a
resposta transitoria. Se ha polos de malha-fechada complexos-conjugados domi-
nantes perto do eixo juw, a resposta transitoria pode apresentar OPC}lagoes excessi-
vas ou ser muito lenta. Portanto, pard garantir uma caracteristica de resposta
transitéria rapida e ainda bem amortecida, é necessaro que os pé6los de malha-
fechada do sistema se localizem em regioes particulares do plano complexo, como
por exemplo, a regiao limitada pela drea hachurada na Fig. 6.31.

Nesta regi@o
.l"l r= 0,4

[
<<

Fig. 6.31 Regido do plano complexo satisfazendo as condigoes { > 0.4e1,< 4lo.

Uma vez que estabilidade relativa e desempenho transitorio de um sistema de
controle de malha-fechada estao diretamente re]ac_:ionados com a configuragao de
polos e zeros de malha-fechada no plano s, freqientemente se torna necessario
ajustar um ou mais parametros do sistema para obter :\:onﬁguragoes satisfatonas.
Os efeitos de variagao de parametros do sistema nos polos de malha-fechada serao

discutidos com detalhes no Cap. 8.
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6.6 CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH

O problema mais importante em sistemas de controle linear é o da estabilidade.
Ou seja. em que condigoes um sistema se tornard instavel? Se ele é instavel, como
devemos estabiliza-lo? Na Secdo 6.5 foidito que um sistema de controle € estavel se
e somente se todos os polos de malha-fechada estdo no semiplano esquerdo do
plano s. Como a maioria dos sistemas de malha fechada lineares tem fungoes de
transferéncia de malha-fechada da forma

Cﬂ_bns’“.i,_bjs’”—l o +bm—ls_bm__&g_)
R(s)  as"+a,s'+ - +4,.9+8¢, T A(s)

onde osa’s e b’s sdo constantes e m < n. devemos inicialmente fatorar os polino-
mios A(s) para achar os polos de malha-fechada. Este processo leva muito tempo
para polinémios de ordem maior que 2. Um critério simples. conhecido como o
critério de estabilidade de Routh, nos permite determinar o niimero de pdlos de

malba-fechada que estdo no semiplano direito s sem ter que fatorar o polinémio.

Critério de estabilidade de Routh. O critério de estabilidade de Routh nos diz
se h4 ou ndo raizes positivas de uma equagao polinomial sem ter que resolver a
equacao. Este critério de estabilidade se aplica a polindmios com apenas um
nimero finito de termos. Quando o critério € aplicado a um sistema de controle,
pode-se obter informagao sobre estabilidade absoluta diretamente dos coeficientes
da equagdo caracteristica.

O procedimento no critério de estabilidade de Routh € o seguinte:

|. Escreva o polinémio em s na seguinte forma:

Qps* +a,8"' + -+ 8,5 +a,=0 (6:42)

onde os coeficientes sdo grandezas reais. Supomos qued, + ():isto é, qualquerraiz
nula foi removida.

2. Se qualquer dos coeficientes € zero ou negativo na presenga de pelo menos
um coeficiente positivo, entao ha uma raiz ou raizes que sao imagindrias ou que tém
partes reais positivas. Portanto, em um caso como este., 0 sistema nao € estdvel. Se
estivermos interessados apenas na estabilidade absoluta, ndo ha necessidade de
seguir com o procedimento. Note que todos 0s coeficientes devem ser positivos.
Esta é uma condigio necessaria, como pode ser visto pelo seguinte argumento: Um
polinémio em s tendo coeficientes reais pode ser sempre fatorado em fatores
lineares e quadraticos, tais como (s + a) e (s* + bs + ¢), onde a, b e c sdoreais. Os
fatores lineares resultam em raizes reais do polinémio, e os fatores quadraticos, em
raizes complexas. O fator (s* + bs + ¢) resulta em raizes com partes reais negativas
somente se b e ¢ s30 ambos positivos. Para que todas as raizes tenham partes reais
negativas, as constantes a, b, ¢ etc. em todos os fatores devem ser positivas. O
produto de qualquer nimero de fatores lineares e quadréticos contendo apenas
coeficientes positivos sempre resulta em um polinémio com coeficientes positivos.
E importante notar que a condicao de que todos os coeficientes sejam positivos nao
¢ suficiente para assegurar estabilidade. A condigdo necessaria mas nao suficiente

_para estabilidade € que os coeficientes da Eq. (6.42) estejam todos presentes e
todos tenham um sinal positivo. (Se todos os a's sao negativos, eles podem ser
tornados positivos multiplicando-se ambos os lados da-equagao por -1.)

3. Se todos os coeficientes sdo positivos, arranje os coeficientes do polindmio

em linhas e colunas de acordo com o seguinte padrao:
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e A SR

-7

s" a, a, a, dg
s*~' a, a, a5 4a,
s by b, b, b,
£ ey € €3 €4
st dy dy dy dg

5" £
Os coeficientes by, b, bs etc. sao calculados como segue:

b, —_— a,a; — Go4;

0O célculodos b’s continua até que os restantes sejam todos nulos. O mesmo padrao
de multiplicagéo em cruz dos coeficientes das duas linhas anteriores € seguido para
calcular os ¢’s d’s. e's etc. Ou seja,

&= blaii — albz
1

¢; = bas — a,b,
1

- b,a, — a,b,
1

€

d‘ - Csbg — bzcz
€

dz — Cle = blci
€

Este processo continua até gue a linha n-ésima tenha sido completada. A tabela
completa de coeficientes € triangular. Note que, a0 desenvolver a tabela, uma linha

287



inteira pode ser dividida ou multiplicada por um niimero positivo visando simplifi-
car os calculos subseqiientes sem alterar a conclusao de estabilidade.

O critério de estabilidade de Routh diz que o numero de raizes da Eq. (6.42)
com paries reais positivas ¢ igual ao nimero de mudangas de sinal dos coeficientes
da primeira coluna da tabela. Deve-se notar que o valor exato dos termos da
primeira coluna nao ¢ de importancia; apenas 0s sinais $ao necessdrios. A
condigao necessaria e suficiente para que todas as raizes da Eq. (6.42) fiquem no
semiplano esquerdo do plano s € que todos 0s coeficientes da Eq. (6.42) sejam

positivos e que todos os termos da primeira coluna da tabela tenham sinal positivo.

Exemplo 6.3 Vamos aplicar o critério de estabilidade de Routh para o seguinte polinémio de
terceira-ordem:

ags® 4 a5t + azs +a3; =0

ondeStodos os coeficientes sao numeros posilivos. A tabela de coeficientes se torna

53 ag a;
52 a, a;
§ a,a; — Qods

a,
5 a;

A condigao de que todas as raizes tenham partes reals negativas é dada por

ayay > doa;

Exemplo 6.4 Considere o seguinte polinomio:
st 253+ 352 + 45 +5=0

Vamos seguir o procedimento apresentado e construir a tabela de coeficientes. (As duas
primeiras linhas podem ser obtidas diretamente do polinomio dado. Os demais termos sa0
obtidos a partir destes. Se qualquer dos coeficientes ¢ inexistente. este pode ser substituido
por um zero na tabela.)

54 1 3 5 5t 1 3 5

53 2 40 53 7 44 A segunda linha e dividida
1 20 por dois

52 15 52 15

s =6 st =3

38 5 50 5

Neste exemplo, 0 nimero de mudangas de sinal dos coeficientes da primeira coluna ¢ igual a
dois. Isto significa que hd duas raizes com partes reais positivas. Note que o resultado nao se
altera quando os coeficientes de qualquer linha sao multiplicados ou divididos por um
nimero positivo para simplificar os calculos.
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Casos especiais. Se um termo da primeira coluna € nulo, mas 0s termos restan-
tes nao sao nulos ou n&o hd termo restante, entao o termo nulo € substituido por um
numero positivo muito pequeno € e o resto da tabela é calculado. Por exemplo.
considere a seguinte equagao:

(6.43)
s+ 22 454+2=0
A tabela de coeficientes €

5 1 1

52 2 2
sV O=¢€
52 2

Se o sinal do coeficiente acima do zero (e) é o mesmo que o sinal do coeficiente
abaixo. isto indica que ha um par de raizes imaginarias. De fato, a Eq. (6.43) tem
duas raizes em s = =J.

Se. entretanto, o sinal do coeficiente acima do zero () é oposto ao do coefi-
ciente abaixo, isto indica que hd uma mudanga de sinal.* Por exemplo, para a
seguinte equagao:

S LA Dl [ HEL2) =0

a tabela de coeficientes €

53 1 —3

uma mudanga de sinal : st O=e¢€ 2
s' =3 2
E

uma mudanca de sinal ; C
53 2

Ha duas mudangas de sinal dos coeficientes da primeira coluna. Isto estd de acordo

com o resultado correto indicado pela forma fatorada da equagao polinomial.

Se todos os coeficientes em uma linha calculada forem nulos, isto indica que ha
raizes de igual médulo mas radialmente opostas no plano s, isto €, duas raizes reais
com médulo igual mas sinal oposto e/ou duas raizes imaginarias conjugadas. Em tal
caso, o calculo do resto da tabela pode ser continuado formando um polinomio
auxiliar com os coeficiente i i e usando os coeficientes da derivada
deste polinémio na linha seguinte. Tais raizes com igual modulo e situadas radial-
mente opostas no planos podem ser determinadas resolvendo o polinémio auxiliar,

que é sempre par. Paraum polinomio auxiliar de grau 2n, hé4 n pares de raizes iguais

e opostas. Por exemplo. considere a seguinte equagao:

§% 4 254 + 24s? + 485* — 255 — 50 =10

-

*N_do T.: Este caso de coeficiente nulo na primeira coluna nao ¢ tao simples como descrito pelo autor.
podendo em casos mais complexos levar a erro, como descrito em On the Routh-Hurwitz Criterion, T. S.
Change C. T. Chen: [EEE Trans. Automatic Control, 19, pp. 250-251, 1974, e nos comentanos publicados
na mesma revista, vol. 20, pp. 295-297. 1975.
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A tabela de coeficiente €

s 1 24 —-25
5% 2 48 —50 <« Polinomio auxiliar P(s)
s 0 0

Os termos na linha s® sao todos nulos. O polinémio auxiliar é entdo formado dos
coeficientes da linha s*. O polinomio auxiliar P(s) €

P(s) = 2s* + 48s* — 50

que indica que h4 dois pares de raizes de igual modulo e sinal oposto. Estes pares
sao obtidos resolvendo-se a equagao polinomial auxiliar P(s) = 0. A derivada de
P(s) com respeito a s €

4P6) _ g —+ 96s
ds

Os termos na linha s® sao substituidos pelos coeficientes dailtima equagio, ou seja,
8 e 96. A tabela de coeficientes, entao, se torna
57 1 24 —25
g 2 48 —50
52 8 96
5? 24 —50
sV 1123 0
s —50

« Coeficientes de dP(s)/ds

Vemos que hd uma mudanca de sinal na primeira coluna da novatabela. Portanto, a
equagao original tem uma raiz com parte real positiva. Resolvendo a eguagao
polinomial auxiliar, obtemos as raizes

254 + 4857 — 50 =0
obtemos

sl §2 = —25
ou

s= 41, s=4+j5

Estes dois pares de raizes sao uma parte das raizes da equacao original. De fato, a
equacao original pode ser escrita em forma fatorada como segue:

s+ 1Ds— D +5s—j5)s+2)=0

Claramente, a equagao original tem uma raiz com parte real positiva.
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Anilise de estabilidade relativa. O critério de estabilidade de Routh prové a
resposta a questio de estabilidade absoluta. Isto, em muitos casos praticos, nao é
suficiente. Normalmente requeremos informagao sobre a estabilidade relativa do
sistema. Um método util de se examinar a estabilidade relativa € o de deslocar o
eixo do plano s e aplicar o critério de estabilidade de Routh. Ou seja, substituimos

s =z — o (¢ = conslante)

na equacio caracteristica do sistema, escrevemos o polinomio em termos de z. e
entio aplicamos o critério de estabilidade de Routh para o novo polinémio emz. O
nimero de mudancas de sinal na primeira coluna da tabela feita para o polinmio em
- é igual ao niimero de raizes que estao localizadas para a direita da linha vertical
s = — o. Portanto, este teste revela o nimero de raizes que estao a direita da linha
vertical s = ~o.

Aplicacio do critério de estabilidade de Routh para a anilise de sistemas de
controle. O critério de estabilidade de Routh é de utilidade limitada na andlise de
sistemas de controle lineares, principalmente porque ele nao sugere como melhorar
a estabilidade relativa ou como estabilizar um sistema instivel. Entretanto, €
possivel determinar os efeitos da modificagao de um ou dois parametros de um
sistema examinando os valores que causam instabilidade. Em seguida, considera-
remos o problema de determinar a regido de estabilidade para um valor de um
parametro.

Considere o sistema visto na Fig. 6.32. Vamos determinar a regiao de valores
de K para haver estabilidade.

Ris) K C[S}_
s{s2+s+1)(s+2) -

Fig. 6.32 Sistema de conurole.

A fungio de transferéncia de malha-fechada é

Cls) _ K
R(s) s(s*+s+DE+2)+K

A equagao caracteristica é

s+ 3574+ 3s2 L2+ K=0

A tabela dos coeficientes se torna

54 1 3 K
5 3 2 0
52 I K

st 2—3K

5 K

291




Para estabilidade, K deve ser positivo, e todos os coeficientes da primeira coluna
devem ser positivos. Portanto,

HSK>0

Quando K = 14/9, o sistema se torna oscilatorio e, matematicamente, a oscilagao €
mantida com amplitude constante.

6.7 COMPUTADORES ANALOGICOS

Esta secio apresenta os principios de operagao de computadores eletronicos
analdgicos e as técnicas de montar diagramas computacionais para resolver equa-
¢oes diferenciais e para simular sistemas fisicos.

Sabe-se que o computador analdgico € uma das ferramentas mais titeis para o
engenheiro analisar e projetar tanto sistemas lineares como nao-lineares.* Inicia-
remos nossa discussao descrevendo os elementos de um computador eletronico
analogico.

Amplificadores operacionais. Um amplificador operacional é um amplificador
usado para produzir varias operagoes matematicas. como inversao de sinal, soma e
integragdo. E um amplificador DC e tem um ganho muito alto, aproximadamente
10° — 10%. A corrente requerida na entrada de um amplificador operacional é
desprezivel. A tensao de saida € usualmente limitada a = 100 volts. A Fig. 6.33(a)
mostra um diagrama esquematico de um amplificador operacional. A tensao de
saida e, e a tensdo de entrada e, sao relacionadas pela seguinte equagao:

e, = —Ke,

onde K = 106 ~ 10°, Um amplificador operacional. portanto, muda o sinal alge-
brico.

A Fig. 6.33(b) mostra um amplificador operacional em série com uma impe-
dancia de entrada Z; e com uma impedéancia Z, inserida no elo de realimentagao.
Como a impedancia interna do amplificador é muito alta, a corrente de entrada ¢
essencialmente desprezivel. ou

i,=20
Entao, pela lei de Kirchhoff,
b=t
Tomando a transferéncia de Laplace de ambos os lados desta equagao, oblemos

I(s)= IZ(S)

onde
1 1(5 ) = E((S_)Z _‘( SI )EL—(S)
L(s) = E;(-T)Z;'(’jfu(f}

*N.doT: Com a grande disponibilidade atual de computadores digitais, os computadores analogicos ja
ndo sao tio importantes, ndo s6 em andlise como em projeto.
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Entrada Saida

IR i

(bl

Fig. 6.33 (a) Diagrama esquematico de um amplificador operacional: (b) diagrama esquema-
tico de um amplificador operacional com impedéncias de entrada e de realimentagao.
Portanto, obtemos

Efs) Efs)  Efs) _ Es)
Z(s)  Z{s)  Zgs) Z:(s) (6.44)

Observando que
E(s) = —KE(s)

e que K é um nimero muito grande (entre 10¢ e 10%). obtemos & seguinie equagao.
desprezando os primeiros dois termos do lado direito da Eq. (6.44):

Z.(5)
E(5) = —Z=LHE(s (6.45)
D( J Z;(S) |‘( J
A Eq. (6.45) é a equagdo basicarelacionando ;e e,do amplificador operacional DC
de alto ganho visto na Fig. 6.33(b).

Inversao de sinal. Se usarmos resistores como impedancias de entrada e de
realimentagdo, como visto na Fig. 6.34, entio a Eq. (6.45) se torna

Ei(s) = —RE(s)
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NG

Fig. 6.34 lnversor de sinal.

IR L

A tensao de saida € igual a tensao de entrada vezes uma constante (— R/R)), que é
negativa. Portanto, a Fig. 6.34 mostra um circuito fornecendo uma inversao de

sinal.

Soma. A soma de varias entradas pode ser feita usando-se resistores como
impedancias de entrada e de realimentagao do amplificador operacional DC de alto
ganho. A Fig. 6.35(a) mostra um diagrama esquematico de um somador que
adiciona n entradas. A saida e, €

-

en:_(%el +ﬁ°€z-} _!_%_gen)
1 i n
Rqg
R,
8y A —

€n

g, o—14

€o

e, ——1

WA

(b)
Fig. 6.35 (a) Diagrama esquemitico de um somador; (b} simbolo de um somador.
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Se.porexemplo,n=3eR,= I MQ =10°0Q,R, =025 M(Q, R, = 1 MQ.eR;= 0.1
M(1, entdo,

e, = —(4e, + e, + 10e,)
A Fig. 6.35(b) mostra um simbolo usado comumente para tal caso.
Integracio. Se um capacitor € usado como a impedancia de realimentagao e um

resistor como impedancia de entrada, como visto na Fig. 6.36(a), entdo a Eq. (6.45)
se torna *

Eo(s) = — ﬁs,(s)

ou

1
e I e, dt (6.46)

€, (0) —

eae—g

€o Fig. 6.36 (a) Diagrama esquemali-

co de um integrador; (b) simbolo

l de um integrador.

(al

R C,

&,0),

(b)
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Note que ao integrar a entrada e, para obter a saida e, a condigao inicial deve
ser fornecida. Indicando a condigao inicial por e,(0), podemos escrever a Eq. (6.46)
como

eolt) = ~ﬁ [ ety dr+ e

Cada integrador deve ser inicialmente polarizado por uma tensao DC para dar a
condigao inicial requerida.

A Fig. 6.36(b) mostra um simbolo comumente usado para um integrador. Se.
porexemplo. R; = 0,25 MQ2 e C, = 1 o F. entao 1/(R,C,) = 4. A condigao inicial eol0)
¢ indicada no circulo. (Note que alguns amplificadores operacionais usam resisto-
res padroes de 1, 0,25 e 0,10 M) e um capacitor padrao de 1 uF. Em tal caso, os
valores de 1/R:C, sao iguais somente a 1, 4 ou 10.)

Multiplicacao por uma fracao. A multiplicagdo de e; por uma constante . onde
0 <*x < 1, pode ser feita com o potenciémetro visto na Fig. 6.37(a). A saida e, é

=

e AN
€y = 5 &
i

R

Fig. 6.37 (a) Potenciémetro; (b) simbolo do potencidmetro.

A Fig. 6.37(b) mostra o simbolo comumente usado para um potenciémetro.

Resolvendo equacdes diferenciais. Vamos ilustrar o procedimento pararesolver
equagoes diferenciais pelo uso do computador eletronico analogico. Considere,
como exemplo, a seguinte equagao diferencial:

£+ 108+ 16x=0, x(0)=0, x0)=8 (6.47)
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O primeiro passo na montagem de um diagrama de computagdo € supor que a
derivada de ordem mais alta esta disponivel. Entéo, resolver a equagao diferencial
para esta derivada da ordem mais alta. Na equagao diferencial do exemplo,

= —10x — 16x
A varidvel ¥ pode ser obtida integrando £ , e x pode ser obtida integrando X . A Fig.
6.38 mostra um diagrama de computagao para este sistema. Note que a soma das

entradas do primeiro integrador € o termo de derivada mais alta que supomos
disponivel. Note também que as condi¢des iniciais sao indicadas nos circulos.

4 —k 4x

Fig. 6.38 Diagrama de computagio analogica para resolver a Eq. (6.47).

E importante lembrar que ha uma mudanga de sinal associada com cada
amplificador operacional. Portanto, se 0 nimero de amplificadores operacionais
(integradores e somadores) em uma malha-fechada é par. as tensoes de saida
aumentardo até que saturem. Portanto, o nimero de amplificadores operacionals
em qualquer malha-fechada deve ser impar. (No diagrama de compulagao visto na
Fig. 6.38. a malha interna tem um amplificador operacional. e a malha de saida,
trés.) Isto serve como um teste conveniente para ver se hd algum erro na montagem
do diagrama de computagao.

Geragao de fungoes senoidais. Ilustraremos 4 seguir a geragao de um sinal
senoidal, como por exemplo, 10 sen 37. Para montar um diagrama de computagao
analdgica. vamos obter uma equagao diferencial cuja solugao seja 10 sen 3r.

Seja
x(t) = 10sen3t e, Bl
A i
Entao P

_—

x() = —90gen 3t/
Portanto a equagao _diferencial requerida ¢
¥+ 9x=0, x(0) =0, x(0) = 30

Resolvendo esta equagdo diferencial para a derivada de ordem mais elevada.
obtemos

¥=—9x
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Supondo que # é disponivel. x pode ser obtido integrando ¥ duas vezes. Um
diagrama de computagéo para este sistema ¢ visto na Fig. 6.39.

Note que a saida do segundo integrador € 9x eque a tensao de saida oscila entre
+90 V. (As condigdes iniciais determinam a amplitude da oscilagao de tensao.)

9x T X
~3)

Fig. 6.39 Diagrama de computagio analogica para gerar um sinal senoidal x(t) = 10 sen 3r.

Fatores de escala de magnitude. A tensao de saidade qualquer amplificador nao
deve exceder + 100 V para evitar saturagdo. Saturacio de voltagem causard erros
na solugdo. Por outro lado, a tensao maxima de qualquer amplificador ndo deve ser
muito pequena. Para assegurar uma precisao adequada, é desejavel que a maxima
excursio da tensio de saida de qualquer amplificador operacional esteja em torno
de =70a =90 V.

Ao montar o diagrama de computagéo, é desejavel que a maxima excursao da
tensao de saida de qualquer amplificador seja mais ou menos & mesma. A este
respeito. a escolha dos fatores de escala de magnitude € de grande importancia. Os
fatores de escala de magnitude relacionam tensoes de saida dos amplificadores com
as quantidades fisicas correspondentes.

Considere o sistema dado pela Eq. (6.47). Yamos supor que x tem unidades de
comprimento em feet. Entdox(0) = 0ft. ex(0) = 8ft/s. Resolvendo a Eq. (6.47) para
a derivada de maior ordem, obtemos

%= —10% — l6x (6.48)

Vamos definir k,, k. e k, como fatores de escala de magnitude e reescrever a Eq.
(6.48) como

. 10k, .
ki = =t kad) —

16k,
ks

N&1=k1f I}:] €= —kaX kg ey =kax

(k;x) (6.49)

V ky 2
—kp #(O) k3 x(O)
—

Fig. 6.40 Diagrama de computagio analégica sem fatores de escala para resolver a Eq.
(6.47).
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Referindo-se 4 Fig. 6.40, a tensao de saidado primeiro amplificador (somador)
ée, = k. A tensdo de saida do segundo amplificador (primeiro integrador) € e, =
—kat, e, finalmente, a tensdo de saida do terceiro amplificador (segundo integrador)
¢ ey = kyx. Estas tensoes de saida devem estar limitadas a =100 V.

A freqiiéncia natural nao-amortecida deste sistema é 4 rad/s. Uma solugao
aproximada para 0 < t << 1€

x(1) = 2sendt
Portanto, para 0 < t << 1,
X(t) = 8 cos 41

X(1) = —32sendt

Note que esta solugao so € valida para valores muito pequenos de 1. Desta solucéo,
obtemos

Valor maximo de |x(t)|
Valor maximo de (1)
Valor maximo de t;h)

o
Ld B8 1

2

[Note que em sistemas mais complexos (especialmente em sistemas nao-linea-
res) os valores maximos de x(1), X(1), ¥(t), ... ndo sao disponiveis. Devemos entao
estimar estes valores maximos. Se os valores estimados estao muito errados, entao
o diagrama de computagdo deve ser revisado até que se torne aceitavel.] Gostaria-
mos de escolher ky, k2, € kyde tal forma quee, = —e; = €3 = 90 V para 0s maximos
valores de ¥, ¥ e x. respectivamente. (Escolhemos 90 V em vez de 100 V como uma
estimativa conservadora.) Portanto,

i = l;’fm = % - %% volts/ft/s?

k,= |f9lgu = (-)&? = % volts/ft/s

Ky %‘:_ = ? _ 45 volts/ft
Portanto

k k
by 23 _ 4
5=% &

Note que da Fig. 6.40, obtemos
k¥ = e, = —(—ate, + bfe;) (6.50)

Da Eq. (6.49).

k= ——-(—e€) — 7 €, (6.51)
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Equacionando as Eqs. (6.50) e (6.51), obtemos

— lﬂkl, __ 16k,
ag = T bf = &
Portanto.
ag-=2;5; b =1

Vamos escolher ¢ = 4. a = 2.5/4, e b = p = 1. Entdo, todas as constantes
desconhecidas na Fig. 6.40 estao determinadas. O diagrama de computagao com
fator de escala adequado ¢ visto na Fig. 6.41. As condigoes iniciais sao

e(0) = —k,#(0) = —% % 8 = —90 volts

. €5(0) = k,x(0) =45 x 0 = 0volts

_ 45 ..
81—-'.3—1

Fig. 6.41 Diagrame 3 . <
5 E o 64T agrama de computagio analégica com fatores de escala adequados para resolver

Note que o diagrama visto na Fig. 6.41 ndo é o diagrama definitivo que
gostariamos de usar como diagrama de computagao para resolvera Eq. (6.48). Para
minimizar o efeito de ruido e manter a alta precisao. € desejavel usar o nimero
minimo possivel de amplificadores. (Em qualquer computador analégico, o niimero
de integradores e somadores € limitado. Ao resolver um problema complexo
requerendo muitos integradores e somadores, € necessdrio usar o nimero minimo
para cada cquagé_cn para se economizar componentes.)

No casof:lo d_lagramada Fig. 6.41, é possivel eliminar um somador. O diagrama
de computacao simplificado usando os mesmos fatores de magnitude de escala €
visto na Flg:p.42. Nol_e que como o ganho da malha internaé 4 x 1 x (2,5/4) x 4=
10, 0 potenciémetro foi eliminado. Comparando o diagrama de computagao vistona
Fig. 6.38 com aquele da Fig. 6.42. vemos que o tiltimo é melhor do ponto de vista de
precisao, uma vez que todos os amplificadores tém excursio sobre uma por¢ao
maior de sua regiao de linearidade.

Fatores de escala de tempo. A escala de tempo relaciona a variavel indepen-
dente do problema fisico a variavel independente do computador analogico. Para
fendmenos que acontecem muito rapidamente, é necessario diminuir a velocidade
com que tais problemas sao simulados no computador.
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Fig. 6.42 Versio simplificada do diagrama de computagdo visto na Fig. 6.41.

Fagcamos com que a equagao seguinte relacione o tempo real 1 em segundos ao
tempo do computador (ou tempo de maquina) T em segundos:

T = At

onde A é o fator de escala de tempo. Se A € escolhido como 0,1, entao. 10 sde tempo
real sio equivalentes a | segundo de computador. Isto significa que. se a resposta
leva 10's de tempo real para ser completada. entio aresposta é completadaem 1sno
computador. Ou vice-versa, se A € escolhido como sendo 10, entdo, 1 s de tempo
real é equivalente a 10 s de tempo de computador.

Como um exemplo, considere a seguinte equagdo diferencial:

%% - 10‘-;—’; + 16x = 20senwt, x(0) = 0, ‘—;i: - =8 (6.52)
Vamos converter a variavel independente de r para 7. Como
= A
obtemos

dx _dxde _dx
dit  drdt = Tdt
dix _ jadx
dt* T odt?

A Eq. (6.52) torna-se entio

axx dx w
A I + 104 i 16x = 20sen 1 T (6.53)

Para tornar a solugao mais lenta de um fator de 5, substituimos A = 5 na Eq.
(6.53). A equagao para o computador € entao

dix | endX B
25d_13 4 50== + 16x = 20sen

Dy
dt

5
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As condi¢oes iniciais sao transformadas para

_ dx|  ldx| _ 1 -
x(0) =0, Fs LA r_n-——5~(8)— 1,6
Como um outro exemplo. considere a seguinte equacao:
- L L = dx £
100F | 237 -+ 0,5x =sent, x(0) - 2, @l 5 (6.54)

Em virtude da grande diferenca nos valores dos coeficientes. 4 simulagéo da Eq.
(6.54) no computador nao € desejavel. Se escolhemos para A um valor tal que 0s
coeficientes de todos os termos sao da mesma ordem de magnitude. entao, a
solugdo do computador terd em geral menos erro. No presente exemplo, se A é
escolhido como sendo 0,1, entao

T ='0;l¢
dx dx
E — 0,1 d_‘f

dix dix
iz 0,013-_1_-2

A Eq. (6.54) agora se torna

2 i
d’x | 029% | §5¢ —senlOr
dr? dt

As condigdes inicials sdo

ix

= 50
drir:o >

x(0) =2;

Note que em um problema particular. além da escala de tempo. pode também
ser necessario escolher fatores de escala de magnitude de tal forma que a magnitude
da fungdo de excitagdo nio seja nem muito grande nem muito pequena e que as
saidas dos amplificadores tenham uma excursido cobrindo a maior parte de sua
regidao de linearidade (=100 V).

Simulacao de sistemas fisicos em computador analégico. A simulagao de siste-
mas dindmicos € uma aplicagdo muito importante do computador analdgico. Em
particular, o computador analégico é muito util para se determinar os efeitos de
variagdes de parametros no desempenho do sistema.

Considere o sistema visto na Fig. 6.43. Queremos simular este sistema em um
computador analdgico e investigar o efeito de variagées em a e b na resposta a
degrau unitdrio.

A fungao de transferéncia de malha-fechada e

X(s) _ as + b
Us) s +3*+Q+as+b
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Uls) as+b 1 . X(s) -

2, s (s+1(s+2)

Fig. 6.43 Sistema de controle.

A equacdao diferencial corre spondendo a esta fungdo de transferéncia €
FL3+ Q2+ a)x+bx=au+ bu (6.55)

Isolando no lado esquerdo a derivada de ordem mais alta da Eq. (6.55), obtemos
%= —3% — (2% + ax — au) — (bx — bu) (6.56)

onde x(0) = ¥(0) = £(0) = 0. Um diagrama de computagao analogica, correspon-
dendo a Eq. (6.56). é visto na Fig. 6.44. Este diagrama mostra apenas uma possibili-
dade. Se as gamas de variagao dos valores dea € b sao especificadas, podem-se

determinar fatores de escala de magnitude adequados. .

Os efeitos das constantes a e b na resposta a degrau unitario podem ser
investigados variando-se o ajuste dos potenciometros gue envolvem a ¢ b. (Se
a. b > 1, poderemos necessitar da adi¢ao de amplificadores ao diagrama de
computagao.) As condigdes inicials sao ajustadas para zero. ‘

Como outro exemplo da simulagido de um sistema dinamico, considere 0
sistema mecanico visto na Fig. 6.45(a). As equagoes

m %, + %, +kx + ka(x; — X3) = 0

m,%; + fox, + kax, + k,(x;,—x)=0

=

NGl
©

g
b=
Lx

® gﬁb

®)
e
x N

Fig. 6.44 Diagrama de computagio analogica para resolver a Eq. (6.56).



Um diagrama de simulagao em computador analogico i Vi :
i p gico para este sistema € Visto na

Comentarios de conclusao. No decurso da andlise e projeto de sistemas compli-
cados. simulagoes em computadores analdgicos tém um papel importante. Os
efenos_de mudangas nos parametros do sistema sobre 0 desempenho deste podem
ser_fac:]]mente determinados. A vantagem de simulagdes analogicas (ou digitais)
reside no fato de que qualquer escala de tempo pode ser usada. '
) ‘_Em g_era_l. a representagao matematica precisa de um componente complicado
€ muito dificil. E provivel que algumas das caracteristicas importantes do compo-
nente nao sejam incluidas na simulacao (por desconhecimento). Isto pode causar

B =

¥ & ] : ' ka
my —\WW— M2
Lt caced Frirs e
\
A fy f,
(o)

1 —Xp 1 xp -xp
1
-x 2 [0} Xz [0}
f: 2 *Z" k 3
= /7/ -
n L
\712/

(b)

:15 6.45 (a) Sistema mecanico; (b) diagrama de simulagao analogica para o sislema meca-
ico,
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erros sérios na solugéo, Para evitar tais erros, o simulador pode incluir componen-
tes do sistema real. Se tais componentes Sao incluidos, ndo se perde nenhuma
caracteristica importante do componente. A solugdo, entretanto, deve ser obtida
em tempo real.

Apesar de ainda nao termos discutido componentes nao-lineares, 0 computa-
dor analégico ¢ bastante versatil e conveniente de ser usado na simulagao de
sistemas de controle contendo tais componentes. Operagoes nao-lineares como &
multiplicagdo de duas variaveis podem ser feitas facilmente com o computador
eletronico analogico. Circuitos eletronicos-padrao sao disponiveis para simular
nao-linearidades comumente encontradas, como zona moria. saturagao, histerese
e atrito de Coulomb.

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.6.1 Explique porque o controle proporcional de um processo que nao possui uma
propriedade de integragdo (o que significaque a fungao de transferénciado processo nao inclui
o fator 1/y) sofre de offser (desvio) em resposta a entradas em degrau.

Fig. 6.46 Sistema de controle.

Solucdo. Considere, pard exemplo, o sistema visto na Fig. 6.46. Em regime estacionano, sec
fosse igual a uma constante nio nular, entaoe = 0em = Ke =0, resultando em ¢ = 0.0 que
contradiz a hipdtese de quec =T = constante nao nula.

Um affset ndo nulo deve exislir para a operagao adequada de tal sistema de controle. Em
outras palavras. em regime estacionario, se e fosse igual arl(l + K).entaom = Krl(1 + K)ec
— Krl/(1 + K). oqueresultano sinal de erro supostoe =r/(1 + K). Portanto ooffser ér{(1+K).

Problema A.6.2 Considereo sistema de controle de nivel de liquido como visto na Fig. 6.47. 0
controlador € do tipo proporcional. A entrada de referéncia do controlador ¢ fixa.

Desenhe um diagrama de blocos do sistema. supondo que as variagoes nas variaveis

sejam pequenas. Investigue a resposta do nivel do segundo tanque sujeito a uma perturbagao
em degrau 4.

Controlador
proporcional

Ry
(&"_U
C1
0O
O+q
rok) e
Cz Rz

Fig. 6.47 Sistema de controle de nivel de liquido.
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Solucdo. A Fig. 6.48(a) é um diagrama de blocos deste sisiema quando as variagoes nas
variaveis sao pequenas. Como a entrada de referéncia do controlador € fixa,r = 0. (Note quer
¢ a varagao na referéncia.)

Para investigar a resposta do nivel do segundo tanque sujeito a uma perturbagao em
degrau «. achamos conveniente modificar o diagrama de blocos da Fig. 6.48(a) para aquele da
Fig. 6.48(b).

A funcio de transferéncia entre Hs) e U(s) pode ser obtida como

Hz(.”___ Rz(RIC,s—-— 1)
Uls) — (R Cis = 1)(RyCas + 1) — KR,

Desta equagio, a resposta H o s) para uma perturbagao Uts) pode serdeterminada. O efeito do
controlador é visto pela presenga de K no denominador desta ultima equagao.
Para uma perturbagao em degrau de magnitude U,. obtemos

R
ha() = 7"k, U

FoCps+1

1 Ra ha
RiCys+1 Falos+1 o

(al

_7 hz
A

KR,
(RiCys + N(RaCps +1

(b)

Fig. 6.48 (a) Diagrama de blocos do sistema visto na Fig. 6.47; (b) diagrama de blocaos
modificado.

ou

R,

Bitaae o Ba
0 estacionario T+ KR,

Ug

O sistema apresenta offser para uma perturbagdo em degrau. Na resposta a uma perturbagao
em degrau, tanto o coeficiente de amortecimento quanto a freqiiéncia natural ndo-amortecida
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dependem do valor do ganho K. Este ganho deve ser ajustado de tal forma que a resposta
transitéria a perturbagoes apresente amortecimento razodvel bem como velocidade razoavel.

Problema A.6.3 Considere a resposta a degrau unitirio do sistema de segunda-ordem

Cs) o
R(s) st + 2w, + W]

A amplitude da sendide amortecida exponencialmente vara seguindo uma série geométrica.
No instante f = f,, = 7/wgy, @ amplitude € igual a e~7™a'". Apds uma oscilagdo, ouem/ = 1, +
Yriwy = 3rlwg, a amplitude € igual a e~¢'“47; apds mais um ciclo de oscilagao, a amplitude é
e~edbt () |ogaritmo desta relagdo de amplitude € o chamado decremento logaritmico.
Determine o decremento logaritmico para este sistema de segunda-ordem.

Solucdo. A relagio de amplitude por um perioda de oscilagac amortecida e

~ (a/caa) i
C(h)z i (““'\: — pllotwin — VT
o e\l R
clt +—-)
( Ty

onde
2
h=tbng (=012

Portanto, o decremento logaritmico & €

2An

5215: clty) -
&/ T —(?

efn + é—;:)

Ele ¢ uma funcao apenas do coeficiente de amortecimento .

Problema A.6.4 Considere um sistema de controle com realimentagao unitaria cuja funcao de
transferéncia de malha aberta €

K
GO =gm=hH

Discutir os efeitos da variagdo dos valores de K e F sobre o erro eslacionario na resposta a
rampa unitaria. Esboce curvas de resposta arampa unitaria tipica para um valor baixo, medio
e alto para a constante K.

Solugio. A funcio de transferéncia de malha-fechada €

Cl_ K
Rs) JsE+Fs+ K

Para uma entrada rampa unitdria, R(s) = 1/s*. Portanto,

E(s) _ R(s)— C(s) _ _Js* + Fs
R(s) — R(s) T I+ s+ K
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ou

. JsP+ Fs 1
EO=mim+ks
O erro estacionano €

. y F
o = e(o0) = lim SE(s) = -
€, e(x) i =T

Vemos que podemos reduzir o erro estacionario e, aumentando o ganho K ou diminuindo o
coeficiente de atrito viscoso F. Entretanto. aumentando o ganho ou diminuindo o coeficiente
de atrito viscoso, obtém-se um decréscimo no coeficiente de amortecimento, resultan-
do em uma resposta transitoria mais oscilatoria. Dobrando K, e,, diminui para a metade
do seu valor original, enguanto que { é diminuido para 0,707 do seu valor original visto que [ €
inversamente proporcional a raiz quadrada de K . Por outro lado, diminuindo F para metade do
seu valor original. tanto e, como { diminuem para as metades dos seus valores originais,
respectivamente. Portanto. ¢ recomendavel aumentar o valor de K ao invés de diminuir o
valor de F. Apos o transitorio ter desaparecido e ter-se alcangado um estado estacionano. a
velocidade de saida se torna igual 4 velocidade de entrada. Entretanto, hd um erro posicional
estacionario entre a entrada e a saida. Exemplos da resposta a rampa unitdria do sistema para
trés valores distintos de K sao ilustrados na Fig. 6.49.

r[r:q K grande
L K meédio
ot K pequenc
elt)
0 7

Fig. 6.49 Curvas de resposta a rampa unitaria do sistema considerado no Problema A.6.4.

Problema A.6.5 Obtenha a resposta a rampa unitaria do sistema dado por

1) . S
RGs) st + Aw,s + o}

Obtenha também o erro estacionario.

Solucdo. Para uma entrada rampa unitiria, R(s) = 1/s*. A saida C(s) pode ser escrita

w? 1
C ey ERUC RS ) e
@ =3 + A w,s + w2 §*
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Para o caso subamortecido (0= 0 < 1).¢cft), a transformada inversa de Laplace de C(s), pode
ser obtida como

w2 o scnw:)
dr}:r—%—k—e‘ (a-)—‘COSCﬂdI W ¥

B e gen (w,r - tan™! 2—————5’,.,1 — C—) (t=0)
W, W, 1 — CZ s 1
onde
w; = w1 — (2
—125\’1—‘0___ _,'\./l-—c2
tap~! ==X -2 =Jtan”! ———
20z — 1 4
Para o caso de amortecimento critico (L = 1), cl1) €
U 2 a0k s g
o) =t gt (1+%) «=0
Para o caso sobreamortecido (L = 1), eft) &
== _.2_C = = ZCI = S ZZ“ C: - le—{c+v’(!an.f
o) =t—g ——W. G

L 252 = & IC" &3 =1 e’l(~\?’-—_lim‘1 (+=0)
' 2040 — 1

1 > 1l H ) o L a
( A resposta a rampa unitdria deste sistema pode tambem ser obtida lrétc_grand 0*5.‘8:1 Lisa;:‘c:;g.; ;
degrau unitario com relagao a0 1empo € determinando as constantes de integragac e
a c:gondiqéo de que as condigoes iniciais na saida sao nulas.) O sinal de erro e(1) neste

() = r(t) — ct) =t — clt)
O erro estaciondrio, e, paral = 0 & entao

€55 = e(oo) = fbg

Problema A.6.6 Considere o sistemna visto na Fig. 6.50(3},‘ 0 erro estacionaro paratlr.ggz
entrada rampa unitaria é e, = 2 {/w,. Mostre que 0 erro estaciondrio para geg:lr umalmr‘ncmo
imi 2 i ida no sistema através de um ele
ram e ser eliminado se a cmrac_la ¢ introduzi
::ir;o pm]p;?)ﬁ:?gnal—mais—dcrivada. como visto na Fig. 6.50(b), com 0 valor de k adequadamente

escolhido.
Solugdo. A fungdo de transferéncia de matha-fechada do sisterna visto na Fig. 6.50(b) é

C_ _ (+ ks)w}
R(s)  s* + Aw,s + o}

Entao
R(s) — C(s) = (

st 4+ 2w,s — m}ks) Rs)
st + Aw,s + oF



F]
in

s(s+20wn)

(o)

Fig. 6.50 Sistemas de controle.

,_wnz__‘-—cts)
— N — i
sls+ Egmn1 !

(b

Se a entrada for uma rampa unitdria, entdo o erro estacionano e

e(c0) = r(oo) — ele0)

o e re s |
- s(s WHw,s a),,ks) 1.

5t — 2Aw,s + w}
2w, — wik
[

—0

Portanto. se k € escolhido como sendo

P X
w,

52

entio o erTo estacionario ao se seguir uma entrada em rampa pode ser feito igual a zero.

Observe que se houver quaisquer variago

es nos valores de { efou w, devido a vanagoes

ambientais ou envelhecimento, entio um erro estaciondrio nao nulo poderd resultar para uma

resposia a rampa.

Problema A.6.7 Considere 0 servomecanismo Visto na Fig.6.51. Deterrpine os valoresde Ke
k de tal forma que o sobre-sinal maximo na resposta a degrau unitario seja de 25% e o instante

do pico seja I s.
Solugdo. O sobre-sinal maximo M, ¢

M’ — e_u.-"' T-{%)=

Fig. 6.51 Diagrama de blocos de um serv
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omecanismo.

que é especificado como sendo 25%. Portanto,

e~ & T-(hx — 0,25

donde temos que

A -
mrz 1,39

ou
{=04

O instante do pico 1, € especificado como sendo 2 s. Portanto,

fp=a‘=2

ou
wy = 1,57
Entio. a freqiiéncia natural ndo amortecida w, €

Wy 1,57

W, = = =171
S0 J1-04 7

Do diagrama de blocos, obtemos

Cw_ K

R(s) st + Kks + K
Observando que

Kk

@, = K, C ~ 2w,
obtemos

K=ot=1T1%= 293

_dw, 2 x04x171
Bty g

Problema A.6.8 A Fig. 6.52(a) mostra um sistema mecanico vibratornio. Quando uma forga
(entrada em degrau) de 2 1b é aplicada ao sistema, a massa oscila, como visto na Fig. 6.52(b).

' Determine m, f e k do sistema a partir desta curva de resposta.

Solucio. A fungio de transferéncia deste sistema €

XG) _ 1
P(s)  ms*+fs+k
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k x(1) 4k
F (forga de 2 Ib)

m m- /Lém5f1

ft i

== F

T
@ (b)

Fig. 6.52 (a) Sistema mecanico vibratério; (b) curva de resposta a degrau.

Como

P(s) = =
obtemos

X(s) = 3

s(ms? + fs + k)

Segue-se entdo que o valor estacionario de x €

x(e0) = lim sX(s) = = = 0,1 ft

—g
Portanto :
k = 201b/ft
Note que M, = 9.5% corresponde a { = 0.6. O instante do pico I, ¢é dado por

'rF:i‘: L — i
W a1 — {2 0,8,

A curva experimental mostra que 1, = 2 s. Portanto,

3,14
@, = 555 = 1,96 rads

Como w? = kfm = 20/m, obtemos

20 20
m = Y ZW = 5,2slugs

=166 1b
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Entio f € determinado a partr de
2‘:@; = f_{l'

ou
f=2lw,m=2x 06 x 196 x 52 = 12,2 1b/ft/s

Problema A.6.9 Considere um sistema cujos polos de malha-fechada e zeros de malha-fecha-
da estao localizados no plano s em uma linha paralela ao eixo jw. como visto na Fig. 6.53.
Mostre que a resposta impulsiva de um sistema como este é uma fungao co-senoidal amorte-
cida.

Jw
S V)
= 0 ~  Fig. 6.53 Configuragao de polos e zeros de
malha-fechada.
D R

Solucdo. A fungdo de transferéncia de malha-fechada €

C(s) _ K(s + a)
Rs) (s + 0 +rjwl)s +0—jog)

Para uma entrada impulso unitdrio, R(s) = le

K +o)
€O =G+ a7 + @3

A transformada inversa de Laplace de Cis) €

c(t) = Ke ' cos gt (r=0)

que é uma fungio co-senoidal amortecida.

Problema A.6.10 Considere o sistema visto na Fig. 6.54. Este sistema € excitado por doi
sinais. um a entrada de referéncia e o outro a perturbagao exlerna. Mostre que a equaga
caracteristica deste sistema € a mesma, independentemente de qual sinal é escolhido com
entrada.

Solucdo. A fungaode transferéncia que relaciona a entrada de referéncia e a saida correspol
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Perturbagac
Nis)

R(s)
Gys) Gals) eEl

H(s) (=

Fig. 6.54 Sistema de controle.

dente, sem considerar a-perturbagao externa, €

C(s) G,G;

Rs) 1+G,G.H (6.57)

A fungao de transferéncia que relaciona a perturbagao externa e a correspondente saida na
auséncia da entrada de referéncia é

Cls) _ G,
N(s) 1 +G,G.H (6.58)

ll\iole que os denominadores das Eqs. (6.57) e (6.58) sao 0s mesmos. A equagao caracteristica
é

1 +G,G:H =0

Esta contém a informagao necessdria para determinar caracteristicas bdsicas da resposta do
sistema. (Lembre-se que para um dado sistema ha apenas uma equagao caracteristica. Isto
significa que a equagao caracteristica de uma dada fungao de transferéncia € a mesma
independentemente de qual sinal ¢ escolhido como entrada.)

Problema A.6.11 Os zeros de malha-aberta e os zeros de malha-fechada sao identicos para um
sistema a malha-fechada? .

Solucio. Nao. Considere um sistema a malha-fechada cuja funcéo de transferéncia do elo
direto € G(s) = p(s)/g(s) e afungao de transferéncia do elo de realimentagao € H(s)} = n(s)/d(s),
onde p(s), q(s), n(s) e d(s) sao polinomios em 5. Entao,

Cls) _ G(s)
R(s) 1 + G(s)H(s)
_ pls)d(s)
q(s)d(s) + pls)n(s)

Vemos que os zeros da fungao de transferéncia de malha-fechada sao aqueles valores de s que
fazem pis)d(s) = 0 e que os zeros da fun¢ao de transferéncia de malha-aberta sao aqueles
valores de s que fazem pfs)n(s) = 0. (Portanto, alguns dos zeros da fungao de transferéncia de
malha-fechada sio os mesmos dos da fungao de transferéncia de malha-aberta.)
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Fig. 6.55 Péndulo invertido montado em um carminho
motorizado.

T LTI,

Problema A.6.12* Considere o péndulo invertido montado em um carrinho motorizado visto
na Fig. 6.55. Este é um modelo do controle de atitude de um foguete por ocasido do
langamento. O objetivo do problema do controle de atitude é manter o foguete na posicao
vertical. No problema presente, queremos manter o péndulo na posigao vertical. O foguete
(ou o péndulo invertido neste problema) é instdvel e pode cair a qualquer instante e em
qualquer diregao.

Neste problema, consideramos apenas um problema bidimensional de tal forma que o
péndulo visto na Fig. 6.55 se move apenas no plano da folha do livro. Para manter o pendulo
invertido na vertical, suponha que medimos @ e § continuamente e que usamos um controlador
do tipo proporcional-mais-derivada para produzir a forga de controle «. ou

u = M(afl + bg_]

Determine as condigdes paraa e b de tal forma que o sistema seja estavel. Suponha que nao ha
atrito no eixo ligando o péndulo ao carrinho nem nas rodas do carrinho. Suponha também que
6 e f sao pequenos.

Solugdo. Usando os simbolos definidos na Fig. 6.55, podemos obter as equagoes diferenciais
descrevendo a dinamica do sistema como segue: Observando que § e § sao pequenos, de tal
forma que senf =6, cos 6 = 1, tlemos

(J + mi») + mly — mglf =0 (6.59)
ml@ + (M + m)j =u (6.60)
M(af + b0) = u (6.61)

onde.J é o momento de inércia do péndulo invertido relativo ao centro de massa. ComoJ pode
ser dado por

*0 problema de controlar sistemas instdveis como o péndulo invertido montade em um carrinho motori-
zado € visto com detalhes na Referéncia H-6.
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a Eq. (6.59) pode ser escrita

4 2§ =

S mi*0 + miy —mgld =0
do qual

=y ____f__ 5

== 18 + g6 (6.62)
Substituindo as Eqgs. (6.62) e (6.61) na Eq. (6.60), temos

, 4 j

mif + (M + m)(— 516 + g8) = M(ab + b6) 6.63)

Vamos definir

=u

~E

Entao, a Eq. (6.63) se torma

jo b g, Ha—(+pel
0=l ¥ g gy =9

Para haver estabilidade, os coeficientes de & e § devem ser positi : igo
et bt positivos. Portanto, as condigdes

b>0, a>(1-+pueg

Se os valores de a e b sao escolhidos satisfazendo estas condigdes. qualquer pequeno desvio
na inclinagio pode ser recuperado sem causar a queda do péndulo.

Problema A.6.13 Determine a resposta a degrau unitirio de um sistema com realimentagao
unitiria cuja fungao de transferéncia de malha-aberta €

Gls) — 5(s -+ 20)
) = T 259)62 3,415 T 16,39)

Solucio. A fungio de transferéncia de malha-fechada ¢

Cls) _ 5(s + 20)
R(s) — s(s +4,59)(s* + 3,4ls + 16,35) + 5(s + 20)
- 5s +100
54 + 85 — 3252 + 80s + 100
_ 5(s + 20)

(52 + 25 — 10)(s* + 65 + 10)
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A resposta a degrau unitario deste sistema ¢ entdo

B 5(s + 20) ;
C(s) = ST + 25 + 10)(s7 + 6s + 10)
IR e i iy o Gl ) s

s TrIET ¥ GFITIL

A resposta temporal cff) pode ser achada tomando-se a transformada inversa de Laplace de
C(s) como segue:

of) = 1 + 2ev"cos 3t — 1le~'sen3t — e cost = Ze~dsent  (1=0)
PROBLEMAS

Problema B.6.1 Um termometro requer 1 min para indicar 98% da resposta a uma entrada em
degrau. Supondo que 0 termdmetro € um sistema de primeira-ordem, determine a constante

de tempo.
Se o termometro é colocado em um banho, cuja temperatura varia linearmente a uma taxa

de 10°/min. quanto erro havera na leitura do termometro?

Problema B.6.2 Qual seria o erro se 0 cireuito visto na Fig. 6.56 fosse usado como um
integrador?

Problema B.6.3 Determine a resposta a degrau unitario de um sistema com realimentagao
unitaria cuja fungio de transferéncia de malha-aberta €
4
G} = sis —5)

Fig. 6.56 Sistema elétrico.

Problema B.6.4 Considere a resposta a degrau unitirio de um sistema de controle com
realimentago unitaria cuja fungao de transferéncia de malha-aberta €

1
6O =%+D

RLs) Cls)

K(Ts+1) —}s-g

Nave
espacial

Fig. 6.57 Sistema de controle de atitude de uma nave espacial.
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Determine o tempo de subida, o instante do pico, o sobre-sinal maximo, e o tempo de

acomodagio.
Problema B.6.5 Considere o sistema a malha-fechada dado por

co_ o
Ris)  s* + 2w.s — w}

Determine os valores de { e w, de tal forma gue o sistema responda a uma entrada em degrau
com aproximadamente 5% de sobre-sinal e com um lempa de acomodagao de 2 s. (Usaro
criténo de 2%.)

Problema B.6.6 A Fig. 6.57 ¢ um diagrama de blocos de um sistema de controle de atitude de
uma nave espacial. Supondo a constante de tempo T do controlador como 3 s e a relagao do
torque para inércia K/J como 2/9 rad*/s*, determine o coeficiente de amortecimento do
sistema.

Problema B.6.7 Considere um sistema de controle com realimentacao unitaria cuja funcéo de
transferéncia de malha-aberta e

04s + 1
=
G6) = T F 08

Determine a resposta a entrada degrau unitirio. Qual é o tempo de subida deste sistema? Qual
¢ o0 spbre-sinal maximo?

Problema B.6.8 Determine a resposta a impulso unitdrio e a reposta a degrau unitdrio de um
sistema com realimentagio unitaria cuja fungdo de transferéncia de malha-aberta ¢

23'*1-1

G(s) = e

Problema B.6.9 Considere o sistema visto na Fig. 6.58. Mostre que a fungéo de transferéncia
¥(s)/X(5) tem um zero no semiplano direito do plano s. Em seguida obtenha y(1) quando x(1) €
um degrau unitario. Faga um grafico de y(f) em fungao de r.

w
+
M|

X(s) . Y(s)

A
s+

Fig. 6.58 Sistemacom um zero no semiplano direito do planos (Sistemanao de minima fase.)

Problema B.6.10 Aplique o critério de estabilidade de Routh para a seguinte equagao:

K 4stts+1=0

e determine a gama de valores de K para haver estabilidade.
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Problema B.6.11 Determine a gamade valores de K para haver estabilidade de um sistema de
controle a realimentagio unitaria cuja fungao de transferéncia de malha-aberta é

K

66 =T DD

Problema B.6.12 Os dois sistemas abaixo sao estaveis?

1. 10+ 1) _
O=m—ney HO=!

2. 10 .
Gm:s{_—____s-— l)(2.r+3)' H(s)=1

Problema B.6.13 Considere o sistema visto na Fig. 6.5%a). O coeficiente de amortecimento
deste sistema é 0,137 e a freqiéncia natural nao amortecida é 3.16 rad/s. Para melhorar a -
estabilidade relativa, usamos uma realimentagao por tacometro. A Fig. 6.59b) mostra o
sistema com realimentacao com tacometro.

Ris) cls)

10
v s(s+1)

(a)

Ris) 0 Cls)
= s{s+1) -

!

1+Ks

(b

Fig. 6.59 (a) Sistema de controle; (b) sistema de controle com realimentagéo por tacémetro.

Determine o valor de K , de tal forma que o coeficiente de amortecimento do sistema seja
0.5. Desenhe curvas de resposta a degrau unitdrio tanto para o sistema original como para o
sistema com realimentag@o a tacometro. Desenhe também as curvas de erro em fungao do
tempo para a resposta a rampa unitaria para ambos os sistemas.

Problema B.6.14 Faca um diagrama de computagao analdgica para o sistema de mola-
massa-viscosidade descrito por

% 4 2% 4 3x = ul)
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onde
x(0) = 2 ft, X(0) = 5ft/s
A entrada ufr) é uma fungao degrau e € dada por
u(t) =101b
Problema B.6.15 Suponha que a caracteristica dindmica de um processo ¢ dada por

C(s) _ w? v

R(s) ~ 5 - 2w, + w} (0 <f=<1)

A resposta deste sistema a uma entrada em degrau al(f) bem como para uma entrada em
degrau atrasado b 1(r — f,) é vista nas Figs. 6.60(a) e 6.60(b). respectivamente. Podemos ver a
partir destas curvas de resposta que, se escolhermos os valores de a,b ef, de forma adequada,
podemos entio obter a resposta com tempo de acomodagao finito sem oscilacao como vistona
Fig. 6.60(c). O método de controle de se aplicar uma entrada em degrau e uma entrada em
degrau atrasado para obter uma resposta com tempo de acomodagao finito e sem oscilagao €
chamado controle posicast. (Este nome foi dado por 0.J.M. Smith,)

Sea cgracteristica dinimica de um processo pode ser representada por uma fungio de
transferéncia de segunda-ordem subamortecida, entdo este método pode ser aplicado conve-
nientemente para ajustar a entrada de referéncia do controlador para iniciar o ciclo do
processo.

“Suponha queldesejamos iniciar o processo e levar a saida c(t) para h atraves de controle
posicast. Determine os valores de a,b e 1, vistos na Fig. 6.60(c) em termos de i. [ € w,.

i

{a)

r c
1 Fig. 6.60 {a) Entrada em de-
AI——l— ] IR A, LS grau e curvade respostd; (b)en-
| 5 trada em degrau atrasado e cur-
0 1 1 0 I3 7 vade resposta; (cjcurvasdeen-
trada e respostamostrandoaca-

(b) racteristicade controleposicast.
r1 c
h+ h
b
a
1 2
O r! t O f1 !

(c)
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7

Analise de Erros
e Introducao a
Otimizacao de
Sistemas

7.1 COEFICIENTES DE ERRO ESTATICO

As caracteristicas de resposta transitoria discutidas no Cap. 6 sao facetas
importantes do desempenho de sistemas de controle. Uma outra caracteristica
importante se relaciona com 0 €rro do sistema. Os erros em um sistemade controle
podem ser atribuidos a muitos fatores. Variagoes na entrada de referéncia causarao
erros inevitaveis durante periodos transitorios e podem também ocasionar erros
estaciondrios. Imperfeigdes nos componentes do sistema, como por exemplo,
atrito estatico, folga (backlash), e deriva de amplificadores, bem como envelheci-
mento ou deterioragdo, causarao erros em regime estacionario.

Em capitulos anteriores, foi dito que o erro estacionario é uma medida da
precisao de um sistema de controle. O desempenho em regime estacionario de um
sistema de controle estavel € geralmente julgado pelo erro estacionario devido a
entradas em degrau, rampa, ou aceleragao. Nesta secio, investigaremos tal desem-
penho em regime estacionario. Mais precisamente, pesquisaremos um tipo de erro
estacionario que € causado pela incapacidade de um sistema de seguir certos tipos
de entradas.

Qualquer sistema de controle fisico sofre inerentemente de erro estaciondrio
em resposta a certos tipos de entradas. Um sistema pode nio apresentar erro
estacionario para entradas em degrau, mas 0 mesmo sistema pode apresentar erro
estacionario nao nulo para uma entrada em rampa. (A tinica maneira de se eliminar
este erro ¢ modificando a estrutura do sistema.) O fato de um dado sistema
apresentar erro estaciondrio para um dado tipo de entrada depende do tipo de
fungao de transferéncia de malha-aberta do sistema, o que sera discutido a seguir.

Classificacoes de sistemas de controle. Sistemas de controle podem ser classifi-
cados de acordo com a sua habilidade para seguir entradas em degrau, entradas em
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rampa, entradas parabdlicas etc. Este é um esquema razodvel de classificacao
porque as entradas reais podem ser freqiientemente consideradas como combina-
¢oes de tais entradas. Os valores dos erros estacionarios devidos a estas entradas
individuais sio indicativos da qualidade do sistema.

Considere a seguinte funcao de transferéncia de malha-aberta G(s)H(s):

_ K(Ts+1XTs +1) - (Tps+ 1)
GOHE) = FT,s+ 1)(T=s_'—-t— ) T,s~1)

Ela envolve o termo s¥ no denominador, representando um polo de multiplicidade
N na origem. O presente esquema de classificacdo ¢ baseado no mimero de
integracdes indicadas pela funcao de transferéncia de malha-aberta. Um sistema e
chamado de tipo 0, tipo 1,tipo 2, ... se N=0,N= I.N = 2,..., respectivamente.
Note que esta classificagao ¢ diferente daquela de ordem de um sistema.
Aumentando-se o nimero do tipo, melhora a precisdo mas piora o problema da
estabilidade. Um compromisso entre precisao em regime estaciondrio e estabili-
dade relativa sempre ¢ necessario. Na pratica, raramente se tem um sistema de tipo
3 ou maior porque geralmente € dificil projetar sistemas estaveis com mais do que
duas integragoes no ramo direto.

Veremos mais tarde que, se G(s)H(s) € escrita de tal forma que cada termo no
numerador e denominador, exceto o termo s¥, tende a unidade quando s tende a
zero, entdo o ganho de malha-aberta K estd diretamente relacionada com o erro
estacionario.

Errgs estaciondrios. Considere o sistema visto na Fig. 7.1. A fungdo de transfe-
réncia de malha-fechada €

) G
76 = TT GOHE)

Ris) Cis)

Fig. 7.1 Sistema de controle.

A fungdo de transferéncia entre o sinal de erro atuantee(t) e 0 sinal de entradar(t) €

Es)_ | _COHE) _ |
R(s R(s) 1+ G(s)H(s)

opde o erro atuante e(1) é adiferenca entre o sinal de entrada e o sinal de realimenta-

0O teorema do valor final prové uma maneira conveniente de se determinar o
desempenho estacionario de um sistema estavel. Como E(s) é

I
EO) = rromam @
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o erro atuante estaciondrio €

— 1 T sR(s)
e, = lim e(r) = M 7 S H{)

Os coeficientes de erro estitico definidos a seguir sao figuras de mérito de
sistemas de controle. Quanto maiores 0s coeficientes, menor o erro estacionario.
Em um dado sistema. a saida pode ser posi¢ao. velocidade, pressao, temperatura
etc. A forma fisica da saida €, entretanto, imaterial nesta analise. Portanto, daqui
em diante chamaremos a saida de "‘posi¢ao’’, a taxa de variagao da saida de
“‘velocidade ™" etc. Isto significa que em um sistema de controle de temperatura
*‘posigdo’’ representa a temperatura de saida. **velocidade " representa a taxa de
variacao da temperatura de saida etc.

Coeficiente de erro de posicao estitico K. O erro atuante estaciondrio do
sistema para uma entrada degrau unitirio é

e, = lim W . —l-
== 1+ GlHLs) s

1
— 1+ GO)H(0)
0O coeficiente de erro de posigdo estatico K, € definido por

K, = lim G(s)H(s) = G(O)H(0)

1—0

Portanto, 0 erro atuante estaciondrio é dado em termos do coeficiente de erro de
posicao estdtico K, pela expressao

1

e”-__l_T_Kp

Para um sistema do tipo 0.

o K(Ts+ TS+ D _ g
K= R T+ s T D

Para um sistema do tipo 1 ou maior,

o KT+ DT+ 1) ee
K, = 1.112 ST,s+ I(Tys+ 1) - e

Portanto, para um sistema do tipo 0, 0 coeficiente de erro de posigao estatico K, ¢
finito. enquanto que para um sistema do tipo 1 ou maior K, € infinito.

Para uma entrada degrau unitdrio, o erro atuante estacionario ez pode ser
resumido como segue:

N=1)

para sistemas do tipo 0

=0 para sistemas do tipo 1 ou maior
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Da analise feita. vemos que a resposta de um sistema de controle com reali-
mentagao unitaria para uma entrada em degrau envolve um erTo estacionario se nao
hé integragao no ramo direto. (Se erros pequenos podem ser tolerados para entra-
das em degrau, entao um sistema do tipo 0 pode ser admissivel. contanto que 0
ganho K seja suficientemente grande. Entretanto, se 0 ganho K ¢ grande demais.
fica dificil se obter uma estabilidade relativa adequada.) Se desejarmos um erro
estacionario nulo para uma entrada em degrau, entao o tipo do sistema deve ser 1
ou maior.

Coeficiente de erro de velocidade estatico K. O erro atuante estacionario do,
sistema com uma entrada rampa unitaria (entrada velocidade unitaria) € dado por

N
s o T+ G(s)H(s) 5*
WIS
o ]ﬂ} sG(s)H(s)

O coeficiente de erro de velocidade estatico K ¢ definido por

K, = lim sG(s)H(s)
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Portanto, o erro atuante estacionario ¢ dado em termos do coeficiente de erro de
velocidade estatico K, pela expressao

O termo erro de velocidade € usado aqui para significar o erro parauma entrada
em rampa. A dimensao do erro de velocidade ¢ a mesma que a do erro do sistema,
isto é. 0 erro de velocidade nao € um erro na velocidade. mas um erro na posi¢ao
devido a uma entrada em rampa.

Para um sistema do tipo 0,

K =1 sK(T,s + )Tps+1) -+ _
= T s T D

Para um sistema do tipo 1,

K, =li SK(T,s + I)Tps +1) -+ _
G e G SO ) T
Para um sistema do tipo 2 ou maior,
K,=Iim3K(T's+le°3+n'”=oo (N>2)

o 50 (1 8 + XT84 1) -

O erro atuante estacionario e,, para a entrada rampa unitaria pode ser resumido
como segue:
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: e, = I% — oo  para sistemas do tipo 0
| I 1 — 1 para sistemas do tipo !
55 Kl' K
Cp= 1_ para sistemas do tipo 2 ou maior

=

v

A analise feita mostra que um sisterna do tipo 0 € incapaz de seguir uma entrada

em rampa no regime estacionario. O sistema do tipo 1 com realimentagao u;?jt_éria
pode seguir a entrada em rampa cOm um erro finito. Em operagao estacionana, a

velocidade de saida € exatamente igual a velocidade de entrada, mas hd um erro na

posi¢io. Este erro € proporcional & velocidade da entrada e inversamente propor-
cional ao ganho K. A Fig. 7 2 mostra um exemplo da resposta de um sistema do tipo
| com realimentagao unitdria para entrada em rampa. O sistema de ordem 2 ou
maior pode seguir uma entrada em rampa com erTo atuante nulo em regime estacio-

Nario.

rit)
cin

0

Fig. 7.2 Respostadeum sistema com rea
rampa.

Coeficiente de erro de aceleraca
' sistema com uma entrada parabola u

por
Il
3 () =+ para’ >0
=0 para t <0
¢é dado por
I
€ =1 T T G@HE) s

rlt]

cin

t

limentagao unitdria. do tipo 1. parauma entrada em

o estatico K,. O erro atuante estacionario do

nitaria (entrada de aceleracao) que € definida

]
b
lim s*G(s)H(s)
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O coeficiente de erro de aceleragao estatico K, € definido pela equagao

K, = lim s*G(s5)H(s)

50

O erro atuante estacionario € entao

Note que o erro de aceleragao, o €rTo estacionario devido a uma entrada em
pardbola, é um erro na posigao.
Os valores de K, sao obtidos como segue:

Para um sistema do tipo 0,

v KT T+ 1) -
K= DT s 1) =

Para um sistema do tipo 1,

T S*K(T,s + 1)(T,s + 1) ---
K=l s T D T,s 1) -~ J

Para um sistema do tipo 2,

S2K(T,s + INTys + 1) -

K,=1l =

=20 ST, s+ I(Tys+ 1) -+ K

Para um sistema do tipo 3 ou maior,
K:limszK(Tas+l)(T,s—}—l)---:DG (N>3)

s=0 ST s+ L Tys + 1) -

Portanto. 0 erro atuante estaciondrio para a entrada parabola unitdria €

2, = 60 para sistemas do tipo 0 ou tipo |
e = Tlf para sistemas do tipo 2
e,=0 para sistemas do tipo 3 ou maior

Note que tanto sistemas do tipo 0 como do tipo | sdo incapazes de seguir uma
entrada em parabola em regime estacionario. O sistema do tipo 2 com realimenta-
¢éo unitdria pode seguir uma entrada em pardabola com um sinal de erro atuante
finito. A Fig. 7.3 mostra um exemplo da resposta de um sistema do tipo 2 com
realimentago unitdria para um entrada em parabola. O sistema do tipo 3 ou maior
com realimentacao unitaria segue uma entrada em parabola com erro atuante nulo
em regime estacionario.

~ Resumo. A Tabela 7.1 resume 0s erros estacionarios para sistemas do tipo 0.
tipo 1 e tipo 2 quando sujeitos a varias entradas. Os valores finitos para erros
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clr)

(9] i

Fig. 7.3 Resposta de um sistema com realimentagao unitdria, do tipo 2, para uma entrada na
paribola.

Tabela 7.1 Erro estaciondrio em termos do ganho K

Entrada em Entrada em Entrada de
degrau rampa aceleragao
rr) =1 1) =1t r(r) = Yar®

Sistema do tipo 0 d x ‘ k-
1+ K |
| |
Sistema do tipo | 0 ‘ = ‘ =
I |
Sistema do tipo 2 0 l 0 || _!‘(_

estacionarios aparecem na linha diagonal. Acima da diagonal, os erros estaciona-
rios sao infinitos: abaixo da diagonal eles sao nulos.

Lembre-se de que os termos erro de posicao, erro de velocidade, e erro de
aceleracdo significam desvios em regime estaciondrio na posigao de saida. Umerro
de velocidade finita significa que depois de 0s transitérios desaparecerem, a entrada
e a saida se movem com a mesma velocidade mas com uma diferenga de posigao
finita.

Os coeficientes de erro K, K, € K, descrevem a habilidade de um sistema em
reduzir ou eliminar erros estacionarios. Portanto, eles sao indicativos do desempe-
nho em regime estacionario. Em geral é desejavel aumentar os coeficientes de erro,
enquanto se mantém a resposta transitoria dentro de limites aceitdveis. Se ha
qualquer conflito entre o coeficiente de erro de velocidade estatico e o coeficiente
de erro de aceleragao estitico, entdo o iltimo pode ser considerado menos impor-
tante do que o anterior. Nota-se que parad melhorar o desempenho em regime
estacionario, podemos aumentar o tipo do sistema adicionando uma integragao ou
integragoes no ramo direto. Entretanto, isto introduz problemas adicionais de
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estabilidade. O projeto de um sistema satisfatorio com mais do que duas integra-
¢oes no ramo direto € geralmente dificil.

Correlacao entre a integral do erro na resposta a degrau e erro estacionario na
resposta a rampa. Discutiremos a seguir a correlacdo entre a integral do erro na
resposta a degrau unitario de um sistema e 0 erro estaciondrio na resposta a rampa
unitdria do mesmo sistema.

Em um sistema de controle com realimentagdo unitdria. a area total abaixo
da curva de erro Jfo"e(:)dr como resultado da resposta a degrau unitdrio fornece o

erro estacionario na resposta a entrada rampa unitaria. Para provar isto, vamos
definir

Lle() = [ & e(t)dt = E(s)
Entdo

lim [ & ve(r) dt = [7 ee) dt = lim E(s)

Note que

E) _,_Cs_ 1

R(s) R(s) 1+ G(s)
Portanto

J, etedr = tim [1 _f(:;)(s‘)}

Para uma entrada degrau unitario,

[ e = tim | <)

1 1
=lm e

T K

= erro estaciondrio na resposta a rampa unitaria

Portanto em um sistema de controle com realimentagao unitaria, temos

[7erydr = e, (7.1)
onde
e(t) = erro na resposta a degrau unitario

e = EITO estaciondrio na resposta a rampa unitiria
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Se e, € nulo. entdo e(r) deve mudar de sinal pelo menos uma vez. Isto significa que
um sistema com erro de velocidade nulo (um sistema tendo K, = =) apresentara
pélo menos um sobre-sinal, quando o sistema € sujeito a uma entrada em degrau.

Exemplo 7.1 Considere o sistema vistona Fig. 7.4. Vamos obter a resposta a degrau unitdrio
do sistema, esbogar a curva de resposta, calcular graficamente a integral do sinal de erro,

Jf“‘efi‘)df. e verificar a Eqg. (7.1). (O limite superior de integragdo deve. naturalmente. ser
(1]

aproximado por algum tempo finito 7, onde T ¢ o tempo além do qual a saida praucamente

permanece unitana.)

Cls)

|06
s(s+1){s+2)

Fig. 7.4 Sistema de controle.

A funcio de transferéncia de malha-fechada para este sistema ¢ dada por

Cls) _ Gl
R(s) 1+ G(s)
_ 1,06
TSz + (s +2) 1,06

1,06
=& 1 2.33) + 0,33 +j0,58)(s + 033 —j0,58)

Para uma entrada degrau unitirio.
R(s) = 1
s

A resposta a degrau unitario € entao obtida como

ot) = £7[C)

) 1,06
=& 1[:(5 T2 + 0,37 T o,ssq]

Referindo-se a formula,

=1 1 1 [kl
< L(s + a)l(s + Lw,)? + wil] aw?  af(a — {w,)?* + wi]

\ il _a _ 1 ,_af
" wl@ — {w)? + wﬂ[(x m.) SOR = (2( @, )5"“ “’*’]
e observando que no presente sistema

a=233, (=05, =0667, ;=058
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Fig. 7.5 (a) Resposta a degrau unitario do sistema visto na Fig. 7.4; (b) resposta a rampa
unitaria do sistema visto na Fig. 7.4.

obtemos (1) como segue:

off) = 1 — 0,103 e=23% — ¢-0.33(0,897 cos 0,587 + 0,933sen 0,581) (1 = 0)
(7.2)

A Eq. (7.2) form?ce a resposta a entrada degrau unitdrio: veja a Fig. 7.5(a).

Agora examinaremos a resposta do sistema a uma entrada rampa unitaria. Quando todas
as condigdes iniciais sao nulas, a resposta a rampa unitiria do sistema pode ser obtida
mtegra.ndt_) acurva de resposta a degrau unitdrio. A Fig. 7.5(b) mostra a curva de resposta a
rampa unitdna para o presente sistema. [ Note que a area S, abaixo da curva de resposta a
degrau unitirioder = O at = 1, dd o valorda saida em [ = 1, com uma entrada rampa unitaria.
Veja Figs. 7.5(a) e (b).] :

No sistema presente, a resposta a degrau unitario se acomoda em aproximadamente f =
20. Portanto, a diferenca entre 20 e a drea abaixo da curva de resposta a degrau unitarioder =
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0at = 20di o erro estacionario na resposta a rampa unitaria. Este valor do erro deve ser igual
ao valor dado por lili._lyo 5G(s).

Da curva de resposta da Fig. 7.5(a), obtemos os seguintes dados:

Area § abaixo da curva de resposta Area de erro

1 a degrau unitdno de O ar 1xt—§
U 0 0

2 0,16 1.84

4 1,50 2,50

6 3,80 2.20

8 6,10 1.90
10 8,15 1.85
12 10,10 1.90
14 12,06 IR
16 14,07 1,93
18 16,08 1,92
20 18,08 1,92

A drea de erro em regime estacionario ¢ determinada como 1.92.
O coeficiente de erro de velocidade estatico para este sistema € obtido a partir da fungdo
de transferéncia de malha-aberta como

K, = lim sG(s)
=0

~ 1,06
)

= 0,53
Portanto o erro eslaciondrio na resposta a rampa unilaria ¢ dado por

€ = -!l(— = 1,89

v

O valor obtido graficamente e o valor obtido analiticamente do erro estacionano na
resposta a rampa unitiria estdo proximos um do outro. Portanto, venficamos a Eq. (7.1).
(Note que se estes dois valores diferirem consideravelmente, entao conferimos para verificar
de onde vem a discrepancia, achamos 0s erros e 0s corrgimos.)

7.2 COEFICIENTES DE ERRO DINAMICO

Uma caracteristica da defini¢ao de coeficientes de erro estdtico € que apenas
um dos coeficientes assume um valor finito para um dado sistema. Os outros
coeficientes sao ou nulos ou infinitos. O erro estacionario obtido através dos coefi-
cientes de erro estitico ou é nulo, ou um valor finito nao nulo, ou € infinito.
Portanto, a variagio do erro com o tempo néo pode ser obtida através do uso de tais
coeficientes. Os coeficientes de erro dinamico apresentados nesta segao fornecem
alguma informacdo sobre como o erro varia com o tempo; OU seja. se 0 erro
estacionario do sistema com uma dada entrada cresce ou nao proporcionalmente a
1, 1*etc.

Sistemas com erros dinamicos diferentes mas com coeficientes de erro estatico
idénticos. Primeiro demonstraremos que dois sistemas com €rros dinamicos dife-

331



rentes podem ter coeficientes de erro estatico idéntcos. Considere os seguintes
sistemas:

10 10

G,(s) = Ly Gy(s) = s +T)

Os coeficientes de erro estitico sao dados por

K,

K,=10, K,=10
Knl = 0’ Knl == 0

= oo, K,,=o

Portanto. os dois sistemas tém 0 mesmo erro estacionario para a mesma entrada em
degrau. Comentarios semelhantes se aplicam a erros estacionarios para entradas
em rampa e em parabola. Esta andlise indica que ¢ impossivel estimar o €rro
dinamico do sistema a partir dos coeficientes de erro estatico.

Coeficientes de erro dinamico. Agora introduziremos coeficientes de erro di-
namico para descrever erros dindmicos. Limitaremos nossos sistemas para os de
realimentagdo unitaria. Dividindo o polindmio do numerador de E(s)/R(s) pelo seu
polinémio do denominador, E(s)/R(s) pode ser expandido em uma série em potén-
cias ascendentes de s como segue:

Egy_ 1 1 1., 1,
R -TF66) "k T 7K

Os coeficientes k, . k. ky, . . . da série de poténcias sao definidos como 0s coeficien-
tes de erro dinamico. Ou seja.

k, = coeficiente de erro de posi¢do dinamico
k. = coeficiente de erro de velocidade dinamico
k, = coeficiente de erro de aceleragdo dinamico

Em um dado sistema. os coeficientes de erro dinamico estao relacionados com
os coeficientes de erro estatico. Considere o seguinte sistema do tipo 0 com
realimentagdo unitaria:

66 = 75

Os coeficientes de erro de posigao estatico. os coeficientes de erro de velocidade
estatico, e os coeficientes de erro de aceleragio estatico sao, respectivamente,

K,=K
K,=0
K,=0

Como E(s)/R(s) pode ser expandido como
E(s) 1+ Ts 1 TK

RG) - T+K3Ts TTRA+KkE T
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os coeficientes de erro dinamico sao dados em termos dos coeficientes de erro
estatico como segue: .
O coeficiente de erro de posicdo dinamico €

kl = 1 i o !\ = 1 = (73 K;

O coeficiente de erro de velocidade dinamico €

3. A+ Ky
1 =TTK

Como um outro exemplo. considere o sistema de controle com realimentagao
unitaria com a seguinte fungéao de transferéncia no ramo direto:

m}.

G) = 5 2w

Os coeficientes de erro estatico sdo dados por
K,= l‘i_n: G(s) = oo

@,

20

K, =1lim s*G(s) =0

=0

K, = limsG(s) =
=0

Como E(s)/R(s) pode ser expandido como

Es)  s*4 Aw,s
Ris)  s*+Aw,s + w;

2—55—5——]55‘:
w,
= 2., s5*

w,

o coeficiente de erro de velocidade dinamico ¢ igual ao coeficiente de erro de
velocidade estitico, ou seja,

Se uma andlise similar é feita para sistemas de ordem superior, podemos
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mostrar que para um sistema do tipo N, os coeficientes de erro dinamico sao dados
por

kn+1 A para n < N
Koy = lim s¥G(s) paran = N
10

onde n = 0. 1. 2..... Os valores de k., paran > N sao determinados pelos
resultados da expansao de E(s)/R(s) em torno da origem.

Vantagem dos coeficientes de erro dinamico. Uma vantagem dos coeficientes
de erro dinamico se torna clara quando E(s) € escrita da seguinte forma:

E(s) = klln(s) s ki;sR(s} + zl;is(s) B e

A regido de convergéncia desta série € a vizinhanga de s = 0. Isto corresponde a
; = = no dominio do tempo. A correspondente solugdo no tempo ou O €rro

estacionario € dado como segue, supondo todas as condigdes inicials iguals a zero e
desprezando impulsos em 1 = 0:

. . 1 I, |
lim e(r) = lim [Er(r) - ;2,(.-) + Ea,-(;] e :’

= fesm

O erro estacionario devido & funcdo de entrada e suas derivadas pode entao ser
dado em termos dos coeficientes de erro dinamico. Esta € uma vantagem dos
coeficientes de erro dinamico.

Exemplo 7.2 Determine os coeficientes de erro dinamico do sistema de controle com reali-
mentagio unitaria cuja fungéo de transferéncia no ramo direto € dada por

10
s+ 1)

G(s) =
Determine também o erro estacionario para a entrada definida por
r(t) = a, + a,t + axt?

Para o presente sistema,

E@_ 1

R(s) 1+ G(s)
5+
10+ 5 + 8?

= 0,15 + 0,095 — 0,0195% + - -
ou

E(s) = 0,1sR(s) -+ 0,095*R(s) — 0,0195R(s) + - -+

3M

No dominio do tempo, o erro estacionario € dado por

lim e(r) = lim [0,1A1r) + 0,09%r) — 0,0197(7) + - -]

t— @ ==

Os coeficientes de erro dinamico sdo

k, =
_ 1 _
ky =57 =10
TR
* 70,09 '

Como r(t) € dado por

r(t) = ap + ayt + a,t?
obtemos

Ht) = a, + 2a,t, F(t) = 2a;, Fr)=20
O erro estaciondrio € entdo

lim e(r) = lim [0,1(a, + 2a,t) + 0,09(2a,)]

o 3

= lim (_0,1&"1 T 0,]8(1; s 0,2a;r}

A menos que a. = 0, o erro estaciondrio se torna infinito.

Da analise apresentada pode-se ver que, se E(s)/R(s) € expandido em torno da
origem em uma série de poténcias, os coeficientes sucessivos da série indicam o
erro dinamico do sistema quando este € sujeito auma entrada que varia lentamente.
Os coeficientes de erro dinamico fornecem uma maneira simples de se estimar o
sinal de erro para entradas arbitrarias e o erro estacionario. sem a necessidade de se
resolver o sistema de equagodes diferenciais.

Uma observacio sobre os coeficientes de erro de velocidade dinamico. E impor-
tante ressaltar que o coeficiente de erro de velocidade dinimico k. pode ser
estimado a partir da constante de tempo do sistema de primeira-ordem que apro-
xima a dada fungido de transferéncia de malha-fechada nas vizinhangas de s = 0.

Considere um sistema de controle com realimentacao unitdria com a seguinte
fungio de transferéncia de malha-fechada:

C@_l+T,s+T,s‘+
RGs) 1+ Tys+ T8+ -

Nas vizinhangas de s = 0,

. C(s) _ 1
MR T T — T8+ -

335



O coeficiente de erro de velocidade dinamico k- € entao dado por

1
-Tl—_T' (7.3)

ka=

Isto pode ser verificado expandindo-se a fungao Ef s)/R(s) em torno da origem como
segue:

E(s) _ | _C)
R(s) R(s)
e e
1+ (T, — Tps
= - Ty TS+ =03
=(Tl_-Tn)S+“'

O coeficiente de erro de velocidade dinamico ¢ entao dado pela Eq. (7.3).
Da andlise que vimos, podemos concluir que se C(s)/R(s) € aproximado por

Cs)_ 1
) T T st

entao o coeficiente de erro de velocidade dinamico k» €

k=7

q

Notequeo coeﬁcien te de erro de velocidade dinamicok; obtido desta forma¢o
mesmo que o coeficiente de erro de velocidade estitico. Como C(s)/R(s) pode ser
escrito como

o coeficiente de erro de velocidade estdtico K, €

K, = lim sG(s)

=0
. 1
yor i
1
s
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7.3 CRITERIOS DE ERRO

No projeto de um sistema de controle. é importante que o sistema satisfaga as
especificagoes de desempenho dadas. Como os sistemas de controle sao dinami-
cos. as especificagoes de desempenho podem ser dadas em termos do comporta-
mento da resposta transitoria para determinadas entradas, como entradas em
degrau, entradas em rampa eic., Ou em (ermos de um indice de desempenho.

Indices de desempenho. Um indice de desempenho € um nimero que indica a
qualidade do desempenho do sistema. Um sistema de controle € considerado 6timo
se os valores dos parametros sao escolhidos de tal forma que o indice de desempe-
nho escolhido é minimizado ou maximizado. Os valores otimos dos parametros
dependem diretamente do indice de desempenho selecionado.

Caracteristicas necessdrias para indices de desempenho. Um indice de desem-
penho deve oferecer seletividade: isto é. um ajuste Gtimo dos parametros deve ser
distinguido claramente de um ajuste nao otimo dos parametros. Adicionalmente,
um indice de desempenho deve fornecer um \inico niimero positivo ou nulo, com 0
{ltimo sendo obtido se e apenas se a medida do desvio ¢ identicamente nula. Para
ser util. um indice de desempenho deve ser uma fungio dos parimetros do sistema e
deve apresentar um maximo ou minimo. Finalmente, para ser pratico, um indice de
desempenho deve ser computado com facilidade, analitica ou experimentalmente.

indices de desempenho de erro. Em seguida, discutiremos varios critérios de
erro em que os correspondentes indices de desempenho sao integrais de alguma
funcdo ou fungao ponderada do desvio da saida do sistema real relativo a saida
desejada. Como os valores das integrais podem ser obtidos como fungoes dos
parametros do sistema, uma vez especificado o indice de desempenho, o sistema
gtimo pode ser projetado ajustando-se 0s parametros para fornecer, por exemplo. 0
menor valor para a integral.

Virios indices de desempenho de erro tém sido propostos naliteratura especia-
lizada. Discutiremos os quatro seguintes nesta secao.

[ e ar, [7 rex) ar, [NEGIED [ el ar

Considere um sistema de controle cuja saida desejada € x(1) e cuja saida real €
y(1). Iremos definir o erro e(7) como

e(r) = x(t) — (1)

Note que a menos que

lim e(z) = 0

oo

os indices de desempenho tendem a infinito. Se lim e(1) ndo tende a zero, podemos
definir ==

e(t) = y(e0) — (1)

Com esta definicao do erro, os indices de desempenho resultarao em numeros
finitos.
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Critério da integral do erro quadritico. De acordo com o critério daintegral do
erro quadratico (ISE. integral square-error), a qualidade do desempenho do sis-
tema ¢ avaliada pela seguinte integral:

j: e(1) dt

onde o limite superior = pode ser substituido por T que 3 esc_:olhidu grande o
suficiente para que e(7) seja desprezivel para T < 1. O sistema otimo ¢ aquele que
minimiza esta integral. Este indice de desempenho tem sido usado frequentemente.
tanto para entradas deterministicas (como entradas em degrau) quanto para entra-
das aleatérias, por causa da facilidade de se computar a integral tanto analitica
quanto experimentalmente. A Fig. 7.6 mostrax(z), ¥(1), e(t), e'(1), e | e¥ndt quando
a saida desejada x(1) é um degrau unitario. A integral de e%t) de 0 a T ¢ a drea total
abaixo da curva e%(1). )

Uma caracteristica deste indice de desempenho € que ele da grande peso para
erros grandes € pequeno peso para €Iros pequenos. Este critério nao € muito

*seletivo pois, para o seguinte sistema de segunda-ordem,

C(s) _ 1
RG) ™ 5"+ 2As+1

uma variacio em ¢ de 0.5 a 0.7 ndo causa muita variagao no valor da integral.
Um sistema projetado usando este critério tende a apresentar uma rapida
diminuigio em um erro inicial grande. Portanto a resposta € rapida e oscilatoria.
Desta forma. o sistema tem baixa estabilidade relativa.
Note, entretanto. que o critério de integral do erro quadratico frequientemente

x(t)) }‘(?}T
1 1
6] i3 6} [
elt) e?(#)
1 1
A~ L <
o WV t 0 f
Jeztnar
g
0 7

Fig. 7.6 Curvas mostrando asaidadesejadax(t), a saidarealy(t), oerroef?), o erro quadratico
e¥1), e a integral do erro quadritico [ e¥r) dr em fungao de 1.
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¢ de significancia pratica porque a minimizagao do indice de desempenho resulta na
minimizacdo do consumo de poténcia para alguns sistemas, como por exemplo,
sistemas de naves espaciais.

Critério da integral do erro quadrdtico multiplicado pelo tempo. O indice de
desempenho baseado no critério da integral do erro quadrdtico multiplicado pelo
tempo (ITSE. integral-of-time-multiplied square-error) é

I: 1e*(t) dt

O sistema otimo é aquele que minimiza esta integral. -

Uma caracteristica deste critério é que. na resposta a degrau unitirio do
sistema. um erro inicial grande é ponderado com peso baixo. enquanto gue erros
que ocorrem mais tarde na resposta transitoria sao bastante penalizados. Este
critério tem melhor seletividade do que o critério da integral do erro quadratico.

Critério da integral do erro absoluto. O indice de desempenho definido pelo
critério da integral do erro absoluto (LAE. integral absolute-error) é

[7le@)|dt

Este é¢ um dos indices de desempenho de mais facil aplicagdo. Se este critério €
usado, tanto sistemas altamente subamortecidos como altamente sobreamorteci-
dos nio podem ser feitos 6timos. Um sistema 6timo baseado neste critério é um
sistema que tem um amortecimento razodvel e uma caracteristica de resposta
transitoria satisfatoria: entretanto, a seletividade deste indice de desempenho nao €
muito boa. Embora este indice de desempenho ndo possa ser facilmente computado
analiticamente. ele € particularmente conveniente para estudos com computador
analégico. A Fig. 7.7 mostra a curva de e(1) versus { € a curva |e(t)| versus 1.
Note que a minimizagio da integral do erro absoluto esta diretamente relacio-
nada com a minimizagido do consumo de combustivel de sistemas aeroespaciais.

elt)
. ——
8 NS T f
Fig. 7.7 Curvas mostrando (1) em fungao de
teleft)| em fungio de 1.
le(t)l
0 - T

Critério da integral do erro absoluto multiplicadg pelo tempo. De acordo com
este critério, o criterio 1TAE (integral-of-time-multiplied absolute-error), o sis--
tema 6timo é aquele que minimiza o seguinte indice de desempenho:
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j:rhe{r)ldr

Como nos critérios precedentes. um erro inicial grande em uma resposta a degrau
unitario é ponderado com pequend peso. € erros que ocorrem mais tarde na

resposta transitoria sao bastante penalizados.
A caracteristica de um sistema projetado que usa este critério € que © sobre-si-

nal na resposta transitona ¢ pequeno € oscilagoes sao bem amortecidas. Este
critério possui boa seletividade e constitui uma melhora sobre o critério de integral
do erro absoluto. Entretanto. ele é dificil de ser computado analiticamente. embora
possa ser medido experimentalmente com facilidade.

Comparacio dos varios critérios de erro. A Fig. 7.8 mostra varias curvas de
desempenho de erro. O sistema considerado €

CG) _ 1
- R{s)'_si-\-zs-rl

A inspegao destas curvas mostra que o critério da integral do erro quadratico nao
tem boa seletividade porque a curva ¢ um tanto achatada perto do ponto onde 0

o ®

oo 00
® J=J; e2dt @ J=_L lel df
WP o Mo o
@Jf:te st © =] feldt
@ J= “1e2 dt J=[ Hiel+leh df
L ® Ln +leh d

Fig. 7.8 Curvas de desempenho de erro.
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{ndice de desempenho é minimo. A adigao do qu: C 3 i
grando do indice de desempenho. ou g quadrado da taxa e erro a0 inte-

j: [e*(¢) + X)) dt

Iveev;éx \rallror otimo de { para 0.707. mas a seletividade é novamente ruim. Da Fig. 7.8
s claramente queﬁos_oullros indices de desempenho tém boa se}etividadei

= fuic{;xgvas na Fig. 7.8 indicam que, no sistemade segunda-ordemem considém-
gan. £ =1, corresponde ao valor 6timo ou quase-otimo com relacao acadaumdos
indices de desempenho utilizados. Quando 0 coeficiente de amortecimento { € (}(23‘b
o sistema de segupda-ordem resulta com uma resposta rapida para em() ‘:de m
degrau com aproximadamente 5% de sobre-sinal. e

Aplicacdo do critério ITAE i itén
- : para sistemas de ordem n.¥ 0 1
utilizado para o seguinte sistema de ordem n. " enteno TTAE o

Cls) _ a,
R(s) s"+as" '+ T8 5T4a

n

e 0s coeficientes que minimizam

[Ttle|dr
12 :
[Ro] /7-\?(\
08F
4 n=2
clt) ogk A=
—n=6 =
041
c_ On
0,21 R S""-l'l'J'tsﬂ_ll-!-"--r.f."_“_,| 5+, |
1 | |
o 9 10 15 20

Fig. .9 Curvas de espost 1
TV, 4 a degrau de oes énci 5t
: 7.9 ol ! I] pOn g sistemas com ruﬂ;OBb de transferéncia otimas

*Referéncia G-5 .
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foram determinados. Claramente, esta fungao de transferéncia resulta em um erro j
estacionario nulo para entradas em degrau. \

A Tabela 7.2 mostra a forma otima da fungéo de transferéncia de malha-fecha-
da baseada neste critério ITAE. A Fig. 7.9 mostra as curvas de resposta a degrau
dos sistemas OLMOS.

Tabela 7.2 Forma 6tima da fungao de transferéncia de malha-fechada
baseada no criterio ITAE (sistemas de erro nulo para degraus)

. Cls) _ a, - '
| R(s) " —aps™ ! 4 =10 —@n1S T+ an =%
5 T Wy |
> | 52+ 1 4w.s — ol :
':* §8 + 175wns2 + 2,1502s + o} |
[ 5t = 2lwas? + 3dwls? — 27wls + w} _‘
| 55 = 280t — S.00Es® + 5,5wist + 3dwls + W] |
i_ §6 L 325wns% — 6.60wist + 8,600])57 — 7.45w8s? + 395w]s — wf | j

7.4 INTRODUCAO A OTIMIZACAO DE SISTEMAS

Nesta secio, resolveremos problemas simples de otimizagao em que minimi-
zamos certos indices de desempenho de erro. Introduziremos & técnica diretae a
técnica da transformada de Laplace para resolver este problema. Apresentaremos
uma técnica alternativa (Liapunov) para a solugao de problemas de otimizagao
similares no Cap. 16.

Computagao direta dos indices de desempenho *‘ISE™. Considere o sistema de
controle visto na Fig. 7.10. Suponha que uma entrada degrau unitarior(r) € aplicada

a0 sistema em 7 = 0. Supomos que o sistema esta inicialmente em repouso. 6}
problema é determinar o valor otimo de { > (0 de tal forma que

J= j - xo) dt (7.4)

seja minimo, onde x(1) ¢ o sinal de erro.

s(s+2L)

Fig. 7.10 Sistema de controle.
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Da Fig. 7.10. a equagao do sistema € obtida como segue:
E+2t+ec=r

Em termos do sinal de errox =r — ¢,
F+2Ax+x=0 (t>0)

A solugao da Eq. (7.5) pode ser escrita como
x(2) = k,e* + k,e**

onde

A=—t+NT=1, d=—(—-F—-1

k, e k, sao determinados das condicoes iniciais.

(7.5)

(7.6)

Substituindo a Eq. (7.6) na Eq. (7.4) e observando que A, e A, tém partes reais

negativas, obtemos

J —= J‘: xl(r) df
— J‘: (k%eZlu __1'_ 2k1k28ﬂ|+h}r _:_ kiezh,J df
ki 2k, K

2T koA 2k

Como A, + As = — 2 {. Mjhs = 1, podemos simplificar J como segue:

g ks ik Ky

As constantes &, e k, sdo determinadas das condigdes iniciais como segue:

1=k, +k, 0=k, +kh,
ou
Al = ;.2 ] ki‘. — J’l
L—2 L—1

Substituindo os valores de k, e k, na Eq. (7.7), obtemos

= — g+ A+ )

_ 1 , 2
- —m{u, A, + A —34,4,] + _Ati}

_ 1

(7.7)
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O valor otimo de { pode ser obtido diferenciando J com relagao a C. equacionando
dJld{ a zero, e resolvendo para {. Como

dJ 1

a=' ="
o valor otimo de L > 0 €
=103

(Claramente, [ = 0,5 corresponde aum minimo poisd®J/dc* > 0.) O valor minimo de
Je

min.J =05+ 05=1

Teorema da integracdo real. A seguir computaremos JI'E‘_ﬁ.' jdt usando 0 méto-
il

do da transformada de Laplace. Fazendo isto. usaremos O seguinte teorema da
integracao real:
Teorema da integracao real: Sefit) de ordem exponencial. entao d transformada
de Laplace de J[’ﬁ 1)dt existe e €

(1]

o[J soa] - 22
onde

F(s) = Z[/()]

Para provar esle leorema. Usamos integragao por partes.

2[[. sy a] = [7[], o di]e d

o B T
== Jnf(:)drlu ; J.Uf(r)e dt
— lim |___"J L S|+ ‘%’J

Como f{1) ¢ de ordem exponencial. quando a parte real de s ¢ suficientemente
grande, obtemos

lim %ﬂ _rof(r) dt

o

>0

Portanto

% U;[(r) dr} _ £

iy

Isto prova 0 teorema.
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Técnica da transformada de Laplace para a computacao de indices de desempe-
nho “ISE". Usando os teoremas da integracao e do valor final, obtemos

(:f{r)dr = lim [’Of(:) dt = lim 55{%} = lim F(s)
8 i 50 140

Esta ¢ a equagao basica para calcular o indice de desempenho 1SE. No problema
presente.

f(t) = x*Q@)

Portanto
lim J" x*(t) dt = lim F(s)
[ e o 50

onde
F(s) = Z[x*(1)]
Considere outra vez o sistema de controle visto na Fig. 7.10, Para este sistema,

X(s) _ _s*+2Us
Ris) s2+2As—+1

Portanto, para a entrada degrau unitario,

s 4+ 2As s+ £ £
X(S)Fsz%-l{ X As+1 s+ 2As+1

—1— =
s
A transformada inversa de Laplace €

x(n) = e“"(cos»s."'l_—_-_lfr - =T C_ 7 sen«/l_:_fif) (t=0)
Portanto

— 1 o1 T2 —
xz(;)_ezc[meT___Fcos%/l Tt

c !
-1—7—-=-=-=l czsenZ«/l =t r]
Entao,

otz — 1 1 1 — 20 s+ 20
Fo) =Z0l= g5 T A — ) s+ X + 4 =1

(s +20+40 -0 ‘
M5



Tomando o limite quando s tende a zero. resulta

: {1 1= f &

imF(S)=sa—n2f T20-0)2 2
y oy 1
Portanto

J= [ xmd

1
= = i
{+ ar (7.9)

Este valor deJ, convém mencionar, € 0 mesmo que foi obtido pelo método direto, €
portanto o valor 6timo de { que minimiza J € 0.5.

Teorema da diferenciacio complexa. Ao calcular o indice de desempenho
J"‘ tf(t)dt, achamos conveniente usar o seguinte teorema da diferenciagao
a

complexa:
Teorema da diferenciagio complexa. Se fit) € transformavel segundo Laplace,
entdo. exceto em pontos singulares de Fis),

LLtf0) = — 5 F6)
onde
L1 (] = F(s)
Para provar isto, note que
dpisy= 5 [ Jwed
= — [ tf (e di

Portanto esta provado o teorema.

Técnica da transformada de Laplace para a computagao de indices de desempe-
nho “TTSE”". Considere a seguir o sistema visto na Fig. 7. 10, com o seguinte indice
de desempenho:

J= I: tx*(r) dt

Novamente supomos gue o sistema estd em repouso antes que a entrada degrau
unitario seja aplicada. Achemos o valor 4timo de { gque minimiza o indice de
desempenho. ’

Usando os teoremas de integracéo real e diferenciagao complexa, temos
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il i

L1(0] = — 5 FGs)
onde

F(s) = Z[x*(1)]

) No problema presente, F{(s) é dado pela Eq. (7.8).

Llextr)] = —%F(s}

1 | AP (s + 20 — 41 — %)
-G+ 2 20—+ + 41 —-0)F
4 A(s + 20)

T +F20)F + 41 - )

Usando o teorema do valor final,
[ ey dr = tim [— ip(s)]
0 50 ds
Tomando o limite de — dF(s)/ds quando s tende a zero, obtemos

. __i B | l_ 1 —202 202 —1 (2
im | dsF(‘)]*i(l—“Zz'Jw*z(l—cn T3

e _8_15
Portanto
J= j: 1x*(r) dt
1
=itk g (7.10)

Para se obter o valor 6timo de { que minimiza J, diferenciamos J com relagao

ag:

que resulta no seguinte:
{=0,595
Claramente, d%//d* > 0. O valor 6timo de € 0,595. e o valor minimo deJ é

1 0.71

; - gy, A _
min. J = 0,595 + 8% 0,595 3
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.7.1 Determine o erro estacionario na saida de um sistema de controle linear com
realimentagio unitiria quando a entrada € dada por

r(t) =rg+r + _3_2,:

Solugio. O erro estacionario € a soma dos erros devidos a cada componente de entrada.
Portanto. o erro estaciondrio ¢ determinado como

—=t0_ g Tt T2
2 R S Sl S

O erro estaciondrio se torna infinito a menos que o sistema seja de ordem 2 ou maior.

. Problema A.7.2 Considere o sistema de controle com realimentagao unitaria com fungao de
transferéncia do ramo direto G(s). Suponha gue a fungao de transferencia de malha-fechada
pode ser escrita como

Ces)_ Gs) _(Ts+)Tps+ 1) (Tps = 1)
R(s) T14GE) (Tys = 1)(Tes+ 1) - (Ts + 1)

Mostre que

J‘:e(t)df;(fl-i—?":_' v 2T =T, T+ =Ty

onde e(f) € 0 erro na resposta 4 degrau unitario. Mostre tambem que

1

fse =0 + B+ oo # W= e Rk 1)
—g

Solugdao. Vamos definir

(Ts + WTps + 1) -~ (Tps + 1) = P(s)

(s + INTos + 1) - (Tos + 1) = Q(s)

Entiao
) _P)
R(s) Q)
e

E(S) - Q(-‘] — P(s)

0w

Para uma entrada degrau unitario, R(s) = 1/s. Portanto,
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—

__Qls) — P(s)
E(s) = s0(s)

E usando o fato de que

J“ e(r) di = lim sE—{:] =B
0 1=0 ¥

1—0

oblemos

w o oo O(E) — P
.[G sndr= l.lfré sQ(s)

Q) =P
=lim 5% 500
— lim [Q'(s) — P'(®)]

-0

Como

imP@E =T, + T+ +Tn

10

ImQ@@)=T, +To+ -+ + /2

5—0

temos
[Tewdi =T + T+

Observe gue. como

1
Iim sG(s)
=0

- I -
l ] elt) dt = =

imediatamente obtemos a seguinte relagao:

1

lim sG(s)
0

£ By =AT & T

={T1+T:+"'+Tn)_{Tn+Tb+"

+ T

v Tw)

Observe que zeros irao melhorar K. Palos perto da onigem causam coeficientes de erro de

velocidade baixos a menos que haja zeros na vizinhanga.

Problema A.7.3 Compare os erros dos sistemas de controle com realimentagao unitana

tendo as seguintes fungoes de transferéncia de ramo direto:

10 10

G,(s) = G G.(s) = s+ 1)

-+ 1r
Supde-se que a entrada ¢

r(t) =5 = 2t + 32
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Solucao. Como
51(5) - 1 . 5 — st
Ris) T+Gi(s) 10—s5+s?
=0,1s + 0,095 — 0,019s% ~ - --

Eyls) 1 e -
Ris) 1 —Gyls) 10 —s5+ 2s°
=0,1s — 0,195 — 00395 + -~

as fungoes temporais de erro sao dadas por

lim e(r) = lim [0,1(2 + 61) 4+ 0,09 X 6]

== [—=

e
lim exr) = lim[0,1(2 + 61) + 0,19 X 6]
[ f—=

Segue-se que

lim e (r) < lim e,(r)

T

Problema A.7.4 Considere o sistema cuja fungao de transferéncia de malha-fechada €

2N -
R(s) 52 —2[s+1

0<{=<1
Calcule [* ¢%t)dt para uma entrada impulso unitario.
i
Solugio. Para uma entrada impulso unitario. Rfs) = 1. Portanto,

1 S

1
R Py [ e N I

A transformada inversa de Laplace de Cis) €

o) = ﬁe"'sen M= (=0

Como c¥1) €

1
er) = i _e~2rsen®/1 — (2

1 s o8 -
=it ¥ (1 —cos2/1 — ()
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— ————

oblemos

r 1 s=20

Lg_—k_i: s+ 20 — 41 — {24

|
_EP 1{ —_— —
[e#] 21 — (%)
Entio

(™ e2(r) dr = lim Z[cX(1))
40 s—0

T 1 1 - S 2C
_151932(1 —{HL‘—FEC (s —20)* +4(1 —{1)]
1

-4
Problema A.7.5 Considere o seguinte sistema:

gL +x=0 (0<{=<09) (7.11)
Determine o valor de { que minimiza o seguinte indice de desempenho J:

J= [0 + #di
Solugdo. A solucao da Eq. (7.11) e

x(t) = ket — kyet
onde

o=

§y ==L lB =R, dgmh=
ky e k. s@o determinados a partir das condigoes inicials. Portanto.
x(1) = k,Le"" + kgl;e;‘”

Entao x¥1) e £%1) sao obtidos como

x3n) = k%{)Z’.n’ €L Zklkze{lﬁim = k%ezm

XX(1) = kAle?t + ks dy Ayt a0t kiA3etir
0 indice de desempenho entao se torna
— (™ re2i) < 32
J= [T 1) + 2@l

= [TIRH0 + ADJethe + 2kpkall — Radye®or + Ki(L + Ag)er] dt

Fazendoa integragao e calculandoemt =x=er = 0.e observando que as partesreais deA, (2.¥3
sao0 negativas, obtemos
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TR 3 | 2kl = 4dy) K3+ A3

J=—|
-2 . A+ 4 s o

Como
Ai+Ads==20, Ak =1
obtemos

2keiks
¢

= Lk, + ko — 2kika({ —
<

J={kt — ki) —

o

Das condigoes Iniciais,
x(0) ="e; =k, — ks, H0)=1t; =kidi —ksds
Como 0 < { = 0.9, A, = As. A, e ks 530 obtidos como

k __C\A?__Cz L __Cz—JqC.

1= =5

: _-__? A
).z = 2.; Ar— ;..1
Substituindo estes valores de k, e ks na Eq. (7.12). obtemos

it
J=C€}-_—c1c1-c_|.J

20

(7.13)

Para achar o valor minimo de J, primeiro diferencie J com relagdo a [ e entdo iguale o

resultado & zero.

as %_C%_f:z'

ag =t 0

Resolvendo esta equacao.

C___ ct —ck
2ct

Como d*/{al* > 0, a Eq. (7.14) fornece o valor 6timo de {, contanto que
c} + e}
3 <09

¢} < 0,62c3

No caso especial. quando ¢, = 0,

1
k=3

3s2

(7.14)

S

é o valor oumo de {. Portanto, se ¢; = 1 ecs = 0.entdo

min‘J=£+—l~2C=l_.4l4 (7.15)

Se c% > 0.62c5. entdo a Eq. (7. 14) se torna

Mas { estd limitado entre O e 0.9. Portanto a Eq. (7.14) nao fornecera o valor dimo de . Para

se determinar o valor otimo de £, definimos

¢t = (0,62 + 2h)ei, h>0
Entiao podemos escrever 4 Eq. (7.13) como segue:

J= (C + 0————'81(:“ k)c% )

0O valor 6timo de [ que minimizaJ para dados valoresde ¢,e ¢, pode ser obtido minimizando-se

a seguinte expressao [ com relagao a (.

g

O valor de I ¢ minimo quando £* = 0.81 + h. Entretanto. este valor de { nao pode ser obtido
por causa da condigao 0 < L = 0.9. Como o valor de / aumenta quando { diminui a partir de
V0.8 + h. o valor otimo de { quando ¢} > 0.62ci € 0.9.

Resumindo. o valor otimo de { €

5

e el 2 = 0.62¢3

[ = T sect = 0,62¢3
=]

=09 seci = 0,62¢ci

Problema A.7.6 Calcule os seguintes indices de desempenho:
[T1e@lar,
J'n te(n)|dt,
[* e + ey de

para 0 sistema

C(s) _ 1
R(s) s —2[s—+1 €=1

E(s) = Zle(t)] = R(s) — C(s)

Suponha que o sistema estd inicialmente em repouso €€ sujeito a uma entrada degrau unitano.
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Solugiio. Para uma entrada degrau unitanio, R(s) = lse

L 2420 1
E{“_sl—!-ZCs—i—] F:
_ =L 1 {0 —1 1

Wi—1 s+l —1 2/ -1 s+{~/0—1

Para [ = 1. o sistema nao apresenta sobre-sinal. Portanto eft)| = e(f) para todot = 0. Os
dados indices de desempenho podem entdo ser computados como segue.

1. _[:!ef_:)ad;=j:emd:

’:]if‘o"ﬂ”

- :'—C';“\/C?__—i 1 _C—.—‘Vl‘,’z—] 1

W—1 [+4/0-1 w—1 (-1

=20 (€=

2. j‘:; le(t)| df = _( ~re(r) di

~ lim [— 2E)

=1im(_c*“/ZTI ]

ol W —1 =L+

L+ —1 ! j

2WCE—1 +{ -2 -—1;=J
=4{2—1 €=

3. Observando que é(t) < 0 e |é(r)| = — é(1) parat = 0. obtemos
(" 1e@)| + 1e@D dr = [ e(r) — re(o) dr
= 11151;1 [——‘%E(:) -+ %JE(S}]
= 1‘112 l:(—l +5) %E(s) 4 E(SJ]
—az—14+24 (=D

Para fins de comparagao, forneceremos alguns outros indices de desempenho calculados
para 0 mesmo sistema.[Referir-se as Egs. (7.9), (7.10) e (7.15)]

- L
J'nei(r)d:—Cer‘C >0
- ]

-‘-a tex(r) dr = {* + 802 >0

J: [ex(1) + éxn)]dt ={ + :,_l—c €=>0
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Graficos destes seis indices de desempenho sio vistos na Fig. 7.8em fungaode . (Note que as
curvas vistas na Fig. 7.8 sao validas para { > 0. Os trés indices de desempenho calculados
neste problema sao validos apenas para t= 1)

PROBLEMAS

Problema B.7.1 Mostre gue o erro estacionario na resposta a entradas em rampa pode ser
feito nulo se a fungao de transferéncia de malha-fechada € dada por

Cls) _ a, 15 - dy
R(s) s"+asm ! — o0 — @57 la

Problema B.7.2 Obtenha os coeficientes de erro de velocidade dinimico dos seguintes siste-
mas:

i Ce _ 10
’ R(s) (s —1)5s* +~ 25 + 10)
5 Cls)  3s+10

Rs) 52— 10
Problema B.7.3 Considere o sistema de controle com realimentagdo unitdria cuja fungdo de
transferéncia de malha-aberta €
G(s) = .9{'_0,%2%_1—)
Determine o erro estacionano quando a entrada €
r(t)y =141 +ar?, a=0

Problema B.7.4 Considere o sistema visto na Fig. 7.11. Suponha que a entrada € uma entrada
em rampa, ou

r(r) = at

onde a é uma constante arbitrdna. .
Mostre gue ajustando-se adequadamente o valor de K,. 0 erro estaciondrio na resposta a
entradas em rampa pode ser feito nulo.

K+t s(Ts+1) =

—

Fig. 7.11 Sistema de controle.

Problema B.7.5 Considere um sistema descrito por
i+ 2x+x=0
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Determine o valor do coeficiente de amortecimento { de tal forma que
¥ (x> — pux?)dt (u=0)

seja mimmizado.

ProblemaB.7.6 A funcaode transferéncia de malha-fechada parauma entrada de perturbagao
nity e dada por

Cls) _ 5(s + a)
Nis) s* +as— 10

Determine o valor da constante a de tal forma gue a integral do erro quadratico devido a uma
perturbagao em degrau seja minimizada.

*Problema B.7.7 Considere um sistema de controle com realimentagao unitaria com a fungao
de transferéncia de malha-aberta

. a -+
G(s) =( + b)::‘ ab
== &5
Para uma entrada degrau unitinio, calcule os seguintes indices de desempenho:

J, = _[: eX(t) dt

J

(0

= 1-: re(r) dt

Seq = b quais Sao os valores de J, e Jo?

%

8

O Metodo do
Lugar das
Raizes

8.1 INTRODUGAO

A caracteristica basica da resposta transitoria de um sistema em_malha-
fechada éww da malha-fechada. Portanto, em proble-
mas de analise, € importante localizar os polos em malha-fechada no plano s. No
projeto de sistemas em malha-fechada. queremos ajustar os pdlos e zeros de
malha-aberta de modo a colocar os pdlos e zeros em malha-fechada nas posigoes
desejadas do plano s. )

Os polos de malha-fechada sdao as raizes da equagdo caracteristica. Para
determina-los necessitamos fatorar o polinomio caracteristico. Em geral, este
procedimento ¢ trabalhoso se o grau do polinémio caracteristico € trés, ou maior.
As técnicas classicas de fatoragao de polinomios nao $a0 convenientes porgue
conforme varia o ganho da fungéo de transferéncia em malha-aberta. devem ser
repetidos os célculos.

Um método simples para determinar as raizes da equagao caractenstica foi
desenvolvido por W. R. Evans e € extensivamente usado em engenharia de con-
trole. Este método, denominado método do lugar das raizes, ¢ um método pelo qual
as raizes da equagdo caracteristica sao colocadas em um grafico para todos 0s
valores de um parametro do sistema. As raizes correspondentes a um valor particu-
lar deste parametro podem entao ser localizadas no grafico resultante. Note que 0
parametro usualmente ¢ o ganho, porém qualquer outra variavel da fungao de
transferéncia em malha-aberta pode ser utilizada. Salvo mengdo em contrario,
suporemos que o ganho dafuncao de transferéncia em malha-fechada é o parametro
a ser variado através de todos os seus valores, isto €, de zero a infinito.

Método do lugar das raizes. A idéia basica na qual se baseia o método do lugar
das raizes é que o valor de s que faza fungao de transferéncia pelo lago seriguala — |
deve satisfazer a equagao caracteristica do sistema. g

O lugar das raizes da equagao caracteristica do sistema em malha-fechada,
conforme o ganho € variado desde zero até infinito. da ao método o seu nome. O
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grifico correspondente mostra claramente as contribuicdes de cada palo ou zero de
malha-aberta nas localizagoes dos pélos em malha-fechada.

O método do lugar das raizes nos possibilita determinar 0s po6los em malha-
fechada a partir dos polos ¢ zeros de malha-aberta, considerando o ganho como
parametro. Conseqiientemente, evita dificuldades inerentes as técnicas classicas.
fornecendo uma imagem grafica de todos os polos de malha-fechada para todos os
valores do ganho da fungao de transferéncia em malha-aberta.

No projeto de um sistema de controle linear. verificamos que o método do
lugar das raizes se torna muito util desde que indica a maneira pela qual os polos e
zeros em malha-aberta devem ser modificados de modo que a resposta satisfaga as
especificacoes de desempenho do sistema. Este método ¢ particularmente conve-
niente para se obter resultados aproximados muito rapidamente. _

Desde que o método ¢ grafico na determinagao das raizes da equagdo carac-
teristica. ele fornece um procedimento gréfico eficaz para determinar as raizes
de qualquer equagao polinomial que resulte de um estudo de sistemas fisicos.

Esbogo do capitulo. NaSecéo 8.2 introduziremos 0s conceitos que sustentam o
método do lugar das raizes. A Sec¢do 8.3 apresenta 0 procedimento geral para
esbocar os lugares das raizes. Seguindo esta apresentagdo. na Se¢ao 8.4 analisare-
mos sistemas de malha-fechada pelo uso do método do lugar das raizes. (A aborda-
gem de lugar das raizes no projeto de sistemas sera discutida no Cap. 10.)

8.2 DIAGRAMAS DE LUGAR DAS RAIZES

Condigoes de angulo e amplitude. Considere o sistema indicado na Fig. 8.1. A
funcao de transferéncia em malha-fechada ¢

Cls) _ G(s) (8.1)
R(s) 1+ G(s)H(s)

A equagdo caracteristica para este sistema em malha-fechada € obtida igualando-se
0 denominador da fragao do segundo membro da Eg. (8.1) a zero. Isto &:

1 — G(s)H(s) =10
ou

G(s)H(s) = —1 (8.2)
Deéde que Gfs)H(s) é uma quantidade complexa. a Eq. (8.2)deve ser desmembrada
em duas equagoes a fim de se igualar os angulos e os modulos de ambos os membros

da equagdo, respectivamente. para obter
Condicao de angulo:

GEs)H(s) = +180°2k + 1) (k=0,1,2,...) 8.3)
Condigao de modulo:
|G(s)H(s)| =1 (8.4)

Os valores de s que satisfazem as condigdes de angulo e modulo sao as raizes
da equagao caracteristica, ou os polos de mal ha-fechada. Um gréfico (ou diagrama)
dos pontos do plano complexo que satisfazem apenas a condigao do angulo € olugar
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Ri(s) Cls)
Gls) =

H{s) <

Fig. 8.1 Sistema de controle.

das raizes. As raizes na equagéo caracteristica (os pélos em malha-fechada) corres-
pondentes a um dado valor do ganho podem ser determinadas a partir da condigao
de médulo. Os detalhes da aplicagao das condigdes de dngulo e modulo a fim de se
obter os polos em malha-fechada estao apresentados na Secao 8.3.

Grificos de lugar das raizes para sistemas de segunda-ordem. Antesde apresen-
tarmos um método para construgao destes graficos em detalhes, serd ilustrado um
grafico do lugar das raizes para um sistema simples de segunda-ordem.

Considere o sistema indicado na Fig. 8.2. A fun¢do de transferéncia em
malha-aberta G(s)H(s) €

G(s)Hfs):S__{sf ) -

A fungéo de transferéncia em malha-fechada e entao

s K
R{SJ_S:_T_S_._K

A equagio caracteristica €
-5+ K=20 (8.5)

Desejamos determinar o lugar das raizes desta equagdo conforme K varia desde
zero até infinito.

A fim de ilustrar claramente qual o aspecto do grafico do lugar das raizes para
este sistema, obteremos inicialmente as raizes da equag@o caracteristica analitica-
mente em termos de K, e entdo variaremos K desde zero até infinito. Deve ser
notado que este nao é o modo apropriado para construir o grafico do lugar das
raizes. O modo apropriado € através de uma abordagem grafica de tentativa-e-erro,
e o trabalho grafico pode ser muito simplificado aplicando-se as regras gerais a
serem apresentadas na Se¢do 8.3. (Obviamente, se puder ser encontrada facilmente
uma solucdo analitica para as raizes da equagao caracteristica, nao ha necessidade

R(s) K C(5)__
s(s+1) o

Fig. 8.2 Sistema de controle.
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de se utilizar o método do lugar das raizes.) As raizes da equagéo caracteristica. Eg.
(8.5). sao

5, = —3 ~ 3T —3K, 5. = —1 — /1 —4K

As raizes sao reais para K < 1/4 e complexas para K = 1/4,

O lugar das raizes correspondente a todos os valores de K esta indicado na Fig.
8.3(a). O lugar das raizes estd graduado com K como parametro. (O movimento das
raizes conforme K aumenta € indicado por setas.) Uma vez desenhado o grafico.
podemos imediatamente determinar o valor de K que fornecerd uma raiz. ou um
polo em malha-fechada, em um ponto desejado. Desta anilise. € claro que 0s polos
em malha-fechada correspondentes a K = 0 sdo os mesmos polos de G(s)H(s).
Conforme o valor de K aumenta desde zero até 1/4. os polos de malha-fechada
movem-se para o ponto (— 1/2;0). Para valores de K entre zero e 1/4, todos os polos
de malha-fechada estdo sobre o eixo real. Esta é a situacio correspondente a um
sistema superamortecido, e a resposta impulsiva ndo € oscilatoria. Em K = 1/4.0s
dois polos de malha-fechada reais se igualam. Esta situagao corresponde ao caso do
sistema criticamente amortecido. Conforme K aumenta a partir de 1/4. os polos de
malha-fechada tornam-se complexos. posicionando-se fora do eixo real, edevidoa
parte real dos polos de malha-fechada ser constante para K > 1/4, os polos de

malha-fechada movem-se ao longo da reta s = - 1/2. Portanto. para K > 1/4.0
sistema comporta-se como subamortecido. Para um dado valor de K. um dos polos
conjugados de malha-fechada move-se para § = = 1/2 + j=. enguanto o outro
move-se paras = — 1/2 —j =,
JIUA{ Jw
JK=4- je [12
s P ‘ 28
_ e M\ S
=1l /% "
[ |
K=0 K=0 /“92 %\91
——»7—«% Vi N
=i 0 g -1 W‘o E
K=+
=1 , :
N e =i
v
3
K=4L _j2 —j2
{a) (b}

Fig. 8.3 Grificos do lugar das raizes dos sistemas indicados na Fig. 8.2.
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Mostraremos que qualguer ponto sobre 0 lugar das raizes satisfaz a condigao
de angulo. A condicao de angulo dada pela Eq. (8.3) ¢

K ___E_I,;s—l:—_—]gl}s{Zk—l—]) *k=0,1,2,...)

.5(5"1—1]_ —_—

Considere o ponto P sobre o lugar das raizes indicado na Fig. 8.3(b). Os numeros
complexos s e s + 1 possuem angulos 6, e 6., respectivamente. e modulos [s| e ls +
I|. respectivamente. (Note que todos 0s angulos sao considerados positivos quando
sio medidos no sentido anti-hordrio.) A somadoséangulosf, e 6, nitidamente & 180°.

Se o ponto P estiver localizado sobre 0 eixo realentre0e—1,entdo 8, = 180°¢
@#, = 0°. Portanto. verificamos que qualquer ponto sobre o lugar das raizes satisfaza
condigio de angulo. Notemos também que se 0 ponto P nao for um ponto sobre o
lugar das raizes, entao a soma de 8, e 6, ndo é igual a =180°(2k + 1), onde k=
0. 1. 2.... Portanto. os pontos que nao estiverem sobre o lugar das raizes nao
satisfazem a condi¢@o de angulo e, portanto, nao podem ser polos de malha-fechada
para quaisquer valores de K. o

Se os polos de malha-fechada forem especificados no lugar das raizes, entdo o
valor correspondente de K ¢ determinado pela condigao do modulo, Eq. (8.4). Se.
por exemplo, os pélos de malha-fechada selecionados sao s = — 1/2 = j2, entéo o
valor correspondente de K ¢ determinado de

K
G()H(s)| = | ——— —
| G(s)H(s) | 15{5 T 1) emtrjisesa
ou
¢ 17
K=|s(s+ Dl-——amn =7
Desde que polos complexos sao conjugados, se um deles, por exemplo, s = —1/2

+j2. é especificado. entio o outro & automaticamente fixado. No calculo do valor
de K. qualquer um dos polos pode ser utilizado.

Do grafico do lugar das raizes fornecido na Fig. 8.3(a), verificamos claramente
os efeitos de variagoes no valor de K no comportamento da resposta transitoria em
relagio ao sistema de segunda-ordem. Um aumento no valor de K diminuira a
relagio de amortecimento £, resultando em um aumento na sobrelevagéao da res-
posta. Um aumento no valor de K também resultard em um aumento nas frequeén-
cias natural nao amortecida e amortecida. (Se K ¢ maior do que o valor critico, que
corresponde a um sistema criticamente amortecido, um aumento no valor de K néo
afetara o valor da parte real dos pélos em malha-fechada.) A partir do gréfico do
lugar das raizes, € evidente gue 0s polos de malha-fechada sempre estarao no
semiplano esquerdo do planos; conseqientemente, independentemente de quanto
o parametro K for aumentado. 0 sistemna sempre permanecera estavel; desta forma,
o sistema de segunda-ordem € sempre estavel. (Note, entretanto, que se 0 ganho for
ajustado em um valor muito alto. os efeitos de alguma das constantes de tempo que
foram desprezadas podem tornar-se importantes, € 0 sistema que € supostamente
de segunda-ordem, porém efetivamente de ordem maior, pode tornar-se instavel.)

A Tabela 8.1 fornece uma colegao de graficos simples de lugares de raizes.
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Tabela 8.1 Colecdo de graficos de lugares das raizes simples

|
Localizagdes do ‘ Localizagbes do |
pélo-zero de malha- péio-zero de malha-
| Gls)H(s) aberta e lugares G(s)H(s) | aberta e lugares
das raizes das raizes

-
|

Jw

s ]3;
R
E
L—*—
Y
o
q

-3 52 + wy? + o

3
(z>p) I T

Kis+z) ‘ Ot | K Tr
s+p -z =R o || (s+e)2+uwe? T ] bl

‘ Kls+2)

| gt || —————
s+p | —p =2 ‘ o {s+py)ls+pa)

l (z<p) | | ]

Lugares de ganho constante. A Fig. 8.4 mostraum grafico dos lugares de ganho
constante do sistema indicado na Fig. 8.2.

Os lugares de ganho constante para este sistema foram obtidos a partir da
condi¢ao de médulo:

K

|G(s)H(s)| = -'F_(S_-T‘_[)

-
ou
[s(s +1)| =K (8.6)

Os pontos do plano complexo que satisfazem a Eq. (8.6) paraum dado K constituem
um lugar de ganho constante.

Ortogonalidade entre os lugares das raizes e os lugares de ganho constante. Con-
sidere o sistema indicado na Fig. 8.1. No plano G(s)H(s) os lugares de |G(s)H(s)| =
constante sao circunferéncias com centro na origem, e 0s lugares correspondentes a
(G(s)H(s) = =180°(2k + 1)(k = 0,1,2....) permanecem sobre oeixoreal negativodo
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af

Fig. 8.4 Grifico dos lugares de ganho constante do sistema indicado na Fig. 8.2.

plano G(s)H(s), como indicado na Fig. 8.5. [Note que o plano complexo aqui
empregado nao € o plano 5. mas o plano G(s)H(s).]

Os lugares das raizes e os lugares de ganho constante no plano s constituem
mapeamentos conformes dos lugares de |G(s)H(s) = =180°(2k + 1) e de
G(s)H(s)l = constante no plano G(s)H(s).

Desde que os lugares de fase constante e ganho constante no plano G(s)H(s)
sd0 ortogonais. os lugares das raizes e os lugares de ganho constante no plano s
também sao ortogonais. A Fig. 8.6(a) mostra os lugares das raizes e os lugares de
ganho constante para o seguinte sistema:

_ K(s +2) _
G(s) = ey r T H(s)=1

Verifique que devido a configuragao de polo-zero ser simétrica em relagao ao eixo
real. os lugares de ganho constante tambeém sao simétricos em relagao ao eixoreal.
A Fig. 8.6(b) mostra os lugares das raizes e de ganho constante para o sistema:

K

= TENCF Y

H(s) =1

Note que devido a configuragdo dos pélos no plano s ser simétrica em relagao ao
eixo real, e em relacdo i reta paralela ao eixo imagindrio passando pelo ponto (o =
—1.w = 0). os lugares de ganho constante sao simétricos em relagao a retaw = 0
(eixoreal)e aretac = — 1.
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Plano Gis)H(s)

|G(s) H(s}| = constante

Imi Plano G(s)H(s)
Gls) Hls)
=+ (80 (2K +1)
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|

Fig. 8.5 Graficos dos lugares de ganho constante e fase constante no plano G(s)His).
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8.3 DOIS EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

Nesta secao apresentaremos dois exemplos ilustrativos para construgao dos
graficos de lugar das raizes. Utilizaremos determinacoes graficas. combinadas com
Inspegao. para determinar os lugares das raizes sobre os quals as raizes da equagao
caracteristica do sistema de malha-fechada devem permanecer. Embora empre-
guemos apenas sistemas simples para fins de ilustragao. o procedimento para
de:ienninar os lugares das raizes para sistemas de ordem maior nao ¢ mais compli-
cado. =

O primeiro passo no procedimento para construgao do gréfico do lugar das
raizes € determinar os lugares das possiveis raizes utilizando a condigao de angulo.
Posteriormente. os lugares das raizes sao calibrados ou graduados usando-se a
condigao de modulo. .

Como as medidas grdficas de angulos sdo envolvidas na andlise. esbo¢ando-se
o lugar das raizes em um papel de grifico. verifica-se a necessidade de usar as
mesmas escalas nos eixos das abscissas e das ordenadas.

Exemplo 8.1 Considere o sistema indicado na Fig. 8.7. (Suporemos que o valor do ganho X é
positivo.) Para este sistema.

K

GO) = =+

H(s) =1

Esbocemos o grifico do lugar das raizes e determinemos postenormente o valor de K paraque
a relagao de amortecimento { de um par de polos de malha-fechada complexos conjugados
dominantes seja (0.5,

Para o sistema dado. a condigao de angulo fornece

= K
LY = 5=
=g m i 1 -2
= 2180%2% +1) (k=0,1,2,...)

A condigao de modulo ¢

1G(s)| = =1

Kk
5 = I)s + 2)

Um procedimento tipico para esbogar o grafico do lugar das raizes ¢ o seguinte:

1. Determine os lugares das raizes no eixo real. O primeiro passo na construgio de um
grafico do lugar das raizes € localizar os polos de malha-aberta, s = 0.5 = —l,es = —2no
plano complexo. (Nao hd zeros de malha-aberta neste sistema.) As posigoes dos pélos de

Ris) K Cls)
sis+)(s+2) -

Fig. 8.7 Sistema de controle.

_malha-aberta sao indicadas por cruzes. (As posigoes dos zeros de malha-aberta serdo indica-

das neste livro por pequenas circunferéncias.) Note que os pontos de partida dos lugares das
raizes (os pontos correspondentes a K = 0). sdo os pélos de malha-aberta. O numero de
lugares das raizes individuais para este sistema ¢ trés. que ¢ igual a0 numero de pélos de
malha-aberta. ]

Para determinar os lugares das raizes sobre o eixo real, selecionamos um ponto de testes.
Se o ponto de teste estiver sobre o eixo real positivo. entao

[s =fs+1=[s+2=0°

Isto indica que a condigao de angulo ndo pode ser satisfeita. Consequentemente, nao ha
nenhum lugar das raizes sobre o eixo real positivo. Postenormente. selecione um ponto de
teste sobre o eixo real negativo entre 0 e — 1. Entdo.

[s =180°, [s+1=[s+2=0°

Portanto.

s — s+ 1 [s+2=—180°

e a condigdo do angulo € satisfeita. Portanto. a parte do eixo real negativo entre 0 e -1
constitui uma parte do lugar das raizes. Se um ponto de teste for selecionado entre — 1 ¢ -2,
entio,

[s =|s+1=180° [s+2=0

Verifica-se entio que a condigdo de dngulo nio serd satisfeita. Portanto. o eixo real negativo
desde - 1 até — 2 nao corresponde a uma parte do lugar das raizes. Analogamente, se um ponto
de teste for localizado no eixo real negativo desde —2 até —=, a condigao de angulo sera
satisfeita. Conseqlientemente. existira um lugar das raizes sobre o eixo real negativoentre 0 ¢
~leentre =2 e —x. )

2. Determine as assintotas dos lugares das raizes. As assintotas dos lugares das raizes.
conforme s tende a infinito. podem ser determinadas como segue: Se um ponto de teste €
selecionado muito distante da ongem. entao

- - _imk
limG() = fm ST Te+ 2~ /2P

¢ a condigao de angulo fornece
—3fs = +180°(2k - 1) (k=0,1,2,...)

ou

Angulo da assintota = %@

Desde que o angulo se repete conforme k ¢ variado, os angulos distintos para as assintotas sao
apenas 60°, —60° e 180°. Portanto. hd trés assintotas. Aquela correspondente ao angulo de
180° estd sobre o eixo real negativo. )

Antes de desenhar estas assintotas no plano complexo, devemos determinar onde elas
interceptam o eixo real, Desde que a equagao caracteristica deste sistema €

K

S (Y .
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ou
s1 432+ 25 = —K

se s € suposto muito grande. podemos entdo aproximar esta equagao caracleristica pela
seguinte equagao:

(s+1) =0

—V i =l ]

A abscissa da interseccao da assintota no eixo real pode ser obtida substituindo-se s = g, €
determinando-se & solugao da equagao para o,. Portanto.

g, = —1

e 0 ponto da origem das assintotas € (— 1, 0). Estas assintotas constituem partes do lugar das
raizes nas regides muito distantes da origem.

3. Determine o ponto de separagio de partida. Para desenhar precisamente o grafico do
lugar das raizes devemos determinar o ponto de separagdo de partida. onde os ramos do lugar
das raizes originarios dos polos 0 e — 1 separam-se (conforme K ¢ aumentado) do eixo real e
movem-se para o plano complexo em pontos com parte imaginaria nao nula. O ponto de
separagao corresponde a um ponto no plano s onde sdo encontradas raizes multiplas da
equagao caracteristica.

O ponto de separagio (—o,, 0) pode ser determinado como segue: Suponha um ponto de
teste que esteja proximo ao eixo real negativo entre 0 e — | conforme indicado na Fig. 8.8. Se
denotarmos a distancia vertical do ponto de teste. medida a partir do eixo real negativo. poré.
entao.os angulos f,, 6, e #; dos mimeros complexos s, s + 1 es + 2. respectivamente. podem
ser escritos como segue:

6, = 180° — tan~! (—g;)

0; = tan™! [#}

_05—{--]]

8, = tan™! [ 9

L—ay — (—2).

Juh
=11
[T
g | -
;'3 s s 8,
—2 e L lo] o

-

Fig. 8.8 Determinagao do ponto de separagao de partida.
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Para um valor pequeno de 8,

8, = 180" — %
é

8 =— 717

=g

A condigao de angulo
6, - 6.6, =180

resulta

ou

| IS I S 8.7

resultando
o, — 0423, a, - 1,577

Desde que 0 > —¢, = — 1, 0 ponto de separagao de partida deve ser(—0.423,0), Se o nimero
de termos da Eq. (8.7) for quatro ou mais. deve ser utilizada uma abordagem de tentativa-e-er-
ro para determinar o valor de o, Esta abordagem pode ser facilitada se determinarmos ucrln
valor aproximado para o desprezando os poios € zeros iqcahzados distantes do Ipo'nto de
separagao de partida. e posteriormente fazendo uma corregdo para este valor aproximado de
s - - - -
' E disponivel um método alternativo para determinagio do ponto de separagdo de partida.
Apresentaremos este método a seguir: Vamos escrever a equagao caracteristica como
f(s) = Als) ~ KB(s) = 0 (8.8)

onde A(s) e B(s) nao contém K. Note que fis) = 0 possui raizes multiplas nos pontos onde

df(s) _
e

Da Eg. (8.8). obtemos

df(s)

= A'(s) + KB'(s) =0 (8.9)
ds
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onde

i dA(s)
A = -

\s) ds

. . __dB(s)
B(s) = =

[08 ;alor particular de K que fornece raizes miltiplas da equagao caractenstica € obudo da Eq.
.9) como

K==F0

Se substituirmos este valor de K na 'Eq. (8.8). obtemos

1(s) = AGs) — g'%s(s; —0
ou
A()B(s) — A()B(s) = 0 10

Se a Eq. (8.10) for resolvida em relagao a 5. os pontos onde ocorrem raizes multiplas em
ser obidos. Por outro lado, da Eq. (8.8) obtemos ' e

A(s)

K:-—m

dK __A'(s)B(s) — A(s)B'(s)

ds B(s)

SedKds ¢ igualadoa zero, obtemos uma equagao idénticaa Eq (8.10), Portanto. os pontos de
separacac de partida podem ser simplesmente determinados das raizes de

dK
E'_O

Deve ser notado que nem todas as soluges da Eq. (8.10) oudedK/ds = 0 correspondem a

pontos de separagdo de partida verdadeiros. Demonstraremos este fato utilizando o exemplo
presente, onde

fs) =534+ 3s2 4+ 25+ K=0 (8.11)

Referindo-se ao grafico de flo) versus o indicado na Fig. 8.9. note que os pontos P e
correspondem adﬁa}!d_a = 0. E claro que o ponto ) corresponde a K < (;] oque fig'niﬁcaque%
ponto @ ndo pode ser um ponto de separagaode partida do sistema sob consideragao. (Se num
ponto no quaj’dﬁsn’ds = 0 o valor de K corresponder a um valor real positivo. entao o ponto
considerado € um ponto de separagao de partida verdadeiro.)

Para o presente exemplo. da Eq. (8.11) obtemos

= —s5{s + 1)s + 2) = —(s? + 352 + 23)
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i . K=Kz<O
/| S —~0,423 .
—2 1577 -1\c$/0 a
K=Ky>0 e T .
T

Fig. 8.9 Grafico de fio) versus o.

impondo que dK/ds = 0. obtemos

dK 2 e M) —
?E_'_GS 6s — 2) =10

ou
§=—0423, s=—1571

Desde que o ponto de separagao de partida deve estar entre 0 ¢ —1.éclaro que s = —0.423

corresponde a um ponto de separagao de partida verdadeiro. De fato. o calculo dos valores de
K correspondentes as = —0.423es = — 1.577 fornece

K = 0,385 para s = —0423

K = —0,385 paras= —1,577

4. Determine o0s pontos onde os lugares das raizes cruzam o eixo imagindrio. Este
pontos podem ser determinados utilizando-se o criteno de eslal?md.ade de Routh como segue
Desde que a equagao caracteristica para o presente sisiema €

432 +25+ K=0

o arranjo de Routh resulta em

s? 1 2
5t 3 K
3
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O valorde X que faz com que o termo s* na primeira coluna seja igual a zero é K = 6. Os pontos
do cruzamento do eixo imaginario podem ser determinados pela solugio da equagao auxiliar
obtida a parur da linha s*: isto €.

I —K=352+6=0

que fornece

5= :f:\.—‘ 2

As freqiéncias dos pontos de cruzamento no elxo imaginario sao portantow = = \ 7. O valor
do ganho correspondente aos pontos de cruzamento € K = 6.

Uma abordagem alternauva € substituir s = jw na equagio caracteristica. igualar tanto 4
parte real COmMo a parte IMaginaria a zero, e entio resolver paraw e K. Para o sistema dado. a
equagdo caracleristica. com § = jw, €

(jw) — 3wy —2(jw) + K =0

ou
(K —3w?) +-/2w — w?) =0

lgualando-se & zero as partes real e imaginaria desta tiltima equagio, obtemos
K—-3wt=0, 20 —w? =0

da qual

w = ;ﬁ. K=6
Portanto. os lugares das raizes cruzam o eixo imagindrio emaw = = 2. e o valor de K nos

pontos de cruzamento ¢ 6.

5. Escolha um pontode teste nu vizinhanga do eixajw e da origem. como indicado na Fig.
8.10, e aplique a condigao do angulo. Se um ponto de teste estiver sobre um lugar das raizes.
entao a soma dos tres angulos #, + 85 + 6, deve ser 1809, Se o ponto de Leste ndo satisfizer a
condi¢do do angulo, selecione um outro ponto de teste ateé que este a satisfaga. (A soma dos

jwk

Fig. 8.10 Construgao do lugar das raizes.
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angulos do pontode teste indicara em que diregao e senudo o ponto de teste deve ser mpv_ido, )
Continue este processo e localize um nimero suficiente de pontos que satisfaga a condigao do
angulo.

guﬁ. Baseado na informagao obuida dos passos antenores, desenhe um grafico completo do
lugar das raizes, como indicado na Fig. 8.11. . . )

7. Determine um par de polos de malha-fechada complexos conjugados dominantes tais

que a relacao de amortecimento { seja 0.5. Os polos de malha-fechada com { = 0.5 estao sobre
as retas passando pela origem e fazendo dngulosde = = cos™!{ = = cos™' 0.5 = = 60° como
eixo real negativo, Da Fig. 8.11. os pdlos de malha-fechada possuindo { = 0.5 sao obtidos
como segue:

5, = —0,33 +/0,58, s, = —0,33 —j0,58

O valor de K que fornece estes polos é determinado a partir da condigao de modulo como
segue: N
g @ Fe e

K =|s(s + 1)(5 + 2)|:=-0,33+50,58 (£ —
~ 1,06 &

/ L—j2

Fig. 8.11 Grafico do lugar das raizes.

R(s) Kis+2) Cls)
s2+25+3

Fig. 8.12 Sistema de controle.
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Usando este valor de K, é obtido o terceiro polo em s = —2.33.

Note que, do Passo 4, pode ser verificado que para K = 6 os polos em malha-fechada
dominantes estao sobre o eixo imaginaric em s = = j 1. Com este valor de K. o sistema
exibird oscilagoes mantidas. Para K > 6 os pdlos de malha-fechada dominantes estao no
semiplano direito do plano s, resultando em um sistema instavel.

Finalmente. note que, se necessano. os lugares das raizes podem ser calibrados facil-
mente em termos de K pelo uso da condigao do modulo. Simplesmente escolhemos um ponto
sobre um lugar das raizes e medimos os modulos dos tres nimeros complexoss. s — les+ 2.
multiplicando estes trés modulos. € o produto ¢ igual ac valor do ganho K naquele ponto. ou

|sl-ls +1:|s +2]|=K

Exemplo 8.2 Neste exemplo. esbogaremos o grafico do lugar das raizes de um sistema com
pblos de malha-aberta complexos conjugados. Considere o sistema indicado na Fig. 8.12.
Para este sistema.

Kis +2)

= Gel=gia+a

H(s) =1

Verifica-se facilmente que G(s) possui um par de polos complexos conjugados em
s=—14+j/7Z,
=l a2

Um procedimento tipico para esbogar o grafico do lugar das raizes € 0 seguinte:

1. Determine os lugares das raizes sobre o e1xo rea). Para qualquer ponto de teste s sobre
o eixo real, a soma das contribuigées angulares dos polos complexos conjugados € 360°, como
mostrado na Fig. 8.13. Portanto, a contribuigdo liquida dos polos complexos conjugados €
zero sobre o eixo real. A localizagdo do lugar das raizes sobre o eixo real € determinada pelo
zero de malha-aberta sobre o eixo real negativo. Um teste simples revela que « parie doeixo
real negativo, entre —2 e —=, constitui uma parte do lugar das raizes. Deve ser vernficado que,
desde que este lugar permanece entre dois zeros (ems = —2es = —%). € na realidade uma
parte de dois lugares das raizes, cada um partindo de cada um dos polos complexos conjuga-
dos. Em outras palavras, duas raizes devem coincidir na regido sobre o eixo real negativo
entre —2 e —=,

Desde que hd dois pélos e um zero de malha aberti. hd uma assintota que coincide com o
eixo real negativo.

2. Determine o angulo de partida dos pélos de malha-aberta complexos conjugados. A
presenca de um par de pélos de malha-aberta complexos conjugados requer adeterminagao do
angulo de partida deste polo. E importante o conhecimento dos angulos desde que o lugar das
raizes proximo ao pélo complexo fornece informagao de como o lugar das raizes originario do
polo complexo migra para o eixo real ou estende-se para a assintola.

Referindo-se a Fig. 8.14, se escolhermos um ponto de teste e mové-lo em uma vizinhanga
muito préxima do polo complexo de malha-aberta em s = —p,. verificamos que a soma das
contribuigbes angulares do pélo 5 = —p, e do zero s = —z, no ponto de teste pode ser
considerada constante em um mesmo valor. A soma de ¢ e —f: permanece a mesma
conforme o ponto de teste ¢ movido em uma vizinhanga muito préxima do pélos = —p,. Se 0
ponto de teste estiver sobre o lugar das raizes. entao z somaded'. —f, e —f deveser = 180°
(2k + 1), onde k = 0.1, 2,.... Ponanto. neste exemplo,

¢, — @, +6,) = £180°(2k + 1)
ou
6, —180° — 0. + ¢, = 180" — 6, — ¢,
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de teste 6,
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Fig. 8.13 Determinagao do lugar das

raizes sobre o eixo real. Fig. 8.14 Determinagao do angulo de partida.

0 angulo de partida € entao
6, = 180° — @, + ¢, = 180" — 90" — 55" = 145°

Desde que o lugar das raizes é simétrico em relagao ao eixo real. o angulo de partida do pole
ems = —p, € —145°,

3. Determine o ponto de separagao de chegada no eixo real. O ponto de separagao de
chegada no eixo real ¢ aquele onde um par de ramos do lugar das raizes coincide conforme K ¢
aumentado. O ponto de separagao localiza-se entre — 2 e —= sobre o eixo real negativo e pode
ser determinado como segue: Se um ponto de teste € escolhido sobre o eixo real, entdo a soma
das contribuigoes angulares de um par de polos complexos conjugados € sempre 360°. Seo
ponto de teste estiver ligeiramente fora do eixo real. entretanto, entao as contribuigoes
angulares nao somam 360°.

Para determinar a contribuigao angular, suponha que um par de pélos complexos conju-
gados esteja localizado conforme a Fig. 8.15. A contribuigao angular total dos polos pode ser
escrita 3609 —Ad. onde Aw € obtido como segue: Da Fig. 8.15,

—0
y, =tan' 5, y;=tan"' =

Portanto.

La—29

W, —m:tan"%—tan B

ou,

a a—290

b b _ bé
l;a(a—éj b* — a* —ad

tan (W, — 1) =
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Se dla < |, entao,

_ ; bd
Vi—Yr=tan(¥, —¥)=5 @

A soma das contribui¢des angulares de um par de polos complexos conjugados e 1gual a duas
vezes (U, — diz), ou

. o 200
L W: == a? — b

Portanto. em um ponto de teste proximo ao eixo real, a soma das contribuigdes angulares de
um par de polos complexos conjugados € dada por

Ay = | _22§6 |

|ﬂ + b
-
onde o sinal mais € utilizado se os polos estiverem a direita do ponto de teste 5. enquanto o
sinal negativo € utilizado se eles estiverem localizados & esquerda. Referindo-se a Fig. 8. 15
verificamos gue no ponto de teste s a soma dos dngulos dos tTés nlimeros complexos s + p. §
+ ps,es+ e

(180° — Ag) — (360" — —=%

onde

Se o ponto de teste estd sobre o lugar das raizes, entao a soma dos angulos dos trés numeros
complexos deve ser = 1809 1510 €,

Jwi J“"T

Reta com { = 0,7 |

)= =180°

[ A —— ]

Fig. 8.15 Determinagao do ponto de

separagao de chegada. Fig. 8.16 Grafico do lugar das raizes.
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ou

I | 26 |
g —z| |a* -vbl,_o

Substituindo os valores de a. b e z nesta ultima equagdc. obtemos

1 e 1) —0
c—2 2+(@—12"

O valor de o deve ser maior que dois porque 0 ponto de separagao de chegada deve estar
localizado entre —2 e —=. Resolvendo esta (ltima equagao, obtemos

=373

Portanto, o ponto de separagao de chegada dos lugares das raizes no eixo real € (3,73, 0).

4. Baseado na informagao obtida dos passos antenores, esboce um grifico do lugar das
raizes. A fim de determinar precisamente os lugares das raizes, varios pontos devem ser
determinados por tentativa-e-erto entre o ponto de separagdo e os polos complexos de
malha-aberta. ( De modo a facilitar o esbogo do grafico do lugar das raizes, devemos verificar a
direcdo na qual o ponto de teste deve ser movido para. mentalmente, somar as variagoes dos
angulos devidos aos polos e zeros.) A Fig. 8.16 mostra um gréfico completo do lugar das raizes
para o sistema considerado.

O valor do ganho K em qualquer ponto do lugar das raizes pode ser determinado
aplicando-se a condigao domédulo. Por exemplo. o valorde K para o qual os polos complexos
conjugados de malha-fechada resultam em uma relagio de amortecimento { = 0.7 pode ser
determinado pela localizagdo das raizes. como indicado na Fig. 8.16, e calculado o valor K
como Segue.

(s—1—j/2)s +1+j2)

5+2 lp==1,67-j1,70

K:

1,33

Dos exemplos anteriores, pode-se verificar claramente que € possivel esbogar
um grafico do lugar das raizes razoavelmente preciso. para um dado sistema, por
meio de regras simples. Em etapas preliminares de um projeto., pode-se nao necessi-
tar das posicoes precisas dos polos de malha-fechada. Muitas vezes sao necessarias
apenas suas localizagoes aproximadas para se fazer uma estimativa do desempenho
do sistema.

8.4 SUMARIO DAS REGRAS GERAIS PARA CONSTRUCOES DOS
LUGARES DAS RAIZES

Para um sistema complicado com muitos polos e zeros de malha-aberta, a
construgio do grafico do lugar das raizes pode parecer complicada. porém, na
realidade, nao € dificil se forem aplicadas as regras para construgao dos lugares das
raizes. Pela localizagio de pontos particulares e assintotas, e pelo calculo de
angulos de partida de pélos complexos e angulos de chegada em zeros complexos,
podemos construir a forma geral dos lugares das raizes sem dificuldade. De fato, a
vantagem completa do método do lugar das raizes € poder ser realizado nos casosde
sistemas de ordem superior para os quais outros métodos de determinagao dos
polos em malha-fechada sdo extremamente trabalhosos.

Algumas das regras para construgao dos lugares das raizes foram dadas na
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R(s) ' | Z(s)
G(s) m—7—»

Fig. 8.17 Sistema de controle.

H(s) f=

Segdo 8.3. A finalidade desta sezdo € sumariar as regras gerais para construgio dos
lugares das raizes do sistema indicado na Fig. 8.17. Embora o método do lugar das
raizes seja baseado essencialmente em uma técnica de lentativa-e-erro. 0 nimero
de tentativas necessarias pode ser reduzido significativamente se usarmos estas
regras.

Antes de sumariar as regras gerais, recordemos que os angulos dos numeros
complexos origindrios dos polos de malha-aberta e dos zeros de malha-aberta até o
ponto de teste s sao medidos no sentido anti-hordrio. Por exemplo. para o sistema

. Kis+z,)
COHE) = G o)X — PG + PG T £

onde —p. e —p, sao polos complexos conjugados. o angulo de G(s)H(s) €
[G(s)H(s) = ¢, — 6, — 6, — 6, — 8,

onde &,, 6,. 6, 65 e 6, sio medidos no sentido anti-hordrio conforme indicado nas
Figs. 8.18(a) e (b). O modulo d= G(s) H(s) para este sistema €

KB,
R 7T

ondeA,, A., A; Ay e B, sdo 0s modulos dos numeros complexoss ~ p.§ + po. § —
Pa § + pe€ s + 2,. respectivamente, como indicado na Fig. 8.18(a).

Note que em virtude de os polos complexos conjugados de malha-aberta e
zeros complexos conjugados de malha-aberta, se houver, sempre estarem localiza-
dos simetricamente em relagao ao eixo real, os lugares das raizes sao sempre
simétricos em relagio a este eixo. Consequentemente. necessitamos apenas cons-
truir a metade superior dos lugares das raizes e desenhar a imagem da metade
inferior, na metade inferior do piano s . como se fosse a imagem de um espelho plano
posicionado sobre o eixo honzontal.

Regras gerais para constracdo dos lugares das raizes. Forneceremos agora um
sumdrio das regras e procedimentos gerais para construgao dos lugares das raizes
do sistema mostrado na Fig. §.17.

1. Obtenha inicialmente a equagao caracteristica

1 + G(s)H(s) =0

e rearranje esta equagao de modo que o parametro de interesse aparega como um
fator multplicativo na forma

i RS 2 fS =25) = (BE0)
st pSs —py) (st p,)

=0
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~ Py =2, b 4]

{a) Fig. 8.18 Construgao do lugar
das raizes.

Juw

Ponto
de teste

—E =y / — Py 0 I3

83

{b)

Nas discussoes presentes. suporemos que o parametro de interesse € o ganho K.,
onde K > 0. (Se K < 0. que corresponde ao caso de realimentagao positiva, a
condigao de angulo deve ser modificada. Vide Problema A.8.6.) Note, entretanto,
que o método ainda € aplicavel a sistemas com parametros de interesse diferentes
do ganho.

A partir da forma fatorada da fungao de transferéncia em malha-aberta. loca-
lize 0s polos e zeros de malha-aberta no planos. [ Note que os zeros de malha-aberta
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sao os zeros de G(s)H(s). enquanto 0s Zeros de malha-fechada consistem nos zeros
de Gfs) e nos polos de H(s).] )

7. Determine os pontos de partida e os pontos de chegada dos lugares das
raizes e também o nimero de lugares das raizes separados. Os pontos dos lugares
das raizes correspondentes a K = 0sao os polosde malha-aberta. Este fato pode ser
verificado a partir da condigao de modulo fazendo-se K tender a zero. ou

, (s+z)s+2y) - (5 +25) —lim 4 = o2
k= (S +p)E+py) -0 (5= pa) x-c K

Esta ultima equagao implica que o valor de s deve se aproximar de um dos pdlos de
malha-aberta. Cada lugar das raizes, portanto. origina-se eém um polo da fungao de
transferéncia de malha-aberta G(s)H(s). Conforme K ¢ aumentado para infinito.
cada lugar das raizes se aproxima ou de um zero da funcao de transferéncia de
malha-aberta ou de um infinito no plano complexo. Isto pode ser visto como segue:
. Sefizermos K tender a infinito na condigao do mddulo. entao

. |(s+z)Xs+2) - (s+2,) .1
1 1 2 mil =
m o) GIp)| sk °

Entio. o valor de s deve aproximar-se de um dos zeros de malha-aberta ou de um
zero de malha-aberta no infinita. (Se os zeros no infinito forem incluidos na
contagem. G(s)H(s) possui 0 mesmo nimero de polos e zeros.)

Um grafico do lugar das raizes possuira tantos ramos quantas forem as raizes
da equagao caracteristica. Desde que 0 niimero de polos em malha-aberta geral-
mente excede o nimero de zeros, o nimero de ramos € igual ao dos polos. Se 0
niimero de pdlos em malha-fechada ¢ 0 mesmo do nimero de polos de malha-aber-
ta, entao o nimero de ramos individuais do lugar das raizes terminando em um zero
finito de malha-aberta é igual ao nimerom de zeros de malha-aberta. Os restantesn
— m ramos terminam no infinito (n — m zeros implicitos no infinito) ao longo das
assintotas.

E importante notar, entretanto. que se considerarmos um problema puramente
matematico, entao, pode-se fazer com que o numero de polos de malha-fechada se
iguale a0 nimero de zeros de malha-aberta a0 invés do nimero de pélos de
malha-aberta. Neste caso. o nimero de ramos do lugar das raizes ¢ igual ao numero
de zeros de malha-aberta. Por exemplo, considere a seguinte equacao polinomial:

s —85+1=0
Esta equagdo pode ser reescrita

sZ
1 T 0
Entdo a fungdo de transferéncia s*/(s + 1) pode ser considerada a fungao de
transferéncia de malha-aberta. Ela possui dois zeros e um pélo. Portanto. o nimero
de zeros finitos é maior do que o nimero de pélos finitos. O nimero de ramos do
lugar das raizes € igual aquele dos zeros de malha-aberta.

Se incluirmos os polos e zeros no infinito. o numero de polos de malha-aberta é
igual a0 nimero de zeros de malha-aberta. Conseqlientemente. podemos sempre
estabelecer que os lugares das raizes iniciam-se nos polos de GrsjH(s) e terminam
nos zeros de G(s)H(s), conforme K aumenta de zero ainfinito, onde os polos e zeros
incluem tanto aqueles no plano s finito como agueles no infinito.
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3 Determine os lugares das raizes sobre o eixo real. Os lugares das raizes no
eixo real sao determinados pelos polos e zeros de malha-aberta nele contidos. Os
pélos e zeros complexos conjugados da fungao de transferéncia de malha-aberta
nio afetam a localizagao dos lugares das raizes sobre 0 eixo real porque a contribui-
¢ao angular de um par de pdlos ou zeros complexos conjugados € 360° no eixo real.
Cada parte do lugar das raizes sobre 0 eixo real estende-se em um intervalo desde
um polo ou zero até um outro pblo ou zero. Na construgao dos lugares das raizes
sobre o eixo real. escolhemos um ponto de teste sobre 0 mesmo eixo. Se o nimero
total de polos reais e zeros reais a direita deste ponto de teste for impar. entao este
ponto pertence a um lugar das raizes. O lugar das raizes e sua forma complementar -
alternam segmentos ao longo do eixo real.

4. Determine as assintotas dos lugares das raizes. Se o ponto de teste s for
localizado distante da origem. entio o angulo de cada nimero complexo pode ser
considerado o mesmo. Um zero de malha-aberta e um pdlo de malha-aberta
cancelam os efeitos um do outro. Portanto. 0s lugares das raizes para valores muito
grandes de s devem ser assintoticos com retas cujos angulos (inclinagdes) sao dados
por

L180°(2k + 1)

(k=0,1,2,...)
n—m

Angulo da assintota =

onde

n = numero de pélos finitos de Gis)H(s)
m = numero de zeros finitos de Gis)H(s)

Neste caso. k = 0 corresponde a assintotas com 0s MENOTes angulos em relac@o ao
eixo real. Embora k possua um numero infinito de valores, conforme k& aumenta o
angulo se repete e o numero de assintotas distintas ¢ n — m.

Todas as assintotas se interceptam entre si sobre o eixo real. O ponto no qual
elas se interceptam € obtido como segue: Se tanto 0 numerador como o denomina-
dor da funcdo de transferéncia de malha-aberta forem expandidos. o resultado ¢
[+ (g —2Zy T 2" e s i) s Zﬂl

K
G(S)H{S)__m, =Py + ps™t 4 e PPy Pa

Se um ponto de teste esta localizado muito distante da origem. entao G(s)H(s) pode
ser escrita

G(s)H(s) =

B K

alr e e AR AR R AT
Desde que a equagio caracteristica €

G(s)H(s) = —1
ela pode ser escrita

e lp+ Pyt 1=

g + 2, 4 o fonii= =K

(8.12)
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Para um valor grande de s, a Eq. (8.12) pode ser aproximada por

[5_;_(P;+p2_:.- e 4 p)— (2 234 - TZM}-}.'-mzﬁ

n—m B
Se a abscissa da interseccdo das assintotas e o eixo real for indicada por —o,. entao

_ et tp) =@tz ) (8.13)
'] n—m

—0a

Como todos os polos e zeros complexos ocorrem em pares conjugados, —g, €
sempre um numero real. Note que —o, € 0 centréide dos polos e zerosde G(s)H(s).
onde o centroide € calculado considerando-se que todos 0s polos possuem massa
+1 e todos os zeros possuem massa — 1. Uma vez determinada a interseccao das
assintotas e o eixo real, elas podem ser realmente desenhadas no plano complexo.

5. Determine os pontos de separacdo de partida e chegada em relagao ao eixo
geal. Devido 4 simetria conjugada dos lugares das raizes. os pontos de separacao de
partida e de chegada ou permanecem no eixo real, ou ocorrem em pares complexos
conjugados.

Se um lugar das raizes estiver entre dois polos de malha-aberta adjacenies
sobre o eixo real. entdo existe pelo menos um ponto de separacao de partida entre
os dois polos. Analogamente. se existir um lugar das raizes entre dois zeros
adjacentes (um zero pode estar localizado em —x) sobre o eixo real, entdo sempre
existird pelo menos um ponto de separagao de chegada entre os dois zeros. Se
existir um lugar das raizes entre um pélo e um zero (finito ou infinito) de malha-
aberta sobre o eixo real., entdao nao podem existir pontos de separagio de partida ou
de chegada. ou entdo, l4 existird tanto pontos de separagio de partida como de
chegada.

Se a equagdo caracteristica ¢ dada por

A(s) — KB(s) =0

0s pontos de separagao de partida e de chegada podem ser determinados das raizes
de

dK _ _ A(s)B(s) — As)B'(s) _

ds B(s)

onde o apostrofo indica diferenciagao em relagio a s. Se o valor de K correspon-
dente a uma raiz s = s, de dK/ds = 0 ¢ positivo. o ponto § = 5, ¢ um ponto de
separagdo de partida ou chegada real. (Desde que se supoe que o valor de K ¢
nao-negativo, se o valor de K ¢ obtido negativo. entdo o pontos = §, nao € um ponto
de separacio de chegada ou partida.) Note que esta abordagem pode, obviamente,
ser utilizada quando houver pélos e/ou zeros complexos.

6. Determine os angulos de partida (ou angulos de chegada) dos lugares das
raizes dos pélos complexos (ou de zeros complexos). De modo a esbogar os lugares
das raizes com razoavel precisio, devemos determinar as diregoes dos lugares das
raizes proximas aos polos e zeros complexos. Se for escolhido um ponto de teste e
este for movido em uma vizinhanga muito proxima de um pélo complexo (ou zero
complexo), pode-se considerar que a soma das contribuigdes angulares de todos os
outros pélos e zeros permanece a mesma. Portanto, o angulo de partida (ou o @ngulo
de chegada) do lugar das raizes de um pélo complexo (ou de um zero complexo)
pode ser determinado subtraindo-se de 180° a soma de todos os angulos dos
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| Angulo de
partida

“‘91\

Fig. 8.19 Construgio do lugar das raizes. [Angulo de partida = 180° — (6, + 0, &)

niimeros complexos desde os outros polos e zeros até o pélo complexo (ou zero
complexo) em questio, incluindo-se os sinais apropriados. O dngulo de partida €
indicado na Fig. 8.19.

7. Determine os pontos onde os lugares das raizes cruzam o eixo imaginario.
Os pontos onde os lugares das raizes interceptam o eixo jw podem ser facilmente
determinados pelo uso do critério de estabilidade de Routh através de uma aborda-
gem de tentativa-e-erro ou pela substitui¢do de s = jw na equagao caracteristica.
igualando a zero tanto a parte real quanto a parte imagindria e resolvendo para
obter-sew e K. O valor de w assim determinado fornece a freqiiéncia na qual o lugar
das raizes cruza o eixo imaginario. e o valor de K corresponde a um ganho critico
para estabilidade.

8. A equacdo caracteristica do sistema cuja fungdo de transferéncia de
malha-aberta €

K(s™ +bys™' — ...+ b,)
SY A BT i ety

G(s)H(s) = (n=m)

¢é uma equagio algébrica em s de grau n. Se a ordem do numerador de Gis)H(s) €
inferior aquela do denominador por dois ou mais (o que significa que ha dois ou mais
zeros no infinito). entdo o coeficiente a, é a soma negativa das raizes da equagao e €
independente de K. Neste caso. se alguma das raizes move-se para a esquerda
sobre o lugar das raizes conforme K é aumentado, entao as outras raizes devem
mover-se para a direita, conforme K é aumentado. Esta informagao ¢ util na
determinagdo da forma geral dos lugares das raizes.

9. Determine os lugares das raizes na vizinhanga do eixojw e da origem. A
parte mais importante dos lugares das raizes nao estd nem sobre o eixo real nem nas
assintotas mas na parte da vizinhanga do eixo jw e da origem. A forma dos lugares
das raizes nesta importante regido do plano s deve ser obtida com precisao sufi-
ciente.

Na construgao de um grafico do lugar das raizes, necessitamos apenas de um
transferidor e uma régua. Um dispositivo denominado Espirula, consistindo emum
transferidor e uma régua girante a ele acoplada, € particularmente conveniente para
verificacao da condigao de angulo em pontos de teste. (Uma escala logaritmica
espiral impressa na Espirula pode ser utilizada na determinagdo do ganho K a partir
da condigao do modulo.)
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Alguns poucos comentarios sobre os grificos do lugar das raizes. Qualquer
ponio sobre os lugares das raizes ¢ um polo de malha-fechada possivel. Um ponto
particular serd um polo de malha-fechada quando o valor do K sausfizer a condigao

Gls)

cls)_

sls+ Nis+2)|

do médulo. Portanto., a condigdo

do médulo nos possibilita determinar o valor do

ganho K para qualquer localizagdo espec
(Se necessario. os lugares das raizes po

ifica de uma raiz sobre o lugar das raizes.
dem ser graduados em termos de K. Os

lugares das raizes sio continuos con K.

Se o ganho K da fungio de transferéncia de malha-aberta € dado no problema.
entao, aplicando-se a condigao de modulo podem-se determinar as posigoes corre-
tas dos polos de malha-fechada. para o K especificado. sobre cada ramo do lugar
das raizes através de uma abordagem de tentativa-e-erro.

Uma vez determinados os palos de malha-fechada dominantes (ou 0s polos de
malha-fechada mais proximos do eixo jw) pelo método do lugar das raizes. entao 0s

poios de malha-fechada restantes
teristica pelos fatores correspond
resto corresponde aos polos de m

pode nao ser efetuada exatamente.

podem ser obtidos dividindo-se a equagao carac-
entes aos polos de malha-fechada dominantes. 0
alha-fechada restantes. Muitas vezes esta divisdo
Isto é inevitdvel devido as imprecisoes introdu-

zidas pela andlise grifica.

Como um comentario final. note que uma pequena variagao na configuracao de
polos e zeros pode acarretar variagoes significativas na configuragao do lugar das
raizes. A Fig. 8.20 demonstra o fato de que uma pequena modificacio na posigao do
zero resultard em uma configuragio do lugar das raizes bastante diferente.

o

/\R

Fig. 8.20 Gridficos do lugar das raizes.

Cancelamento de pélos de Gfs) com zeros de H(s). E importante notar que se 0
denominador de G(s) e o numerador de H(s) envolvem fatores comuns, entio os
polos e zeros de malha-aberta correspondentes se cancelarao entre si, reduzindo o
grau da equagdo caracteristica de um ou mais. Por exemplo. considere o sistema
mostrado na Fig. 8.21(a). (Este sistema possul realimentagao de velocidade.) A
funcio de transferéncia de malha-fechada Cts)/R(s) €

Cls) _ K
R(s) sGs+D(s+2)+Ks+1)
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His!
(a! ° Fig. 8.21 Sistemas de controle.
Ris! A ] cls
= ss+2) s+1
(b)

A equagao caracteristica €
[s(s+2)+ Kls+1)=0

Devido ao cancelamento dos termos (s + 1) que aparecem em G(s) ¢ H(s), entre-
tanto. temos

| + GlHE) =1+ S(—S’i(—"l;-;—l}r—z)
_s(s+2) + K
T s(s+2)

A equagiao caracteristica reduzida e
s(s =+ 2) K=0

O grafico do lugar das raizes de G(s)H(s) nao mostra todas as raizes da equagao
caracteristica, apenas as raizes da equagao reduzida. o
Para obter o conjunto completo de pdlos de malha-fechada, devemos adicionar
os polos cancelados de G(s)H(s) aos polos de malha—fechgda obudps do grafico do
lugar das raizes de G(s)H(s). O fato importante a lembrar € que 0 pdlo cancelado de

G(s)H(s) é um pdlo de malha-fechada do sistema. conforme visto na Fig. 8.21(b).

8.5 ANALISE DE SISTEMAS DE CONTROLE PELO METODO DO
LUGAR DAS RAIZES

Nesta secio. examinaremos inicialmente os efeitos de um zero na configura-
gio dos lugares das raizes de um sistema de segunfia-order}]. Posteriormente.
‘compararemos 0s efeilos do controle derivativo e realimentacao de velocidade no
desempenho de um servomecanismo de posigao. A seguir apresentaremos uma

andlise de um sistema condicionalmente estavel e sistemas de fase ndo mimma.
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Finalmente. voltaremos nossa atengao a andlise das variagoes de dois parametros
do sistema.

Efeitos de um zero nos lugares das raizes de sistemas de segunda-
ordem. Considere o sistema indicado na Fig. 8.22(a). A fungio de transferéncia de
malha-aberta G(s)H(s) €

K(s —z)

GsHi) = (8 + P Xs — P2)

(K=0, p, >P2>0.-:>0)

Examinaremos os lugares das raizes deste sistema para 0s ITéS casos seguintes:

Caso 1: z>p, > p;
CESOZ: P >p:>:
Caso3: p,>1>p;

Para o Caso 1, os pontos de separacao podem ser obtidos como segue: Desde
que a equagdo caracteristica para este sistema €

(S+P1)(S+pz)":_x(5_z)=0
ou

Ko G + ps — p3)

5s+z
Risl £ 7 Kis+2z) Clsl
1 {s+py) (s +pa) |
(a)
fu k }wT Jwl
—z=lz-p4) (z-p5)
p——— Y —— O H——
-8y “Bp —Z o =By =2 P> [
-2+ /lz-p) (z-p,)

(b

Fig. 8.22 (a) Sistema de controle: (b) grificos do lugar das raizes.
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as raizes de dK/ds = 0 podem ser obtidas de

(s+p)s+p)—@s+p +p)s+2)=0

como segue:
= —2 L JE—FIE=P) @14
Desde que = > p, > p.. a quantidade dentro da raiz quadrada € positiva. O valor de
K correspondente as = —z +\/(z —py (2 — pa €
K=Wz—p, —~Nz—p)*>0
Analogamente. o valor de K correspondente as = =2 — iz = pJlz —poé
K=(Wz—p +~z—p)*>0
Consegiientemente, tanto s = — z + \V{Z — py) (Z —p2) €OMO § = =g =

V{(z — p,) (z — p2) sa0 pontos de separagao.

Para o Caso 2. embora o argumento da raiz quadrada da Eq. (8.14) seja
positivo, e portanto os valores de s dados pela Eq. (8.14) sejam reais. os valores
correspondentes de K tornam-se negativos desde que

K=—Wp —2+~P,— 2} <0

Isto significa que para o Caso 2 os pontos dados pela Eq. (8.14) ndo sao pontos de
separacio. e, portanto, nao existem pontos de separagao.

Para o Caso 3. 0 argumento da raiz quadrada da Eq. (8.14) torna-se negativo,
significando que os pontos dados pela Eq. (8.14) sao complexos conjugados. Desde
que os pontos de separagao de chegada ede partida, se existirem,devem estar sobre
o eixo real no presente exemplo, os pontos dados pela Eq. (8.14) ndo correspondem
a pontos de separagao. Portanto, ndo existem pontos de separagdo no Caso3.e 0$
lugares das raizes sao simplesmente dois segmentos do eixo real negativo.

A Fig. 8.22(b) mostra 0s graficos do lugar das raizes correspondentes aos trés
casos considerados.

Comparacio dos efeitos do controle derivativo e realimentagao de velocidade
(realimentacao tacométrica) no desempenho de servomecanismos de posi¢ao. O Sis-
tema | mostrado na Fig. 8.23 é um servomecanismo de posicao. (A saidaé posi¢ao.)
O Sistema 11 mostrado na Fig. 8.23 é um servomecanismo de posi¢ao utilizando
acao de controle pmporcional-mais—derivativo. O Sistema 111 mostrado na Fig.
8.23 é um servomecanismo de posigao utilizando realimentacio em velocidade ou
realimentagio tacométrica. Vamos comparar 0s méritos relativos do controle
derivativo e da realimentagao de velocidade.

O grafico do lugar das raizes para o Sistema | ¢ mostrado na Fig. 8.24(a). Os
polos de malha-fechada estéao localizados em s = —0.1 = j0.995.

A funcio de transferéncia de malha-aberta do Sistema II €

5(1 + 0,85)

G(s)Hy(s) = sGs = 1)

A funcio de transferéncia de malha-aberta do Sistema 111 €



RLs) gy I A cis)
i [0 st

5(55+ 1)

Sistema |

Fis) ; : 1 Culs)
—@@—»—5(1-&0,85, |5(55‘1‘J. L.

Sistema i

i

1 | Cmisl

sG55 |

Sistema Il

Fig. 8.2 Servomecanismos de posigao.

Gl $)Hyn(s) = 24 T 089)

s(3s + 1)

Portan:> os Sistemas Il e I1I possuem fungoes de transferéncia de malha-aberta
idénticz:. (Ambos os sistemas tém os mesmos polos e zeros de malha-aberta.) Os
grafices do lugar das raizes dos Sistemas 11 e 111 sdo portanto idénticos e séao
fornecicos nas Figs. 8.24 (b) e (c), respectivamente.

Note. entretanto, que a fungao de transferéncia de malha-fechada do Sistema
11¢ evicentemente diferente daquela do Sistema I11. O Sistema 11 possui dois pdlos
de malnz-fechada e um zero de malha-fechada finito, enquanto o Sistema 111 possui
dois polos de malha-fechada e nao possui zero de malha-fechada finito. (A reali-
mentaczo de velocidade. ou realimentagao tacomeétrica. possui um zero de malha-
aberta mas nenhum zero de malha-fechada.) Os polos de malha-fechada dos Siste-
mas [l e 11l sao s = —0.5 = j0.866.

A funcao de transferéncia de malha-fechada do Sistema 11 é

Culs) _ 1 + 0,85
Rs) (540,54 ;0866)(s — 0.5 — j0,866)

Para umz entrada impulsiva-unitaria.

Cous)— _0A+)0346 04— 0346
~ 5+ 05+ 0866 505 — 0,866
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Zero de Zero de ¥
malha-ie\chada e malha-aberta a4

(bl {c}

Fig. 8.24 Graficos do lugar das raizes dos sistemas indicados na Fig. 8.23.

O residuo do polo de malha-fechadas = —0.5 — j0.866 ¢ 0.4 + j0.346. e_aquele do
polo de malha-fechadas = —0.5 + j0.866 € 0.4 — j0,346. A transformada inversa de
Laplace de C,/s) resulta

Cut) impare = €%%(0,8 cos 0,866¢ + 0,693 sen 0,8661) (t =0
A funcio de transferéncia de malha-fechada do Sistema 111 €

Ciu(s) _ 1
R(s) (s + 0,5+ j0866)(s + 0,5 — j0,866)

Para uma entrada impulsiva-unitaria,

J0,577 L —j0,;577
s+05—+ 70866 5+ 05— ;0,866
O residuo no polo de malha-fechadas = —0.5 — j0,866 € j0,577, e aquele no pdlo de

malha-fechada s = —0.5 + j0.866 ¢ —j0.577. A transformada de Laplace inversa de
Cfs) resulta

i) pmpure = 1,155€70% 5en 0,866 (1 > 0)

Cin(s) ==
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1,0F

— Sistema |

Sistema |

—Sisterna Ili

-0,2+
-0,4t

]

-0,6r-

-0,8+

Fig. 8.25 Curvas de resposta ao impulso unitano para os Sistemas 1. 11 e [11indicados na Fig.
8.23.

e Il
5 6 7 B 9

g

Fig. 8.26 Curvas de respostaao degrau unitario para 0s Sistemas |, 11 e I11indicados na Fig.
8.23,
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As respostas ao impulso-unitério dos Sistemas 11 e 111 sdo evidentemente
diferentes porque os residuos no mesmo polo sao diferentes para os dois sistemas.
(Lembre-se que os residuos dependem tanto dos polos como dos zeros de malha-
fechada.) A Fig. 8.25 mostra as curvas de resposta ao impulso-unitario para os tres
sistemas.

Note que aresposta ao degrau unitdrio pode ser obtida. oudiretamente. ou pela
integracao da resposta ao impulso unitario. Por exemplo. para o Sistema 111, a
resposta do degrau unitario € obtida como segue:

rl]l(r}dmﬂu: J; CII‘IU)lmpulsu dt
= [! 1,155¢70 sen0,866¢ df
— | — e~%%(cos 0,866¢ -i- 0,577 sen0,866¢)

A Fig. 8.26 mostra as curvas de resposta ao degrau unitdrio para 0s trés sistemas. 0]
sistema utilizando ac@o de controle proporcional-mais-derivativa apsesenta o
menor tempo de subida. O sistema com realimentacdo de velocidade possui a
minima sobrelevacio. ou a melhor estabilidade relativa dos trés sistemas.

A Fig.8.27 mostra as curvas de resposta a rampa-unitaria para os Sistemas Il e
[11. O Sistema I possui a vantagem da resposta mais rapida e menor erro em
regime permanente para a entrada em rampa.

A principal razio de o sistema que utiliza agao de controle proporcional-mais-
derivativa possuir caracteristicas de resposta superiores € que o controle derivativo
responde a taxa de variagio do sinal de erroe pode produzir agao corretiva antes de
4 amplitude do erro tornar-se grande.

Note que a saida do Sistema 111 ¢ a saida do Sistema 11 atrasada por um termo
atrasador de primeira ordem 1/(1 + 0.85). A Fig. 8.28 mostra a relagio entrea saida
do Sistema Il e a saida do Sistema 111

cltil

Sistema |l

Sistema Il

Fig. 8.27 Curvas de resposta a rampa unitdria para os Sistemas 11 e 111 indicados na Fig.
8.23.
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- '|+O,85 ’—‘—| SfSS"ﬂ[ 1 1-+0,85 I

Fig. 8.28 Diagrama de blocos indicando a relagio enire as saidas dos Sistemas Il e 111
indicados na Fig. 8.23.

Sistemas condicionalmente estaveis. Considere o sistema indicado na Fig.
8.29(a). Os lugares das raizes para este sistema podem ser construidos aplicando-se
as regras e procedimentos gerais para construgdo dos lugares das raizes. Um
gréfico do lugar das raizes para este sistema ¢ fornecido na Fig. 8.29(b). Pode ser
visto que este sistema é estavel apenas em intervalos limitados do valor de K :isto €,
14> K > (e 195> K > 64. O sistema torna-se instdvel para 64 > K > 14e K > 195.
$e K possuir um valor correspondente & operagao instavel, o sistema pode deixar de
funcionar ou tornar-se nao linear devido a existéncia de uma nao linearidade por
saturagao. Um sistema deste tipo € denominado condicionalmente estavel.

Na pratica, sistemas condicionalmente estiveis nao sao desejaveis. A estabili-

Rls) ¥(s?+2s5+4) ' Cls)
sls=4)s+6)(s+1,45+1)

(b)
Fig. 8.29 (a) Sistema de controle; (b) grafico do lugar das raizes.
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dade condicional é perigosa, porém ocorre em alguns sistemas. em particular um
sistema que possui um caminho instdvel no ramo direto. Este caminho pode ocorrer
se 0 sistema possuir um pequeno lago. E aconselhdvel evitar esta estabilidade
condicional desde que, se o ganho cair além do valor critico por alguma razao, o
sistema torna-se instavel. Note que a adi¢ao de uma rede de compensagéo apro-
priada eliminard a estabilidade condicional. [Uma adigdo de um zero causara o
deslocamento dos lugares das raizes para a esquerda. (Vide Segao 10.3.) Portanto a
estabilidade condicional pode ser eliminada pela adicdo de uma compensacio
apropriada.]

Sistemas de fase nao minima. Se todos os polos e zeros de um sistema estive-
rem no semiplano esquerdo do planos. entao o sistema ¢ chamado de fase minima.
Se um sistema possuir pelo menos um polo ou um zero no semiplano direito do
plano s, entao o sistema ¢ denominado sistema de fase nao-minima. O termo ““fase
nao-minima’’ provém da caracteristica de deslocamento de fase de tais sistemas
quando sujeitos a entradas senoidais. (Vide Secao 9.2)

Considere o sistema indicado na Fig. 8.30(a). Neste sistema i

__K(l —T,5) -
G(s5) = ST+ 1) (T,>0), H(s)=1

Este é um sistema de fase niao-minima desde que hd um zero no semiplano direito do
plano s. Para este sistema. a condi¢ao de angulo resulta

] KTs—1) _ KTs—1) . 1g0°
LG—(L}—/_ s(Ts+ 1) _/S(T.T—I—l] ke

= 180°(2k — 1) (=0, I;2; . ..)

Ris) _ K1=T,s) Cls)
E%; siTs+1)

{a)
iw1
Fig. 8.30 (a) Sistema realimentado; P
(b) grafico do lugar das raizes. Ta
\
K =0 K=
N o -
ik h T
T
=
=%

(b)
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ou
( l)__ o
%%%#ﬁ~0 (8.15)

Os lugares das raizes podem ser obtidos da Eq. (8.15). A Fig. 8.30(b) mostra um
grifico do lugar das raizes para este sistema. Deste grafico. verificamos que o
sistema é estavel se o ganho K e menor do que 1/T,.

Sistemas com atraso de transporte ou tempo morto. A Fig. 8.31 mostra um
sistema térmico no qual € circulado ar quente a fim de manter constante a iempera-
tura de uma camara, Neste sistema o elemento de medida é colocado no retorno do
fluxo a uma distancia L do forno. sendo a velocidade do ar v e 0 tempo decorrido.
antes de qualquer variagao na temperatura do forno ser sentida pelo termometro,
considerado 7. Este atraso na medida, atraso na agao do controlador. ou atraso na
operagio do atuador etc. € chamadorempo morto ouatraso de transporte . O tempo
orto existe na maioria dos sistemas de controle de processos.

A entrada x(1) e a saida v(1) de um elemento com tempo morto sao relacionadas
por

W) =x(t—T)
onde T é o tempo morto. A fungdo de transferéncia do tempo morto ¢ dada por

Funcio de transferéncia do tempo morto ou

Llx(r — THl(t = T)]
Plx(1)1(1)]

- X(‘;)e_r' = e—TJ

- X(s)

atraso de transporte =

l;@

\q Termémetro
L_' [ vm/s I

=
Combustivel g
c
S
=
| e

Ebulidor
Fig. 8.31 Sistema térmico.
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Suponha que a funcdo de transferéncia do ramo direto deste sistema térmico
possa ser aproximada por

Ke-!':

Ge) =571

conforme indicada na Fig. 8.32. Vamos construir um grafico do lugar das raizes
para este sistema. A equacdo caracteristica para este sistema de malha-fechada ¢

[+ KeTs

e =0 (8.16)
Ris) Ke™T* Clsh
s+1 -

Fig. 8.32 Diagrama de blocos do sistema indicado na Fig. 8.31.

Da Eg. (8.16), obtemos

Ke—?‘r

s—l:“}

Portanto, a condigio de angulo resulta

,'IK = : =
x'si = [T s 1= 21802k + 1) (k=0,1,2,...) &17)

Para determinar o dngulo de ¢~™. vamos escrever s = o + jw. Obtemos entao
E—Tr — e—?’n“)—wT
Desde que ¢~™ ¢ um nimero real. o angulo de ¢~ ¢ zero. Portanto,

ferTé = forioT Jeos T — jsenwT

= —wTl (radianos)
= —573wT  (graus)
A condigdo do angulo, Eq. (8.17), torna-se
—573wT — s+ 1= +180°(2k + 1)
Desde que T é uma constante dada. o angulo de ¢~™ é uma fungdo apenas de w.
Determinemos agora a contribuigao angular devidoao termoe ™. Parak = 0. a
condigdo de angulo pode ser escrita

s+ 1= FI180° — 57,3°wT (8.18)
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Desde que a contribuigdo angular de e~ é zero paraw = 0, 0 eixo real desde — | até
—= constitui uma parte do lugar das raizes. Suponha agora um valor w, para w e
calcule 57,3°w,T. No ponto — | sobre o eixo real negativo, desenhe uma reta que faz
um angulo de 180° — 57,3%,T com o eixo real. Determine a interseccdo desta reta
com areta horizontal w = w,. Esta intersecgo, ponto P na Fig. 8.33(a), é um ponto
que satisfaz a Eq. (8.18) e portanto estd sobre o lugar das raizes. Continuando o
mesmo processo, obtemos o grafico do lugar das raizes indicado na Fig. 8.33(b).

Note que conforme s tende a menos infinito. a fungdo de transferéncia de
malha-aberta

Ke—Ts
s4+1

Jw

__________ i
180°

=57,3(wyT)

\

b \

g i
H—
-t

(a)

0=k

(b)
Fig. 8.33 (a) Construgédo do lugar das raizes; (b) grfico do lugar das raizes.

tende a menos infinito. desde que

d =Ty .|
 Ke-m g5 Ke™)
lim = |
L S
asy T
= —KTe 7| __
= —00
Portanto. s = —= ¢ um pélo da fungdo de transferéncia de malha-aberta. Conse-

quentemente. os lugares das raizes téminicio ems = — l ous = —= e terminam em s
= =, conforme K aumenta de zero a infinito. Desde que o segundo membro da
condicao de angulo dada pela Eq. (8.17) possui um nimero infinito de valores, ha
um ntimero infinito de lugares das raizes, conforme o valorde k (k = 0,1, 2....) vai
de zero a infinito. Por exemplo. se k = 1, a condigdo de angulo torna-se

[s=1= F540° — 57,3°T (graus)
= Firn — T (radianos)

f'w1
= J5= (k=2)
K=6x07> K=0,028 K=I4
K=8000 K=55xI0°
Jar
K=5:10° K=00 13 Em—— VA
K=5:10"% k=009 K=8
_".————L"'"A . K=5500 K=45x10°
7———-——-———-—1—}2!-“ —
o o - (k=0)
K—4I.J|1l0 K-O.IO" K—?. K =4000 K=3,9:r05
A i 1 i I i | PO
-4y =3 =2r - &O " 2 3r 4 S» o
4 T{‘— t 3 (k=0)
K=5x10"% Kk=0,019 K=2 K=4000 K=39xI0%
[
_:\i\-m'
s '\\M\ (k=1)
K=6x10"° K=0,028 K=8 K=5500 K=4,5xI0°
e I', g aid
A o k=
=iSr 1 ~+ 5 (=2}
K=\|4 X =8000 K=5,5xi0"

Fig. 8.34 Grifico do lugar das raizes do sistema indicado na Fig. 8.32(T = 1).
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A construgao dos lugares das raizes para & = | ¢ a mesma que parak = 0. Um
grificodos lugares das raizes parak = 0. 12 quando T = 1¢indicado na Fig. 8.34.
A condigio de modulo estabelece que

KE-TI

= =4

s—1
Desde que o0 modulo de e~ ™ ¢ igual aquele de e ™. ou

|e—TJ - e‘]"o ,ie-_r'm-'l"I — L,-Ta

a condigio de modulo resulta
[s —1 = Ke'™

Os lugares das raizes indicados na Fig. 8.34 sao graduados em termos de K quando
T = 1. Deste grafico. é claro que o ramo do lugar das raizes correspondenteak = 0¢é
o dominante: os outros ramos correspondentes a k = 1. 2. 3.... nao sdo tao
importantes e podem ser desprezados.

Este exemplo ilustra o fato de que o tempo morto pode causar instabilidade
mesmo em sistemas de primeira-ordem porque os lugares das raizes entram no
semiplanodireito do planos para valores grandes de K. Portanto, embora o ganho K
do sistema de primeira-ordem possa ser ajustado em um valor alto na auséncia de
tempo morto. ele nao pode ser ajustado muito alto se houver tempo morto. (Para o
sistema aqui considerado, o valordo ganho K deve ser consideravelmente menor do
que 2 para uma operagdo satisfatoria.)

Aproximacio de atraso de transporte ou tempo morto. Se o tempo morto T for
muito pequeno. entdo ¢~ ™ poderd ser aproximado por

eTi=1—1Ts
ou

]
iy LD
e T

Estas aproximagoes sao boas se 0 tempo morto for muito pequeno e, além disso. a
fungdo temporal da entrada fi1) para o elemento com tempo morto for uma fungao
suave e continua. (Isto significa que as derivadas de segunda-ordem e ordens
superiores de f{t) sdo pequenas.)

Efeitos de variacoes de parametros nos pélos de malha-fechada. Em muitos
problemas de projeto. os efeitos sobre os polos de malha-fechada necessitam ser
investigados quando sao variados outros parametros do sistema além do ganho K,
Os efeitos destes outros parametros podem ser facilmente investigados pelo me-
todo do lugar das raizes. Quando dois (ou mais) parametros sao variados. os lugares
das raizes correspondentes sio muitas vezes denominados confornos de raizes.

Utilizaremos um exemplo para ilustrar a construgao dos contornos de raizes
guando dois parametros sdo variados. respectivamente, desde zero até infinito.

Considere o sistema indicado na Fig. 8.35. Desejamos investigar o efeito da
variagao do parametro @ bem como do ganho K. A fungao de transferéncia de
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R(s) K Cls)
s(s+a)

Fig. 8.35 Sistema de controle.

malha-fechada deste sistema €

)y K
R(s) s*+as+ K

A equacio caracteristica €
s*+as+ K=0 (8.19)

que pode ser reescrita
as
l 4+ ——==0
=t s: 4+ K
ou

as g (8.20)
st + K

Na Eq. (8.20). 0 parametro a € €scrito como um fator multiplicativo. Para um dado
valorde K . 0 efeito de a nos pélos de malha-fechada podem serinvestigados a partir
da Eq. (8.20). Os contornos das raizes para este sistema podem ser construidos
seguindo-se o procedimento usual para a construgao dos lugares das raizes.

Construiremos agora os contornos das raizes conforme K e a variam, respecti-
vamente, desde zero até infinito. Os contornos das raizes comegam e terminam nos
pélos e zeros de as/(s* + K). _

Construiremos inicialmente o lugar das raizes quandoa = 0. Isto pode ser feito
facilmente como segue: Substitua a = 0 na Eq. (8.19). Entao.

P+ K=0
ou

K _ 4 (8.21)

Sl

Os pélos de malha-aberta, portanto, sdo polos duplos na origem. O grafico do lugar
das raizes da Eq. (8.21) € indicado na Fig. 8.36(a).

Para construir os contornos das raizes, vamos inicialmente supor que K é uma
constante; por exemplo, K = 4. A Eq. (8.20) entdo resulta

a8 = =] (8.22)
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Os pélos de malha-abertasaos = +j2. O zero de malha-aberta finito estd na origem.
O gréfico do lugar das raizes correspondente 2 Eq. (8.22) ¢ indicado na Fig. 8.36(b).
Para diferentes valores de K, a Eq. (8.22) fornece 0s lugares das raizes analogos.

O contorno das raizes, com o diagrama mostrando os lugares das raizes
correspondentesa )< K =< =, 0= g < =, pode seresbogado como na Fig.8.36(c).E
claro que os contornos das raizes tém inicio nos polos e terminam nos zeros da
fungdo de transferéncia as/(s* + K). As setas dos contornos das raizes indicam o
sentido do aumento no valor de a.

Os contornos das raizes mostram os efeitos das variagoes dos parametros do
sistema nos polos de malha-fechada. Do grafico do contorno das raizes indicado na
Fig. 8.36(c). verificamos que, para 0< K < =.0< a.os polos de malha-fechada
ficam no semiplano esquerdo do planos e 0 sistema € estavel.

Note que se o valordeK ¢ fixado, digamos K = 4. entao os contornos dasraizes
resultam simplesmente nos lugares das raizes, como mostrado na Fig. 8.36(b).

Iustramos um método de construgao dos contornos das raizes quando o ganho
K e o parametro a sao variados, respectivamente. desde zero até infinito.

Configuracoes de pélos e zeros tipicas e lugares das raizes corresponden-
tes. Concluindo esta segao, forneceremos algumas configuracdes de polos e zeros
de malha-aberta e seus correspondentes lugares das raizes na Tabela 8.2. A confi-
guragao dos lugares das raizes depende apenas da separagéo relativa dos polos e
zeros de malha-aberta. Se o nimero de polos de malha-aberta excede o nimero de
zeros finitos por trés ou mais, ha um valor do ganho K além do qual os lugares das
raizes entram no semiplano direito do plano 5. e portanto, 0 sistema pode tornar-se
instavel. Um sistema estavel deve possuir todos os seus polos de malha-fechada no
semiplano esquerdo do plano s.

Note que uma vez tendo alguma experiéncia com o método, podemos calcular
facilmente as modificacoes nos lugares das raizes devidas as variagoes no numero e
localizacio dos pélos e zeros de malha-aberta pela visualizagao dos graficos do
lugar das raizes resultantes de varias configuragoes de polos e zeros.

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A 8.1 Esboce os lugares de ganho constante para o sisiema com realimentlagao
unitania, cujz fungao de transferéncia do ramo direto €

K
GO =G+

Solugio. Osiugares de ganho constante deste sistema para vérios valores de K sao dados pela
seguinte relagdo matematica:

K
1661 =| | =1
que pode ser reescrita

|ss ==K (8.23)

Vamos substituir s = o + jw na Eq. (8.23). Entao,
o — iAo+ 1)} + ot =K
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Coloquemos

04.-—;-:0,

Entio, obtemnos

K2 = (@* + 0o = 17 + 0 =[ (0. —5) +@][(0: = 3) +o?

At S
:(O’;‘——“.) . ztljm(af__l)_z_wi+m2
ou
2 1 22 2
01—4)+C0} = Kt — @? (8.24)

Os lugares de ganho constanie podem serdesenhados pelousoda Eq. (8.24). ParaK = 1.2.5,
10 e 20, os lugares de ganho constante sao indicados na Fig. 8.4.

Problema »;\._8.2 Esboce o grifico do lugar das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.37(a).
(‘O ganho K € suposto positivo.) Observe que para valores pequenos ou grandes de K osistema
é superamortecido, e para valores médios de K € subamortecido.

Ris) 543 l Cls)
K(s+2) s(s+1) r

/

(a)
Jwk
._J'Z
Fig. 8.37 (a) Sistema de
controle, (b) gréifico do lu-
gar das raizes.
K=0,07I8 g

qy

(b)



Solugio. O procedimento para construir o grafico dos lugares das raizes ¢ o seguinte:

1. Colomue 05 pfilos e zeros de malha-aberta no plano complexo. Existem lugares das
:mz::a soore o eixo real negativo entre 0 e — 1 e entre =2 e —3.

2. 0 I}u}]}EFO de polos de_ [na]ha—abena e de zeros finitos é o mesmo. lsto significa que
néo ha zssintotas na reglad complexa do plano s.

1. Determine os pontos de separagio de parti
para o sslema ¢

]_LK(!—=2)(3.——3'}=0
as+1)

da e chegada. A equagao caracteristica

ou

P s(s +~ 1)
5+ 2)(s + 3)

Os ponias de separagdo de partida e de chegada sdo determinados de

dK _ (254 D(s + 2)s + 3) — s(s + (s + )
ds [(s = 2)s + 3
_ As 4 0,634)(s + 2.366)

[(s + 2)(s + 3))*

=0

como Segue:
5 = —0.634, s = —2,366
No ponto s = —0,634. o valorde K €

) —0,634)(0
K = _____,,_)(Elf)_g} _ 010718

11,366)(2,366)
Analogamente. em 5 = —2,366.

K= _‘_?"3466)(.:_]_!}.6_6-] ~ 14
—0,366)(0,634)

Note gue os valores de K em s = — 0,634 2 A iti

Tis e ns=-0634es= — 2,366 50 positivos e estes pontos 540
Eﬂil?iz]szpasl?eﬁ?edz p_am@a e de chegada verdadeiros: Como 0 ponto s =p— 0.634 (s
T 4 ois polos (zeros), ele € um ponto de separagao de partida (de
4. Determi i i

e v;n_erum nimero suﬁclent:; de pontos que satisfazem a condigao de angulo.
R ;o]rf?;sq:if o lugar c_lasdrmzes ¢é uma circunferéncia com centro em — 1.5 que

s ] de separagao de partida e de chegada.) O gra as rai
garam: sistema € {ndacado na Fig. 8.37(b). - ) Ogréficodolugardasaizes
> sand vc:ﬂ;:)cgm}égao de modulo, calibre os lugares das raizes em termos de K. Para
; dedammad : r ed , os polosde njalha-fechada, que satisfazem as condigoes de angulo
ulo, podem ser determinados do grifico do lugar das raizes.

Note qus este sistema € estavel para qual uer valor vo de K ESdC ue todos os
que al P’DSIH o d
q

Pequenc: valores de K (0 < K < 0.0718) ¢ i
! f ; orrespondem a um sistema su eramortecido.
Valores médics de K (0.0718 < K < 14) correspondem a um sistema subamc?necidu. Filna}—
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mente. valores grandes deK (14<K) correspondem a um sistema superamortecido. Comum
grande valor de K. pode ser atingido 0 estado estacionario em um intervalo de tempo muito
menor do que com um valor pequena de K.

O valor de K deve ser ajustado de modo gue 0 desempenho do sistema seja oumo de
acordo com um dado indice de desempenho.

Problema A.8.3 Determine as raizes do seguinte polindmio usando o método do lugar das
raizes:

3gh - 10s% 4 2152+ 245 — 16:==0 (8.25)
Solucdo. Inicialmente rearranje o polinomio e coloque-o na forma

P(s) _ _
ols)
onde P(s) e O(s) sao polindmios fatorados. Aplicam-se entao as regras gerais aprgsentadas na

Secdo 8.4 para localizar as raizes do polinémio.
A Eq. (8.25) pode ser rearranjada em um modo conveniente como Segue.

154 L 1057 + 21s* = 245 + 16

Neste caso o polinémio pode ser reescrto
e o (8.26)

Esta forma possui dois polos na origem. dois polos complexos e Um Zero no €1xo real positivo.
Desde que a Eq. (8.26) possui a forma Gis)His) = — 1. o método do lugar das raizes pode ser
aplicado para determinar as raizes do polindmio.

A Eq. (8.25) pode ser rearranjada em diferentes maneiras. Por exemplo, pode sl
reescrita

Jeb o 1057 = —218% - 245 = 16

ou

s+ 95— _ (8.2
538 = 19

Gl

Neste caso, entretanto. 0 sistema envolve trés polos na origem, um polo e um zero sobre
eixo real negativo, e um Zerono eixo real positivo. A guantidade de trabalho grafico necess
ria para esbogar 0 grafico do lugar das raizes da Eq. (8.27) ¢ quase a mesma daque
correspondente a Eq. (8.26).

Note que se dois graficos dos lugares das raizes, um correspondente aEg. (8.26) e out
correspondente a Eq. (8.27). sdo esbogados no mesmo diagrama, as intersecgoes dos de
fornecem as raizes dos polinomios. (Se for utilizada a condigio de médulo, apenas um !
do lugar das raizes necessita ser esbogado.)

Neste problema, esbogaremos apenas o grafico do lugar das raizes baseadona Eq. (8.
¢ utilizaremos a condigao do modulo para determinar as raizes do polinomio. A Eq. (8.

pode ser reescrita

(s + 1,67 + j2,06)(s + 1,67 —j2,06)



Para determinar os lugares das raizes. substitua a constante & no numerador da Eq. (8.28)
por K e escreva

K(s — %) _
si(s +~ 1,67 T j2,06)(s + 1,67 —j2,06)

—1

Para esbogar o grifico do lugar das raizes, siga este procedimento:
1. Coloque os pélos e o zero no plano complexo. Existem lugares das raizes sobre 0
eixo real entre 2/3 e 0 e entre 0 e —=.
5. Determine as assintotas dos lugares das raizes. Ha trés assintotas que fazem
angulos de

i]Sﬁ"(Zk =+ 1} — 60° —60°. 180°
-1 ’ ;

com o eixo real positivo. Referindo-se & Eq. (8.13) a abscissa da intersecgao das
assintotas é dada por

— O =

4—1 -3

3. Usando o critério de estabilidade de Routh, determine o valor de K para o qual 0
lugar das raizes cruza o eixo imagindrio. A equagdo caracteristica é

s2(s? + 25+ T) = —K(s — 3)
ou
s+ s+ 752 + Ks —3K=0

O arranjo de Routh resulta

54 1 7 —3K
53 L2 K 0
5% T — &K —iK
A K 4 B3p
T T oo B 1
s Tk 0
s° —3iK

Os valores de K que tornam nulo o termos* na primeiracoluna sao K = 30,7¢ K = 0. Os
pontos de cruzamento no €ixo imaginario podem ser determinados resolvendo-se a
equagao auxiliar obtida da linha 5%, ou

(7—%K)st —3K=0

onde K = 30,7. O resultado é
s= 43,04

Os pontos de cruzamento sobre o eixo imagindnio sdo, portanto, 5 = =j3.04.

4, Vel:iﬁqqe se ha pontos de separagao de partida ou chegada. Do Passo 3 sabemos
que ha dois pontos de cruzamento com o eixo ju. Portanto, nesta configuragao

- -——.‘..._-' e P e

o e ey wewes W) Vs

particular de polos e zeros, nao pode existir qualquer ponto de separacao de partida ou

chegada.
5. Determine os angulos de partida dos lugares das raizes dos pdlos complexos. No
polos = —1.67 ~ j 2.06, o angulo de partida 6 € determinado de

110° — 106 — 106° — 90° — 6 = =180°(2k — 1)
como segue:
f=—12°

(O angulo de partida do pélos = —1.67 — j2.06 € 129.)
6. Na vizinhanga do eixojw e da origem, localize um numero suficiente de pontos que
satisfaca a condigéo do angulo.

Baseado na informagao obtida até aqui. o grafico do lugar das raizes para este
sistema pode ser esbogado conforme a Fig. 8.38.
7. Use a condigio do moédulo \]

sis — 1,67 — j2,06)(s — 1,67 — j2,06)

=

K=|
|

para determinar os pontos sobre o lugar das raizes nos quais K = 8, Utilizando um
procedimento de tentativa-e-erro. obtemos

s =—0,79 = j2,16

Pode ser utilizado um procedimento de tentativa-e-erro para localizar as duas raizes

Juwh

Fig. 8.38 Grafico do lugar das raizes.



restantes. Entretanto, pode ser mais simples fatorar as raizes conhecidas do polinomia ; dK 35t + 1053 + 215* + 245 — 16

dado. | ds (s + 1)?
L
354 — 1057 + 2152 + 245 — 16 .- No Problema A.8.3, verificamos que
— (s + 0,79 + j2,16)(s + 0,79 — j2,16)(3s* — 5,285 — 3,06) 35t 4+ 1053 + 2152 + 245 — 16
— 3(s + 0,79 — j2,16)(s + 0,79 — j2,16)(s — 2,22)s — 0,46) = 3(s + 0,79 + j2,16)s + 0,79 — j2,16)(s + 2,22)(s — 0,46)
Portanto. as raizes do polinémio dado sao ) Portanto, os pontos de separagao de partida e de chegada saos = 0,46 e 5 = —2.22.
respectivamente. (Os pontos s = —0,79 = jZ. 16 ndo satisfazem a condigao do angulo.)
s, = —0,9 —j2 16, s, = —0,79 + j2,16, 53 = —2,22, 5, =046 » 4. Utilizando o critério de estabilidade de Routh, determine o valor de K para o qual os
b b ' lugares das raizes cruzam o eixo imaginario. Desde que a equagao caracleristica €

Problema A.8.4 Uma forma simplificada da fungdo de transferéncia de malha-aberta de
um avido com piloto automdtico no modo longitudinal € s4 L33 41252 L (K—16)s + K=0

o arranjo de Routh resulta

K(s + a)
G(s)H(s) = = T a>0, b>0 .
s(s — b)(s* + 2{w,s + w;3) 5 : B 7
Um sistema deste tipo envolvendo um pélo de malha-aberta no semiplano direito do plano 53 3 K—16 0
s pode ser condicionalmente estivel. Esboce o grafico do lugar das raizes quandoa =b =1, 52 K
{ = 0,5 e w, = 4. Determinar 0 intervalo do ganho K para estabilidade. 52 = X 0
Solugdo. A fungio de transferéncia de malha-aberta para o sistema € , —K* 4 59K — 832
1 sl ————— 0
3(52 — KX)
Kis+1) &0 K

GOH) = 75 Ty(s? + 4s — 16)

Os valores de K que anulam o termo s* na primeira coluna saoK =357eK=1233.

Esbogar o grafico do lugar das raizes, seguindo este procedimento: Os pontos de cruzamento do eixo imaginario podem ser determinados
1. Indique no plano complexo os pélos e zeros de malha-aberta. Existem lugares das resolvendo-se a equagao auxiliar obtida da linha s*, isto ¢, resolvendo a seguinte
raizes sobre o eixo real entre 1 ¢ 0 e entre —1 e —=. equagao em relagao a §:
2 Determine as assintotas dos lugares das raizes. Hé trés assintotas cujos angulos
podem ser determinados como ' 50 — K
—3-——51 +K=10
5 : 180°(2k + 1) 8 .
Angulos das assintotas = ————— = 607, —60°, 180°
g 4 -1 Os resultados séo
A abscissa da intersecgdo das assintotas com o eixo real s = 42,56 paraK =357
e Q=1+t RT3 2 s=4f1,56 pamki=233
‘ 41 =73

Os pontos de cruzamento sobre 0 2ix0 imagindrio sdo portantos = = j2,56es = +j1,56.
5. Determine os angulos de partida dos\l/u_fares das raizes dos polos complexos. Parao

1. Determine os pontos de separagdo de partida e de che; ada. Desde que a equagao
Pe ¥ . g L polo de malha-aberta em s = -2+ j2 o angulo de partida 8 €

caracteristica é

KG + 1) 1 106° — 120° — 130,5° — 90° — 6 = £180°(2k + 1)

1+ 5 =0
s(s — 1)(s* + 4s + 16)
§ ou
obtemos
6 = —545°
K — _S(s— 1)(s? + 45 + 16)
- s+ 1 (O angulo de partida do polo de malha-aberta em s = -2 - j2/T ¢ 54,5%)
6. Escolhaum ponto de teste na vizinhanga do eixojw eda origem e aplique a condigao

N do angulo. Se o ponto de teste ndo satisfizer a condigao do angulo, selecione um outro

Diferenciando K em relagdo a s, obtemos
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ponto de tesie até satisfazé-la. Continue 0 mesmo processo € localize um numera Solugdo. A equagio caracteristica €

suficiente d= pontos que satisfaga a condigao do angulo. _ _
A Fig. 8.39 mostra o grafico do lugar das raizes para este sistema. Do Passo4 o sistema e

estavel para 23.3 < K < 357, Caso contrario. € instavel.

200,31

s+ 1 i

T e

que ¢ equivalente as seguintes condigdes de angulo e modulo:

Jf —0,31 R
| = +180°(2k + 1)
2e-0,31
i s+ 1]
A condigao do angulo se reduz a
k=0
[s +1=Fn2k +1) — 03w (radianos)
LY
Para k = 0,
[s+1=Fn—03w (radianos)
= F180° — 17,2°w (graus)
=6 =% Parak = 1,
[s+1=F3n—03w (radianos)
= F540° — 17,2°w (graus)
O gréfico do lugar das raizes para este sistema é indicado na Fig. 8.41.
L
jol
Hja0
Fig. 8.39 Grifico do lugar das raizes. ____—.______.____d_*_’__z’f___._...-—-—-———
K=2 _jzo
Problema A.8.5 Considere o sistemacom atraso de ransporte indicado na Fig. 8.40. Esboce o )
grafico do lugar das raizes e determine os dois pares de polos de malha-fechada mais proximos ﬁ__.__-—--———'
do eixo jw. K=2{/
Utilizando apenas o5 pélos de malha-fechada dominantes, obtenha a resposta ao degrau . - . . = - - g
unitario e esboce a curva da resposta. -a0 -30 -20 -0 WJ0 0 20 30 40 o
D
Cls) —_— ] -Jj20
—
,_‘,3,0
L-ja0
Fig. 8.40 Sistema de controle com atraso de transporte. - Fig. 8.41 Grafico do lugar das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.40
410 411




Vamos substituir s = o + jw na condigac do modulo e substtuir 2 por K. Obtemos

entao

JATToP T _ g

e-D’.Sc

Calculando K em diferentes pontos dos lugares das raizes podem-se determinar os pontos
correspondentes a K = 2, Estes pontos sdo os polos de malha-fechada. O par dominante de
polos de malhafechada ¢

s=—25+4j39
O par de polos de malha-fechada seguinte ¢
5= —8,6 +j25,1

Considerando apenas o par de polos de malha-fechada dominantes. & fungao de transfe-
réncia de malha-fechada pode ser aproximada como segue: Venfique que

g_fgs;) . 28-0,31
R(s) 1 +s5+ 2e %3

2e=0:3s
14s+2(1- 035+ 535 4+ )

o 2e—0,3s
34045 + 0,095% + .-

(s +2,5+j739)(s +2,5—j39) =s5* + 55+ 21,46
Podemos aproximar C(s)/R(s) por

Cls) _ _3(21,46)e-02+
R(s) — s* + 55 + 21,46

ou

Cls) _ _ 1431e-%3
R(s) (s +25)* + 392

Para uma entrada em degrau unitano.

14310
CO) =725 + 355

Note que

10

14,31 o j_ + —%s — 4
G295 39 s ' (G=237 + 3,9
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Portanto.

$ B - e = } 0,3
.___:3; 0,38 L :;1 -.?",
= ( s )e T N R
A transformada de Laplace inversa de C(s) resulta
o) = 31 —e %% cos 3,9(1—0,3) — 0,644 ~03 sen 3,9(1—0,3)]1(r—0,3)
onde 1t — 0.3) é a funcéo degrau unitario ocorrendo em [ = 0.3.
A Fig. 8.42 mostraa curva de resposta aproximada obtida, junto com acurva de resposta

ao degrau unitario exata obtida por calculo numénico. Note que neste sistema pode-se obter
uma aproximagao muito boa usando os polos de malha-fechada dominantes.

el .

10F

051

t

0 o5 10 5 2,0

Fig. 8.42 Curvas de resposti ao degrau unitario para o sistema indicado na Fig. §.40.

Problema A.8.6* Em um sistema de controle complexo, pode h_avr:r uma realimentagao
positiva em um lage interno conforme indicado na Fig. 8.43. Este lago normalmente ¢
estabilizado pelo lago mais exlerno.

Cls)

fii—l

Fig. 8.43 Sistema de controle.

_——

*Referéncia W-4.
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Neste problema nos preocuparemos apenas com o lago interno de realimentagao posi-
tiva. A funcdo de transferéncia de malha-fechada do lago interno €

Qs G6s)
R(s) 1 — G(s)H(s)

A equagdo caracteristica €
1— G(s)H(s) =0  ((R29)

Esta equagao pode ser resolvida de maneira andloga ao desenvolvimento do métododo lugar
das raizes nas Secoes 8.3 e 8.4. A condigao do angulo. entretanto. deve ser alterada,
A Eg. (8.29) pode ser reescrita:

G(9)H(s) =1
que ¢ equivalente as duas equagoes seguintes:

G(s)H(s) =0° = k360° (k=0,1,2,...)
|GH(s) [ =1

A soma total de todos os dngulos dos pdlos e zeros de malha-aberta deve ser 1gual & (° = k
360°. Portanto, o lugar das raizes segue um lugar de 0° em oposigao ao lugar de 180°
anteriormente considerado. A condi¢ao do madulo permanece inalterada.

Esboce o grafico do lugar das raizes para o sistema de realimentagao positivi com as
seguintes fungoes de transferéncia;

K(s + 2)
s 3Ks? - 25 = 2)

G(s) = (

H(s) =1

O ganho K € suposto positivo.

Solucao. As regras gerais para construgao dos lugares das raizes fornecidas na Secao 8.4
devem ser modificadas da seguinte maneira:

A regra 3 € modificada como segue: Se o niimero total de polos reais e zeros reais a direita de
um ponto de teste sobre o eixo real for par. entao este ponto perience ao lugar das raizes.
A regra 4 ¢ modificada como segue:

- -]
Angulos dos assintotas = Lk360°
n—m
onde
n = numero de pdlos finitos de G(s)H(s)
m = niimero de zeros finitos de G{s}H(s)

A regra 6 é modificada como segue: Quando calcular o angulo de partida (ou o angulo de
chegada) de um p6lo complexo (ou um zero complexo) de malha-aberta, subtrair de 0° a soma
de todos os angulos dos nimeros complexos obtidos de todos os outros polos e zeros para o
pdlo complexo (ou zero complexo) em questdo, incluindo-se os sinais apropriados.

_As outras regras para construgao do grifico do lugar das raizes permanecem inalteradas.
Aplicaremos agora as regras modificadas para construir o grafico do lugar das raizes. A
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funcao de transferéncia de malha-fechada para o sistema com reahmentagao positiva ¢ dada

por
cs) Gl _ K(s—2)
R~ 1 —G(s)H(s) (s + 3Us* + 2s — 2) — Kis — 2)
1. Indique os polos de malha-aberta (s = —1+j. 5 = — | —j,s=-31e0 zerode
malha-aberta (s = —2) no plano complexo. Conforme K ¢ aumentado desde 0 ate =, 0s

polos de malha-fechada iniciam-se nos polos de malha-aberta e terminam nos zeros de
malha-aberta (finitos ou infinitos). como no caso dos sistemas com realimentagao
negativa. _

7. Determine os lugares das raizes sobre o eixo real. Existem lugares das raizes sobre o
eixo real entre —2 e +x e entre —3 e —=. )

3. Determine as assintotas dos lugares das raizes. Paraz o presente sistema.

- < e =
Angulo da assintota = —-_3%6?- = +180°

4

Isto significa simplesmente gque 0§ ramos dos lugares das raizes estio sobre 0 €ixo real.
4. Delermine os pontos de separagao de partida e de chegada. Desde que a equagao
caracteristica €

(s -G +25+2)—K(s+2)=0
obtemos

gl 2264 )

Diferenciando K em relagdo a 5. obtemos

i{(_ 283 4 11s* + 20s + 10
ds (s + 2)*

Note que

25 4 1152 + 20s + 10 = 2(s + 0,8)(s* + 4.7s — 6,24)
= 20s + 0,8)(s + 2,35 + JO,77)(s + 2,35 — j0,77)
Os pontos s = —2,35 = j0.77 nao satisfazem a condigao do angulo. No pontos = -0.8,

o valor de K resulta positivo. O ponto de separagao de chegada ¢ portanto s = -0.8.
5. Determine o angulo de partida do lugar das;aizrs_de um p6lo complexo. Para o pdlo
complexoems = —1+ j, 0 angulo de partidad €

45° —27° —90° — §=0°
ou
¢ =—72°

(O angulo de partida do pdlo complexo em s = — ! -j€72%) ) o
6. Escolhaum ponto de teste na vizinhanga do eixojuw € da origem e aplique a cqn_da(;:o
do angulo. Localize um nimero suficiente de pontos que satisfazem a condigao do
angulo.
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Fig. 8.44 Grificodo lugar das raizes para o wstema com realimentagdo positiva com (5(§) =

Jul
¥
x r
\
\
B b » s * et e
-5 -4 -3 =2 -4 |e 2
x -/
=iz

Kris = 2)[ts + 3)(s* + 25 + 2)], His) = |

Fig. 8.45 Graficodo lugar das raizes para o ststema com realimentagao negativa com Gis) =

f@h

o
ks

Kis + 2fl(s + 3) (s* + 2y + 2)], His) = |

A Fig. 8.44 mostra o grifico do lugar das raizes para o sistema com realimentagao positiva
dado. Os lugares das raizes sao indicados por retas e curvas tracejadas.

Note que, se

x> 306 + 254 2)

uma raiz real entra no semiplano direito do plano 5. Portanto, para valores de K maiores do
que 3, o sistema torna-se instavel. (Para K > 3. o sistema deve ser estabilizado com um lago

externo.)

Ffa.ra comparar o grafico do lugar das raizes com aguele do sistema de realimentagao
negativa correspondente, mostramos na Fig. .45 o grafico do lugar das raizes do sistema com

s+ 2

=0

realimentagao cuja fungdo de transferénciz de malha-fechada é

@) _

K(s+2)

Rs) (G+3)(s2+25+2)+ Kis + 2)
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Tabela 8.3 Gréficos dos lugares das raizes de s_is_nemas com
realimentacdo negativa e com realimentacao positiva

jw
‘fuJ
!
‘ N
\
————— =% e it
‘ | ,‘J
| | J
jw
\ fi | Jwy
\ -
\ 4 D\i .
O e S
!
/r \___D}
7K

rd

N
O B 1
L ¥

e
—_—— \ -
i Jw \ Jw
! A\
£ \
‘\
———————— ol -———K?-N—G— Fermtmeme
!
/

Retas e curvas cheias correspondem a sistemas com realimentacao negativa;

retas e curvas lracejadas correspondem a sistemas

com realimentagio positiva.
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A Tabela 8.3 mostra vanos graficos de lugar das raizes de sistemas com realimentagao
negaliva e sistemas com realimentacgéo positiva. As funcoes de transferéncia de malha-fecha-
da sdo dadas por

% = I_LG_H para sistemas com realimentacao negativa
¢ G - . i = A
R=T_CH para sistemas com re imentacao positiva

onde GH ¢ a fungéo de transferéncia de malha-aberta. Na Tabel: 8.3, os lugares das raizes

para sistemas com realimentagao negativa sao desenhados com retas e curvas cheias. g

aqueles para sistemas com realimentacao positiva sao desenhados com refas e curvas tracela-
- das.

Problema A.8.7 Considere o sistema mostrado na Fig. 8.46. que tem uma fungao de transfe-

réncia do ramo direto instavel. Esboce o grafico do lugar das raizes e localize os polos de
~ malha-fechada. Mostre que embora 0s polos de malha-fechada estejam sobre o eixo real
* pegativo € 0 sislema nao seja oscilatério. a curva de resposta ao degrau unitario possul

sobrelevagao.

Ris) 10(s+1)

s(s—3i

Clst

Fig. 8.46 Sistema de controle.

Solugdo. O grafico do lugar das raizes para esle sistema é indicado na Fig. 8.47. Os pdlos de
malha-fechada estao localizados ems = =2 es = — 5.

A fungio de transferéncia de malha-fechada resulta

Cls) _ _10(s +1)
R(s) s —Ts+ 10

Jw i

Pélos de malha-fechada

/

x

Zero de malha-fechada

Fig. 8.47 Grafico do lugar das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.46.
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A resposla ao degrau unitirio deste sistema €

105+ 1) )
= e 5

A transformada de Laplace inversa de Cis) resulta
oty =1 — 1,666e~2 — 2,666e~% (1 =0)
A curva de resposta ao degrau unitdrio € indicada na Fig. 8.48, Embora o sistema nao seja

oscilatério. a curva de resposta ao degrau unitdrio exibe sobrelevagao. (Isto € devido a
presenca de um zeroem s = — 1)

| | |
T T~ T[]
- .| |

a8
o
™
]
-_"--.
—

0 02 04 08 08 10 12 14 186 18 20

Fig. 8.48 Curva de resposta ao degrau unitario para o sistema indicado na Fig. 8.46.

Problema A.8.8 Considere um sistema com

- el _
G(s)—s(s+2), H(s) =1

_ Mostre que uma parte do lugar das raizes é circular.
Soluco. Sobre o lugar das raizes, a condigdo do angulo resulta

[G5) = [s+3—[s —[s42=180°
Se s = ¢ + jw é substituido nesta dltima equagao, oblemos
o +jo + — o +jw —[o + jo + 2 = 180°
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gue pode ser reescrita

tan~!

o @ g0 - @
g5a = 0_180 Tt e

Considerando as tangentes de ambos 0s membros desta ultima equagao e usando a relagao

: tan x = tany
tan(x +£3) = Gnxwany

obtemos
©
., O _, @ g+3 @ —3w
tan |tan™! —tn‘—): =
\ 7R — @ © 0@ -3+
1+ L
gc+-30
Qe @
tan(l80°+tan“ 8 ,,)= S S T
o<+2 1 -0 X w g+ 2
ag—2
Portanto.
3w . w
oc —-3) +w o +2
ou
(6 -3 +w=((/3)
Esta tltima equagdo representa uma circunferéncia com centroemo = —3.w = 0 e com raio

1T Note que o centro estd no zero da fungao de transferéncia de malha-aberta, A Fig. 8,49
mostra o grafico do lugar das raizes para o sistema.
Jwh

Fje

m Fig. 8.49 Grifico do lugar das raizes pa-

. —C— 3% X . s ra o sistema com G(s) = (s + 3)/[s(s + 2)],
-6 -4 -2 Q 2 o His)i=1.

“'3'2

PROBLEMAS

Problema B.8.1 Esboce os grificos dos lugares das raizes para as configuragoes de polos e
zeros de malha-aberta indicadas na Fig. 8.50.
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Fig. 8.50 Polos e zeros de sistemas.

L

Problema B.8.2 Esboce os graficos dos lugares das raizes para as configuragdes de polos e
zeros de malha-aberta indicadas na Fig. 8.51.

Fig. 8.51 Polos e zeros de sistemas.

Jw Juw

q
q

Problema B.8.3 Considere o sistemaindicado na Fig. 8.52. Investigue o efeito do aumento do
valor de K, nos lugares das raizes. Esboce as curvas tipicas de resposta ao degrau unitario
paraoscasosKy=0.0<K,<le K, = 1. Esboce entio o grifico do lugar das raizes quando
K, = 0.5. Localize os polos de malha-fechada nos lugares das raizes quando K = 10.

R(s) K Cls)
s{s+1) i

Fig. 8.52 Sistema de controle,

1+ Kns |*
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Problema B.8.4 Mostre que os lugares das raizes para um sistema de controle com

K(s2 +— 65 + 10)
66 = "5 T3 10"

H(s) =1

sio arcos de circunferéncias centradas na ongem e com raio igual @ \/T0.
Problema B.8.5 Um sistema de controle com

K
6O =G+
H(s) =1

¢ instavel para todos os valores positivos do ganho K.

- Esboce o grafico do lugar das raizes deste sistema. Usando e le grafico. mostre que este
sistema pode ser estabilizado adicionando-se um zero sobre o eixo real negativo ou modifi-
cando-se G(s) para G4s), onde

K(s +— a)

Gl(s) =t si(s + 1)

0<a<l)

Problema B.8.6 Esboce o grifico do lugar das raizes de um sistema com

= K
G} = (7~ 25 + 2)(s* + 25 +3)°

H(s) =1

Determine os pontos exatos onde os lugares das rajzes cruzam 0 €iX0 jo.
Problema B.8.7 Esboce o grafico do lugar das raizes para um sistemna com:

. K
G() = G058 + 0,65 + 10)°

H(s) =1

Problema B.8.8 Esboce o grifico do lugar das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.53 ¢
demonstre que ele se torna instavel para valores grandes de K.

R(s) X p I e ‘ 10025+1 C{s}=

Fig. 8.53 Sistema de controle.
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Problema B.8.9 Esboce os contornos das raizes para o sistema indicado na Fig. 8.54 quando o
ganho K e o parametro a vanam, respectivamente, desde zero até infinito.

K
s{s+1) (s+a)

Cis)

Fig. 8.54 Sistema de controle.

Problema B.B.lﬂ Conside 2o sistemaindicado na Fig. 8.55. Determine os valores do ?nhoK
e o coeficiente de realime tagdo de velocidade K, de modo que os polos de malha-fechada

sejams = — | = j3/3. Posteriormente, usando o valor de K, determinado, esboce o grifico do
lugar das raizes.

Cls)

Fig. 8.55 Sistema de controle.
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9

Métodos de
Resposta em
‘Frequeéencia

9.1 INTRODUGCAO

Resposta em freqiiéncia. O termo *'resposta em freqiiéncia’ significa aresposta
em regime estacionario de um sistema com entrada senoidal. Nos métodos de
resposta em freqiiéncia, o método mais convencional dispomivel aos engenhei-
ros de controle para analise e projeto de sistemas de controle. variamos a frequéncia
do sinal de entrada em um certo intervalo e estudumos a resposta em fregliéncia
resultante.

O critério de estabilidade de Nyquist, a ser apresentado na Segdo 9.5, possibi-
lita investigar tanto a estabilidade absoluta como a estabilidade relativa de sistemas
de malha-fechada lineares a partir do conhecimento de suas caracteristicas de
resposta em freqiiéncia de malha-aberta. Usando este critério de estabilidade. nao
precisamos determinar as raizes da equagao caracteristica. Esta € uma vantagem da
abordagem de resposta em frequéncia. Uma outra vantagem desta abordagem ¢ que
os testes de resposta em freqiiéncia sao, em geral. simples e podem ser realizados
precisamente pelo uso de geradores de sinal senoidal realmente disponiveis e
equipamentos de medida precisos. Comumente fungoes de transferéncia de com-
ponentes complicados sao determinadas experimentalmente através de testes de
resposta em freqiiéncia. Além disso a abordagem da resposta em freqiiéncia possui
as vantagens de que um sistema pode ser projetado de modo que os efeitos de ruidos
indesejaveis sejam despreziveis e a analise e projeto podem ser estendidos a alguns
sistemas de controle nao lineares.

Embora a resposta em fregiiéncia de um sistema de controle apresente uma
imagem qualitativa da resposta transitoria, a correlagao entre as respostas em
freqliéncia e transitoria é indireta, exceto no caso de sistemas de segunda-ordem.
No projeto de um sistema de malha-fechada, devemos ajustar a caracteristica de
resposta em freqiiéncia usando alguns critérios de projeto (a serem apresentados na
Se¢do 9.7) de modo a obter caracteristicas de resposta transitoria aceilaveis.

Uma vez entendida a correlagao indireta entre algumas medidas da resposta
transitéria e da resposta em frequiéncia, a abordagem de resposta em freqiliéncia
pode ser utilizada com vantagem. O projeto de um sistema de controle atraves desta
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abordagem ¢ baseado na interpretacao das caracteristicas dinamicas desejadas em
termos das caracleristicas de resposta em freqtiéncia. Esta andlise de um sistema de
controle indica graficamente quais variacdes ou modificagdes devem-se fazer na
funcdo de transferéncia de malha-aberta a fim de se obter as caracteristicas de
resposta transitonia desejadas.

Obtencao de solucoes em regime estacionario para entradas senoidais. Provare-
mos inicialmente o fato basico de que as caracteristicas de resposta em frequéncia
gie um sistema podem ser obtidas diretamente da fungido de transferéncia senoidal.
1sto €. a funcao de transferénciu na qual s ¢ substituida porjw. onde w € a freqiiéncia
angular.

Considere o sistema linear invariante no tempo indicado na Fig. 9.1. A entrada
¢ 4 saida do sistema, cuja fungdo de transferéncia € G(s). sao denotadas por x(f) e
v(t). respectivamente. A entrada x(1) ¢ senoidal e dada por

x(t) = X senwt
y(t)

i Gls] ——— Fig. 9.1 Sistema linear invanante no tempo.
X(s) | Yis)

Suponha que a fun¢ao de transferéncia G(s) pode ser escrita como uma relagao de
dois polinomios em s isto €.

(s) = P0) _ p(s)
Gs) gls) (54 808 +8,) - (5+5,)

A transformada de Laplace da saida Yiy) € entao

- _ 205y :
Y(s) = G(s)X(s) qmﬁ{n (9-1)

onde X(s) € a ransformada de Laplace da entrada af1).

Limitaremos nossa discussio apenas a sistemas estavels. Para estes sistemas.
as partes reais das raizes —x, sao negativas. A resposta de regime estacionario de
uim sistema linear. invariante no tempo e estavel. para uma entrada senoidal nio
Iclependc das condicoes iniciais. (Portanto, podemos supor condi¢des inicials nu-
as.)

Se Y(s) possuirapenas polos distintos, entdo a expansao em fragoes parciais da
Eq. (9.1) fornece

Y(s) = pls) wX

q(s)s* — ?
- a_ &, 4= bl s b: S sa Els b, (9_2)
ST—jo  S—jw  s4+5 ' S+5, S+8,
ondea eb;(ondei = 1.2.....n) sdo constantes ed € o complexo conjugadodea. A

transformada de Laplace inversa da Eq. (9.2) resulta em
W) = ae ™ — Ge'* + bie~" 4 bye= 4 oo bt (+>=0)  (9-3)
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Para um sistema estasal. —§ 1, —Sa,... =5 POSSUEM partes reais negativas. Portanto,
conforme 7 tende a infinito, os termos e™!, e~ .., es~* tendem a zero. Portanto,
todos os termos do segundo membro da Eq. (9.3). exceto os dois primeiros. se
anulam em regime estacionario. o ) _ '

Se Y(s) envolyz- polos miltiplos s; de multiplicidade m;. entao y(1) envolvera
termos do tipo tfe*4r = 0. 1. 2. ..., m; — 1). Desde que as partes reais das raizes
—s, sa0 negativas patz um sistema estavel. os termos e —*# tendem a zero confor-
me ¢ tende a infinitc _ o o )

Portanto. independentemente de o sistema possuir polos distintos ou nao. @
resposta em regime sstaciondrio resulta em

) = ge™i= — del! (9-4)

onde a constante ¢ pode ser calculada a partir da Eq. (9.2) como segue:

; : XG(—jw)
a =6 gL (s+io)| = __(2_;_
Note que
5 wX P _ XG(jw)
I=COg—g /o) =7

Desde que G(jw) € uma funcdo complexa. pode ser escrita na seguinte forma:

G(jw) =|Guo)|e*

onde (Gjw)| representa o modulo e ¢ representa o angulo de G{jw); isto €.

G , [ parte imagindria de Gu'wl}
= ) =1g" .
¢ i . ‘. parte real de G{jw!

O angulo ¢ pode s=r negativo. positivo ou nulo. Analogamente, para Gl —jw)
oblemos & Seguiniz SxXpressao:

G(—jw) = | G—jw)|e ™ = |G(jw) e

Entdo. a Eq. (9.4 pode ser escrita

ej'{mﬁﬂ — g+

H0) = X|GGo) |

= X|G(jw)|sen(wt + ¢)
= Yseniot -+ ¢) (9-5)

onde ¥ = X | G(xs) . Verificamos que um sistema linear, estavel, invariante no
tempo e sujeito a uma entrada senoidal possuird, em regime estacionario, uma saida
senoidal com a mesma freqiiéncia da entrada. Porém. a amplitude e o angulode fase
da saida. em gera. serdo diferentes dagueles da entrada. De fato, a aleltude. da
saida ¢ dada pelo produto da amplitude da entrada por | G(jw)l, enquanto oangulode
fase da saida diferz daquele da entrada de um valor ¢ =/G(jw). Um exemplo de
entrada e saida com sinais senoidais € indicado na Fig. 9.2.
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Entrada x({t) = X sen w?

i ——
N ,
N

Saida y(t) =Y sen (wt + ¢

Fig. 9.2 Sinais senoidais de entrada e saida.

Com base no exposto. obtemos este importante resultado: Para gntradas
senoidais,

|G6(w)] = | P2

X(jo) = relagao de amplitude entre a saida senoidal e a entrada

senoidal

; 1¥(§ ; z
[G(jw) = f—(—'L@—) = defasagem da sarda senoidal em relacio & entrada se-
[ X(jw) noidal

Portant_o. as caracteristicas de resposta de um sistema para entrada senoidal podem
ser obtidas diretamente de

Y(jw) ;

= = G(jw

Xw) = U

A fungao de transferéncia senoidal G(jw), a relacio entre Y(ju) ¢ X(jw/, € uma
fungao complexa e pode ser representada pelo modulo e dngulo de fase. tendo a
frequencia como varidvel ou parametro. (Um dngulo de fase negativo é denominado
atraso de fase e um angulode fase positivo é denominadoavanco de fase.) A fungao
de transferéncia senoidal de qualquer sistema linear é obtida substituindo-se s por
Jo nafuncao de transferéncia do sistema. Para caracterizar completamente um
sistema linear no dominio de fregiiéncia. devemos especificar tanto a relacio de
amplitude como o angulo de fase como fungées da freqiiéncia w.

Exemplo 9.1 Considere o sistema indicado na Fig. 9.3. A funcdo de transferéncia Gis) €

G(s) = ___Ts"i .

X K y
—_— | S (N
Ts +1
Gls)

Fig. 9.3 Sistema de primeira-ordem.
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Para a entrada senoidal x(r) = X sen wi, a saida y(1) pode ser determinada como segue.

Substituindo-se s por jw em Gfs). resulta
. K

W) =m—7T7

CU®D) = Tg + 1

A relagao entre as amplitudes da saida e da entrada ¢

K
\GU = AT

enquanto o angulo de fase & ¢

¢ = [Gliw) = —12" Tw

Portanto, para a entrada x(1) = X senwi, a saida y(/) pode ser obtida a partir da Eq. (9.5) como

= segue:
(9-6

L

= XK . =
= WSCH(UJI — 1g 1 Tw)

Da Eq. (9.6) observa-se que para w pequeno. & amplitude da s
de da entrada. A defasagem da saida € pequena par
de. a amplitude da saida € pequena € praticamente inversamente
90° conforme w tende a infimito.

ajda v(1) ¢ praticamente
a valores

igual @ K vezes a amplitu

pequenos de w. Paraw gran
proporcional @ w. A defasagem tende a —
partir de diagramas de polos e zeros. A resposta em
da graficamente a partir do diagrama de polos e zeros

Resposta em freqiiéncia a
a seguinte fungao de transferéncia:

freqiiéncia pode ser determina
da fungio de transferéncia, Considere

K(s + z)
G(s)=——
) 55 + p)
onde p e - sdo reais. A resposta em freqiiéncia desta fungdo de transferéncia pode

ser obtida de

.. K(jo+=z)
Gjw) = ————=
(o) jo(jo + p)

Os fatores jo + 2, jo €jo + p SA0 NUMEros complexos, conforme indicado na Fig
9.4, O modulo de G(jw) €
K|jo + z|

|SUON = [Fallj@ 1

_ _K| 4P|
[OP| - |BP|
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e 0 angulo de fase de G(jw) e

[Gljw) = [jo +z— [i®— [j® =P
w

— gt L _90°— tg7' -
£ p

=

—¢—6,—6,
g, sao definidos na Fig. 9.4. Note que uma rotagiao no
tivo para a medida de angulo.

onde os angulos & e f, €
finida como o sentido posi

J'wf

sentido anti-horario € de

Fig. 9.4 Determinagio da resposta em frequiencia no plano complexo.

| Y
|I 8,
|
|
|
' ——
0 4
|
IH\
f \82
oy = Juwy vlc-——L— -
B

Fig. 9.5 Determinagao da resposta em frequéncia no plano complexo.
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A partir da analise de resposta transitoria de sistemas de malha-fechada.
sabemos que um par de polos complexos conjugados proximos ao eixo jw produzi-
rdo um tipo altamente oscilatorio de resposta transitoria. No caso de resposta em
freqiiéncia. este par de polos produzird uma resposta com um pico altamente
significativo.

Considere. por exemplo. a seguinte fungao de transferencia:

_ K
G =GFr0e+7)

ondep, e p. sio complexos conjugados. conforme indicacédona Fig. 9.5. A resposta
em fregiiéncia desta fungdo de transferéncia pode ser determinada de

. K
& - i
GU@)l [jo + p, |l j@ =+ psl
e K
[AP||BP|

fG(jﬂ.)} =—0, -6,

onde os angulos 6, e §, sio definidos na Fig. 9.5. Desde que | AP|| BP| ¢ muito
pequeno proximo a w = w, . | G(jw, )| € muito grande. Portanto um par de polos
complexos conjugados proximos a0 eixojw acarretard uma resposta em freqiiéncia
com grande valor de pico.

Inversamente, se a resposta em fregiiéncia nao apresentar um pico significa-
tivo, entdo a fungdo de transferéncia nao possui polos complexos conjugados
proximos ao eixojw. Esta fungao de transferéncia também nao exibird umaresposta
transitoria altamente oscilatoria. Desde que a resposta em frequéncia indireta-
mente descreve a localizagao dos polos e zeros da fungao de transferéncia, pode-
mos estimar as caracteristicas de resposta transitéria de um sistema a partir das
caracteristicas de resposta em frequéncia. Na Segao 9.7 apresentaremos uma
discussao detalhada deste assunto.

9.2 GRAFICOS LOGARITMICOS

Esta se¢do, bem como as duas seguintes sao relacionadas principalmente com
a apresentagao das caracteristicas de resposta em freqiéncia de sistemas de con-
trole lineares.

A funcio de transferéncia senoidal, uma fungéo complexa da freqliénciaw, &
caracterizada pelo seu modulo e angulo de fase, com a freqiéncia como parametro.
Ha trés representagoes comumente utilizadas de fungdes de transferéncia senoi-
dais. Elas sao

1. gréfico logaritmico ou diagrama de Bode
2. grafico polar
3, gréfico do log-médulo versus fase

Esta secao apresenta graficos logaritmicos de fungoes de transferéncia senoi-
dais. Graficos polares e graficos log-modulo versus fase sao apresentados nas
Segoes 9.3 e 9.4, respectivamente.

Grificos logaritmicos ou diagramas de Bode. Uma fungdo de transferéncia

senoidal pode ser representada por dois graficos separados, um fornecendo o
moédulo versus fregiiéncia e outro o angulo de fase versus freqliéncia. Um grafico
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logaritmico ou diagrama de Bode consiste em dois graficos: Um deles € um grifico
do logaritmo do modulo de uma fungéo de transferéncia senoidal: o outro € um
grafico do angulo de fase: ambos sao construidos em fungao da frequéncia, estaem
uma escala logaritmica.

A representagao padrao do modulo logaritmico de G(jw) € 20log | G{jw)|. onde &
base do logaritmo é 10. A unidade usada nesta representacido do modulo € o decibel.
usualmente abreviado db. Na representacao logaritmica, as curvas sao desenhadas
em papel monolog. usando-se a escala log paraa frequéncia e a escala linear tanto
para 0 modulo (porem em db) como para 0 angulo de fase (em graus). (A faixa de
frequiéncia de interesse determina o numero de décadas logaritmicas exigidas na
abscissa.)

A principal vantagem de usar grafico logaritmico é que a multiplicagao dos
modulos é convertida em uma adicao. Além disso. € disponivel um metodo simples
para esbogar uma curva aproximada do log-madulo. Esta é baseada em aproxima-
¢oes assintoticas. Estas aproximagdes por retas assintoticas sao suficientes
somente se for necessaria uma informacao grosseira das caracteristicas de resposta
em fregiiéncia. Se forem desejadas as curvas exatas. facilmente podem ser feitas as
corregdes nas curvas assintoticas basicas, As curvas de angulo de fase podem
ser facilmente desenhadas se for disponivel um modelo para a curva do angulo de
fase de 1 + jw.

Note que a determinagdo experimental de uma fungao de transferéncia pode
ser realizada de modo simples se os dados de resposta em fregiiéncia estao apresen-
tados na forma de um grafico logaritmico.

A representagao Jogaritmica é util pelo fato de gue mostra tanto as caracteristi-
cas de baixa freqiiéncia como aquelas de alta freqiiéncia, para a fun¢éo de transfe-
réncia considerada. em um tinico diagrama. A expansao da faixa de baixa freqién-
cia utilizando uma escala logaritmica para a freqiiéncia € muito vantajosa desde que
as caracteristicas de baixa freqiéncia sao mais importantes em sistemas praticos.
(Note que devido & escala de frequéncia logaritmica. € impossivel construir as
curvas para a direita até a fregliéncia zero: entretanto. isto nao cria qualquer
problema sério.)

Fatores basicos de G(jw)H(jw). Conforme citado anteriormente. & principal
vantagem em usar o grafico logaritmico estd na relativa facilidade de desenhar as
curvas de resposta em freqiéncia. Os fatores basicos que mais freqientemente
ocorrem em uma funcio de transferéncia arbitrdria G(jw)H (ju) sao:

1, ganho K

2. fatores integral e derivativo (jw)™'

3. fatores de primeira-ordem (1 + juT)™

4. fatores quadraticos [1 + 2 (jw/w,) + (e few )?] ™!

Uma vez familiarizados com os graficos logaritmicos destes fatores basicos. ¢
possivel utiliza-los na construgao de graficos logaritmicos compostos para gualquer
forma geral de G(jw)H(jew) esbogando-se as curvas para cada fator e adicionando as
curvas individuais graficamente, porque a adigao dos logaritmos dos ganhos cor-
respondem a multiplicagao dos mesmos.

O processo de obtencdo do grifico logaritmico pode ser ainda mais simplifi-
cado pelo uso de aproximagdes assintoticas para as curvas de cada fator. (Se
necessario, podem ser feitas corregdes facilmente em um grafico aproximado para
obter-se um grafico preciso.)

O ganho K. Um nimero maior do que a unidade possui um valor positivo em

decibéis, enquanto um nimero menor do que a unidade possui um valor negativo. A
curva do log-modulo paraum ganho constante K € uma horizontal de valor 20 log K
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db. O angulo de fase doganhoK ¢ nulo.* Oefeitoda variacao do ganho K nafuncéo
de transferéncia ¢ que ele desloca para cima ou para baixo a curva do log-modulo da
funcdo de transferéncia por uma quantidade correspondente constante. nao afe-
tando porém o dngulo de fase,

20 |r||[| T T TTTF T

[=]

Decibéis (db)

| |
| |

o/‘ | i et I A Y
2

— 4 ! i !
0,01 002 004 0, gz 04086 1
Numeros

Fig. 9.6 Reta para conversio nimero-decibe.

Uma reta de conversao numero-decibel é fornecida na Fig. 9.6. O valor em
decibel de qualquer nimero pode ser obudo a partir desta reta. Quando um numero
aumenta por um fator de 10, o valor em decibel correspondente aumenta por um
fator de 20. Este resultado pode ser verificado a partir do seguinte:

20 log (K x 107) = 20 log K —+ 20n

Note que. quando expresso em db, o reciproco de um numero difere do seu valor
apenas no sinal; isto €, para um numero K,

1
20log K = —20 log?
Fatores integral e derivativo (jw)™. O médulo logaritmico de 1/jw em db é
1
20 log 7 —20log w db

O angulo de fase de 1/jw € uma constanie e igual a —90°.

*N. do T. O autor estd considerando K > 0.
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Em gréficos logaritmicos, as relagoes de fregliéncias sa0 expressas em lermos
de oitavas ou décadas. Uma oitava € um intervalo de freqiéncia desde w, até 2aw,.
onde w, é uma frequéncia de qualquer valor. Uma década corresponde a um
intervalo de fregiiéncia desdew; até 10w,. onde, novamente, , € qualquer freguén-
cia. (Na escala logaritmica de um papel monolog qualquer relagao de freguéncia
pode ser representada pela mesma distancia horizontal. Por exemplo, a distancia
horizontal desde w = 1 até w = 10 € igual 4 distancia desde @ = 3 até w = 30.)

Se o log-modulo —20 log db é colocado em um grafico com w na escala
logaritmica. a curva resultante € uma reta. Desde que

(—20 log 10w) db = (—20 log w — 20) db

a inclinagdo da reta é —20 db/década (ou —6 db/oitava).
Analogamente, o log do modulo de jw em db e

20 log | jo | = 20 log @ db

[}

O angulo de fase de jw € constante € igual a 90°. A curva do log-mddulo € uma reta
com inclinagio de 20 db/década. As Figs. 9.7(a) e (b) mostram as curvas de resposta
em freqiiéncia para | [jw e jw, respectivamente. Podemos verificar facilmente que as
diferencas nas curvas de resposta em frequiéncia dos fatores 1/jw € jw correspondem
a0s sinais das inclinagoes das curvas do log-modulo e aos sinais dos angulos de fase.
Ambas as curvas dos logs dos médulos tornam-se iguais a 0 db paraw = 1.

Se a fungdo de transferéncia contém o fator (1/jw)" ou (jw)". o log do modulo

abh do A
40+ 40
20+

Inclinagado = 20 db/década

—-20
—40 . —40 ] | ] -
ol 1 10 100 w [oN] 1 10 100 w
¢ A Y
o°+ 180° |-
- =90° 90°
ST Yo ol I T IR [+ = ! L | =
Q,l 1 10 100 w (o] 1 10 100 w

(a) (b)

Fig. 9.7 (a) Curvas de resposta em freqiiéncia de 1/jw; (b) curvas de resposta em fregiéncia
de jw.
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resulta. respectivamente. em

201og‘(_j1_w‘= _n % 201log | joo| = —20n log » db

ou
20 log |(jw)"| =n x 20log|je| = 20n log w db

As inclinacoes das curvas dos log-modulos para os fatores (1/jw)" e (jo)" SA0 entao
—20n db/década e 20n db/década. respectivamente. O angulo de fase de (1/jw)" €
igual & —90° x n em toda a faixa de fregiiéncia. enquanto que para (jo)" é igual a
90° x n em toda a faixa de frequéncia.

Fatores de primeira-ordem (1 — jw7)™'. Ologdo médulo do fator de primeira-
ordem 1/(1 + jwT) €

I S S Vs ey o
mlog‘]_i_ij‘l_ 20 log ~/T + @°T2 db

Para baixas fregiiéncias. tais comow << 1/T, 0 log do modulo pode ser aproximado
por

—20log &/T + @?T? = —201log 1 =0db

Portanto. a curva do log-modulo em baixas freqiéncias € a reta constante 0-db.
Para altas freqiéncias, tais como w >> 1/T,

20 log /T + @?T? = —20log wT db

Esta é uma expressao aproximada para 4 faixa de altas freqiéncias. Emae = 1/T, 0
log do médulo é igual a 0 dbiemw = 10/, o log do médulo ¢ —20 db. Portanto. o
valor de — 20 logw T db decresce de 20 db para cada década dew. Paraw >> 1T, &
curva do log do modulo é uma reta com inclinagao de —20 db/década (ou —6
db/oitava).

A andlise anterior mostra que a representacao logaritmica da curvade resposta
em fregiiéncia do fator 1/(1 + jwT) pode ser aproximada por duas retas assintoticas.
uma reta em 0 db para a faixa de freqiencia 0 < w < 1/T, e uma outra reta com
inclinagao — 20 db/década (ou — 6 db/oitava) para a faixade freqiéncia 1/T < @ < =,
A curva exata do log-modulo. as assintotas, e a curva exata do angulo de fase sdo
mostradas na Fig. 9.8.

A fregiiéncia na qual as duas assintotas se interceptam ¢ denominada freqtién-
cia de canto ou freqiiéncia de mudanga de inclinagio (“*quebra™). Parao fator 1/(1
+ jwT). a freqiiénciaw = 1/T € a frequéncia de canto desde que emw = 1/T as duas

assintotas possuem o mesmo valor. (A expressao assintotica em baixa-freqiéncia
emw = 1/T é20log 1 db = 0db e a expressao assiniotica de alta-fregliéncia eme =
1/T ¢ também 20 log 1 db = 0db.) A freqiiéncia de canto divide a curva de resposta
em fregiiéncia em duas regioes, uma curva para a regiao de baixa-freqiiencia e uma
curva para a regiao de alta-fregiiéncia. A frequéncia de canto ¢ muito importante
para o esbogo de curvas de resposta em freqliéncia logaritmicas.

0 angulo de fase exato ¢ do fator 1/(1 + juT) é

¢ =—tg"" o

434

e

10
| T
[ |
Assintota Freqiéncia de canto ‘
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Fig. 9.8 Curvadolog-médulo conjuntamente com as assintotas e curvas do angulo de fase de
1/(1 + jwT).

Na freqiiéncia zero, o angulo de fase € 0°. Nafrequénciade canto, angulode fase ¢

p=—tg" T 1=—ss°

No infinito. o angulo de fase torna-se —90°. Desde que 0 angulo de fase ¢ dado por
uma fungao inversa da tangente, o angulo de fase é anti-simétrico em relagdo ao
ponto de inflexdo em ¢ = —45°.

O erro na curva de modulo causado pelo uso de assintotas pode ser calculado.
0O erro maximo ocorre na freqiéncia de canto e ¢ aproximadamente igual a —3 db
desde que

—20logA/T+1+20logl = —10log2 = —3,03db

O erro nafregiiéncia uma oitava abaixo da freqiiéncia de canto, istoé.ema = 1/2T,
é

—20logy/4 + 1+ 20log 1 = —20log _-"’25 — —097db

435



S erro na freqiiéncia uma oitava acima da freqliéncia de canto. isto €. emw = 2/T, €
—20loga/2* +1+20log2 = —20 log—'z5 =—0,97 db

Zortanto. o erro em uma oitava abaixo ou acima da fregiliéncia de canto € aproxi-
—adamente igual a — 1 db. Analogamente. o erro em uma decada abaixo ou acima
-z frequéncia de canto ¢ aproximadamente —0.04 db. O erro em decibeis envolvido
-5 uso da expressao assintotica para a curva de resposta em freqiéncia de 1/(1 -
T) ¢ indicado na Fig. 9.9. O erro ¢ simétrico em relacio a freqiiéncia de canto.

Desde que as assintotas sao muito faceis de desenhar e suficientemente Proxi-
—as da curva exata. o uso destas aproximagdes nos desenhos dos diagramas de
3ode é conveniente para estabelecer a natureza geral das caracteristicas de res-
~osta em freqiiéncia rapidamente e com um minimo de calculo. podendo ser
ctilizado para muitos trabalhos de projeto preliminares. Se forem desejadas as
curvas precisas de resposta em freqiéncia. podem ser feitas as correcoes facil-
=ente. referindo-se a curva fornecida na Fig. 9.9. Na prdtica. uma curva precisade
-2sposta em freqiiéncia pode ser desenhada localizando-se 0 ponto de —3 db na
reqiiéncia de canto e os pontos de — | db uma oitava acima e abaixo da freqiiéncia
de canto e entdo ligando estes pontos por uma curva suave.

Note que uma variagao na constante de tempo T desloca a freqiiéncia de canto
nara a direita ou para a esquerda. porém as formas das curvas do log-modulo e do
zngulo de fase permanecem as mesmas.

A fungdo de transferéncia 1/(1 — jwT) possui as caracteristicas de um filtro
assa-baixas. Para freqliéncias acimade w = 1/T, 0 log do modulo cai rapidamente
-ara — x=. Este resultado é devido essencialmente & presenca da constante de
->mpo. No filtro passa-baixas. a saida pode seguir uma entrada senoidal muito
srecisamente em baixas fregiliéncias. Porém. conforme a fregiliéncia de entrada ¢
:umentada. a saida ndo pode seguir a entrada porque € necessario um certo
‘ntervalo de tempo para o sistema atingir o valor necessario. Portanto, em altas
“eqiiéncias. a amplitude da saida tende a zero e o angulo de fase da saida tende &
—9(®. Portanto, se a funcdo de entrada contém muitas harmonicas, entdo as compo-
1entes de baixas freqiiéncias sio bem reproduzidas na saida. enquanto as compo-
aentes de altas freqiiéncias sdo atenuadas em amplitude e defasadas. Portanto. um

Fregiiéncia de canto

o —— Y T
e J‘-'r 1
-1 1 T x\‘ ‘}I' - -
| 1% = ]
! I Y 7 t
il SpE— . 7t ]
I 1 L | |
: N g
-3 T T
i : =T ! =
=1 gL _ i 2 3 5 10
T BT 3T 7 T T T T

£

Fig. 9.9 Errodo log-médulo na expressao assintStica da curva de resposta em fregiiéncia de
il + juT).
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elemento de primeira-ordem fornece uma réplica exata, ou quase exata, apenas
para fendomenos constantes ou lentamente variaveis.

Uma vantagem da representacao logaritmica € que para fatores reciprocos. por
exemplo, o fator 1 — jw7, as curvas do log-modulo e do angulo de fase necessitam
apenas trocar de sinal. Desde que

2010g |1 + joT| = —20 iog‘ﬁljﬁ‘

. |
—_ —— =1 R ] —
/1 +joT = tg7! oT =

a freqiiéncia de canto € a mesma em ambos 0s casos. A inclinagio da assintota de
alta freqiénciade | + jwT € 20 db/década, e o dngulo de fase varia desde 0° ate 90°
conforme a fregliéncia w aumenta desde 0 até infinito. A curva do log-modulo,
juntamente com as assintotas e a curva angulo de fase para o fator 1 + T sao
indicadas na Fig. 9.10.

Os formatos das curvas doangulo de fase sao os mesmos para qualquer fator da
forma (1 + jwT)™'. Portanto, € conveniente possuir um modelo para a curva do
angulo de fase a disposi¢ao. Este modelo deve ser usado repetidamente para
construgdo das curvas do dngulo de fase para qualquer fun¢do da forma (1 + juT)™".
Se este modelo nao for disponivel, devemos localizar alguns pontos da curva. Os
angulos de fase de (1 + jwT)™' sao

F45° em @ = LT
FAE em  0=o
F57° em = ﬁ,
T634° em o= %
T843° em = -]j:

Para o caso no qual uma dada fungao de transferéncia envolve termos do 1
(1 + jwT)"". pode ser feita uma construcéo assintotica similar. A frequéncia de
cantoaindaéeme = 1/T, e asassintotas sio retas. A assintotade baixa freqliéncia ¢
uma reta horizontal em 0 db. enquanto a assintota de alta fregiencia possui a
inclinagio —20n db/década ou 20n db/década. O erro envolvido nas expressoes
assintoticas é n vezes o correspondente a (1 + jwT)™'. O angulo de fase € n vezes
aquele de (1 + jwT7)™! em cada freqiéncia.

Fatores quadriticos [1 + 2{(jw/w,) + (jwlw,)?]*". Sistemas de controle normal-
mente possuem fatores quadraticos da forma

1
e xg)+ 02) "

" n
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Fig. 9.10 Curvado log-médulo conjuntamente com as assintotas e curvas do angulo de fase
de 1 + joT.

Se { > 1, este fator quadratico pode ser expresso como um produtp_de |:!ozs fatores
de primeira-ordem com pélos reais. Se 0 < { < 1, este fator qqad]'gnco ¢ o produto
de dois fatores complexos conjugados. As aproximagoes assintdticas para as cur-
vas de resposta em freqiiéncia nao sao precisas para um fator com baixos valores de
¢, pois tanto o médulo como o angulo de fas_e do fator quadratico dependem da
freqiiéncia de canto e da relagio de amortecimento L. .

A curva de resposta em freqiéncia assintotica pode ser obtida como segue:

Desde que
1

1+ 2C(j§") + (jg{)z

- - 125 + (58]

para baixas freqiéncias tais que @ << @x, 0 log do médulo resulta em

20 log

—20logl =04db

A assintota de baixa freqliéncia é portanto uma reta horizontal em 0 db. Para altas
frequiéncias tais que © >> wy,. 0 log do médulo resulta em

2
—20 103% = _wloggdb
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A equacio para a assintota de alta freqiiéncia € uma reta possuindo a inclinagao — 40
db/década desde que

—40 log 100 _ 40— 4010g-c£
%) ,

A assintota de alta freqiiéncia intercepta a de baixa frequéncia em w = w, desde que
nesta freguéncia

—mloggz _40log]1 = 0db

Esta fregiiéncia é a fregiiéncia de canto do fator quadritico considerado.

As duas assintotas que acabamos de deduzir sao independentes do valor de {.
Préximo & freqiéncia w = w,. ocorre um pico de ressonancia. conforme pode ser
esperado a partir de (9.7). A relag@o de amortecimento { determina & amplitude
deste pico de ressonancia. Portanto, existem obviamente erTos na aproximagao
pelas assintotas. O valor do erro depende do valor de . Serd grande para péquenos
valoresde . A Fig. 9.11 fornece as curvas exatas do log do modulo conjuntamente
com as assintotas e as curvas do angulo de fase para o fator quadratico dado em (9.7)
para alguns valores de {. Se forem desejadas corregdes nas curvas assintoticas. a
correcao necessaria em um numero suficiente de frequéncias pode ser obtida a
partir da Fig. 9.11.

O angulo de fase do fator quadratico [1 + (jw/w,) + (jwlw,)*] " €

w
2Cm

— 1 = et | e e e
S e R e -

n

0O angulo de fase é uma fungao tanto de @ comode {. Emw = 0. 0 angulo de fase e
igual a 00, Na freqiiéncia de canto w = w,. 0 dngulo de fase ¢ —90° independente-
mente de {. desde que

Eme = =. 0 angulo de fase resulta — 180°. A curvado angulo de fasee anti-simetri-

ca em relacfio ao ponto de inflexdo. o ponto onde ¢ = — 90°.
As curvas de resposta em freqiiéncia para o fator

2 (2)+2)

podem ser obtidas simplesmente invertendo-se o sinal daquelas do log do modulo
e das curvas do angulo de fase do fator
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Fig. 9.11 Curvas do log-médulo conjuntamente com as assintotas e curvas dodngulo de fase
da fungdo de transferéncia quadritica por (9.7).

Para obter as curvas de resposta em freqiéncia de uma dada fungdo de
transferéncia quadratica, devemos inicialmente determinar o valorda freqiénciade
canto w, € da relagio de amortecimento {. Entdo, usando a familia de curvas
fornecida na Fig. 9.11, podem-se construir as curvas de resposta em freqliéncia.

A fregiiéncia de ressonanciaw, e o valor do pico de ressonanciaM,. O médulode
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A e

e —

o 1
G(jw) 2{(}2-) = (JC%,:);
|Gy | = o . (9-9)
JOo-2) +(25)

Se |G(jw) | possui um valor de pico em alguma freqiéncia, esta frequéncia €
denominada a fregiiéncia de ressondncia. Desde que o numerador de |G(jw) | €
constante., ocorrera um valor de pico de | Glje) | quando

g)=(1- 2—2)’ + (2:-3)2 ©-10)

¢ um minimo. Desde que a Eq. (9.10) pode ser escrita
2 __ il — 722
o) = [ @G =20 ap - 0 (o-11)

o valor minimo de glw) ocorre em w = w, V1 — 2 . Portanto, a freqiiéncia de
ressonancia @, €

w, =01 -2

Conforme a relagao de amortecimento { tende a zero. a frequéncia de resso-
nanciatende aw,. Para0<{=0,707.a freqiénciade ressonanciaw, € menordoque
a fregiiéncia natural amortecida wg = Wx v/1 — 7. que ¢é exibida na resposta
transitoria. Da Eq. (9.11) pode-se observar que, para { > 0,707, ndo ha pico de
ressonancia. Para { > 0,707, 0 modulo | Gjw) | decresce monotonicamernte com o
aumento nafreqiénciaw. Isto significaque ndo hd piconacurva de moduloparal >
0.707. (O médulo ¢ menor do que 0 db para todos os valores de w > 0. Lembre-s¢
que, para 0,7 < { < 1, aresposta a0 degrau € oscilatoria, porém as oscilagoes sao
bastante amortecidas e pouco perceptiveis.)

0 valor do pico de ressonancia M, pode ser determinado substituindo-se a Eq.
(9.12) na Eq. (9.9). Para 0 = { = 0,707,

(0 <{<0,707) (9-12)

M, = 16U osx = 1660 | = 77— ©-13)
Para { = 0,707,
M =1 (9-14)

Conforme { tende a zero. M, tende a infinito. Isto significa que se o sistema nao
amortecido for excitado em sua freqiiéncia natural, © modulo de G(jw) torna-se
infinito. A relacao entre M, ¢ [ € indicada na Fig. 9.12.
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M, em db
(1]
[===]

Fig. 9.12 Curva M, versus { para o sistema de segunda-ordem 1/[1 + X (jolw,) + (wfwy)T].

O angulo de fase de G(jw) na freqiiéncia onde ocorre o pico de ressonancia pode
ser obtido substituindo-se a Eq. (9.12) na Eq. (9.8). Portanto. na fregiiéncia de
resSSONANCIA w,.

(G = — g Y&

= —90° 4 sen”'— B -

Procedimento geral para construcado das curvas logaritmicas de resposta em
freqiéncia. Inicialmente reescreva a fungéo de transferéncia senoidal G(jw) H(jw)
como um produto dos fatores basicos anteriormente discutidos. Identifigue entdo
as freqiiéncias de canto associadas com estes fatores basicos. Finalmente desenhe
as curvas assintoticas do log-médulo. com inclinagdes apropriadas entre as fre-
gliéncias de canto. A curva exata, situada muito proxima a curva assintotica, pode
ser obtida efetuando-se as corregoes apropriadas.

A curvado angulo de fase de G(jw)H(jw) pode ser desenhada adicionando-se as
curvas dos angulos de fase dos fatores individuais.

O uso dos graficos logaritmicos empregando aproximagoes assintoticas neces-
sita um tempo muito menor do que os outros métodos que podem ser utilizados
para determinagao da resposta em freqiiéncia de uma fungao de transferéncia. A
facilidade de construgdo das curvas de resposta em freqiiéncia para uma dada
funcao de transferéncia e a facilidade de modificacao da curva de resposta em
fregiéncia, conforme € adicionada uma compensagdo, constituem as principais
razoes do uso muito comum na pratica destes graficos logaritmicos.

Exemplo 9.2 Desenhe um diagrama de blocos para a seguinte fungao de transferéncia: .

10w + 3)

CUD) = GayGa + 2wy ~jo + 2]
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Efetue corregoes de modo que a curva do log-médulo seja precisa.

De modo a evilar quaisquer erros possiveis na construgao da curva do log-modulo. é
desejavel colocar G(jw) na forma normalizada seguinte. onde as assintotas de baixa frequéncia
para os fatores de primeira-ordem e para o fator de segunda-ordem correspondem a reta de

(O-db.

7,5

2 )

Gljw) =

o) (L2 + z)[(f‘;)zf ]

5+

40

20

db

—40

0,2

90°

TITI]'Il

LI A L

-180°

-270°

G(jw)

|IJ|1I|

02

04 0608 1

(4

Fig. 9.13 Diagrama de Bode do sistema considerado no Exemplo 9.2.



Esta funcio é composta pelos seguinies fatores:
— o) L@\t Ty ot ja)1!
gy 1S (42 g+

As fregiiéncias de canto do terceiro. guarto € quinlo ermos sao w = Jam=26w=\T
respectivamente,

Para construir o diagrama de Bode. as curvas assintoticas separadas para cada um dos
fatores sio mostradas na Fig. 9.13. A curva composla € entao abtida adicionando-se aigebri-
camente as curvas individuais. também mostrada na Fig. 9.13. Note gue quando as curvas
assintoticas individuais sao adicionadas em cada frequencia. a inclinagio da curva composta
acumulativa. Abaixodew ={_\L'F2. o grafico possui & inclinagao de — 20 db/decada. Na primeira
freqiiéncia de canto w = \/21. a inclinacao muda para —60 db/decada e continua com estd
inclinagao até a proxima fregiiéncia de canto em @ = 2. onde a inclinagao torna-se —80
db/década. Na ultima fregiiéncia de cantow = 3. a inclinacao muda para — 60 db/década.

Uma vez desenhada a curva aproximada do log-moduio. pode ser obtida a curva real
adicionando-se as corregoes em cada frequénciade canto e nas fregliéncias uma oltava abalxo
e acima das frequiéncias de canto. Para os fatores de primeira-ordem (1 + JwT)='. as corregoes
sa0 + 3 db na freqiiéncia de canto e = 1 db nas fregliencias correspondentes a Uma oltavaacima
e abaixo da freqiiéncia de canto. As corregdes necessanas para o fator quadratico sao obtidas
da Fig. 9.11. A curva exatado log-modulo para Gijw) € indicada por uma linha tracejada na
Fig. 9.13.

Para a construgio da curva completa do angulo de fase. devem ser esbogadas as curvas
do angulo de fase para todos os fatores. A soma algébrica das curvas do angulo de fase resulta
na curva completa do angulo de fase. conforme indicado na Fig. 9.13,

A simplicidade da construgao do diagrama de Bode deve estar agora aparente, Apos
adquirir pritica na construgao de diagramas de Bode nao € necessario cConstruir as assintotas
para cada um dos fatores envolvidos na fungio de transferéncia. Podemos desenhar direta-
mente as curvas compostas, assintoticas, do log-modulo som ando mentalmente as assintotas
para cada um dos fatores.

Sistemas de fase minima e sistemas de fase nao-minima. Fungdes de transferén-
cia que nio possuem polos ou zeros no semiplano direito do plano s sdo funcoes de
transferencia de minima fase: por outro lado. as fungoes de transferéncia que
possuem palos e/ou zeros no semiplano direito sao funcoes de transferéncia de fase
nao-minima. Os sistemas com fungoes de transferéncia com minima fase s&o
denominados sistemas de minima fase: por outro lado. aqueles com fungoes de
(ransferéncia de fase nao-minima sdo denominados sistemas de fase nao-minima.

Para sistemas com as mesmas caracteristicas de modulo. a faixa no angulo de
fase da funcdo de transferéncia de fase minima € minima para todos estes sistemas.
enquanto a faixa no angulo de fase de qualquer fungdo de transferéncia de fase
nao-minima é maior do que aquele minimo.

Considere. como um exemplo, os dois sistemas cujas fungoes de transferéncia
senoidais sdo, respectivamente,

; 1 + joT ; — ]
Gitjw) = {42l Gyjw) = :J__j(f)_"% 0« T<T)
T 1

As configuragdes de polos e zeros destes sistemas sio indicadas na Fig. 9.14. As
duas funcoes de transferéncia senoidais possuem as mesmas caracteristicas de
modulo. porém as caracteristicas do angulo de fase sao diferentes, conforme
indicado na Fig. 9.15. Estes dois sistemas diferem entre si pelo fator

1 —joT

G(jw) = W

;'w.i f“’f
|
| |
|
|
| ___‘)(____|+_-—-——O-—>-
——————— ) e
-+ % | T T
Ty | |
| |
| |
Q_Ts
1+ 75 [ SRR %
G'(5)=1:T‘5 =TT

Fig. 9.14 Configuragoes de polo-zero de um sistema de fase minima G(s) e um sistema de
fase nao-minima G s).

O modulo do fator (1 — jwTi(l = jul) ¢ sempre unitario. Porem. 0 angulo de
fase ¢ igual a —2tg 'wl e varia desde 0 ate —180° conforme a frequéncia varia
desde zero até infinito. _ ' _

Paraum sistemade fase minima. as caracterisucas de rnodulp deanguloede fase
sdodiretamente relacionadas. Isto sign_iﬂca quesea cur\:a_de rrjodulo q: um sistema
for especificada em todas as freqiencias desde zero ate Inﬁr_ulo. I:nlau. a curv:‘_a. do
ingulo de fase € unicamente delermmar’ia_‘ e vice-versa. lslo, entretanto. nao ¢
verdade para um sistema de fase nao-minima. o -

As situagoes de fuse ndo-minima podem SUrgir atraves de dois modos diferen-
tes. Um deles é simplesmente quando um sistema inclui um elemento. ou elemen-
tos. de fase nao-minima. A outra situacao resulta nos casos onde um lago menor €
instavel. N
msml“iru um sistema de fase minima. o angulo de fase emaw === € !gual a-— 9[!“ [L,i_—
p). onde p g SA0 O graus dos polinomios do numerador e dcqommz@mr da funcao
de transferencia, respectivamente. Paru um sistema de fase nao-minima. © anga..ﬂn
de fase emw = = difere de—90%g — p). Em qualquer ?1)‘(&1"!18.. ainclinagao da ;u_tva
do log-médulo em w = ¢ igual a —20g — P) db:deg‘ada. E portanto pos;s.wel
detectar se 0 sistema € ou nao de minima fase cxgmmando—se a mcimagao‘da
assintota em alta freqiiéncia da curva log-moduloe 0 angulo de fase emw = =. Sea

W

Fig. 9.15 Caracteristicas do angulo de fase dos sistemas G(s) € (i s) indicados na Fig. 9.14.
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inclinagao da curva do log-modulo. conforme a freqiiéncia tende a infinito, for
~20(g — p) db/década e o angulo de fase em w = = € igual a —90°%g — p). entdo o
sistema € de minima fase.

Sistemas de fase ndo-minima sdo lentos em resposta em virtude de seus
comportamentos defeituosos no inicio da resposta. Em muitos sistemas de contro-
les praticos. devem ser cuidadosamente evitados atrasos de fase excessivos. No
projeto de um sistema. se a velocidade rapida de resposta ¢ de fundamental
importancia, nao deveremos usar componentes de fase ndo-minima. (Um exemplo
comum de elementos de fase nao-minima que podem estar presentes em sistemas de
controle € o atraso de transporte.) .

Deve-se notar que as técnicas de analise e projeto de resposta em frequiéncia a
serem apresentadas neste e no proximo capitulo sao validas tanto para sistemas de
fase minima como para sistemas de fase nao-minima.

Atraso de transporte. O atraso de transporte ¢ um comportamento de fase
nio-minima e possui um atraso de fase excessivo sem atenuagdo em altas freqtién-
cias, Considere o atraso de transporte dado por

Gjw) = eeT

O modulo € sempre igual & unidade desde que

|G(jw)| = |cos T — jsenwT| =1

‘-""“-..__. | l ‘
T\\ [ |
- 100" : - S i G
| \ [ | |
-200° | T !
i || s=e™| A\
B [Giml|=0do | | ! \
-300° . L I| \\ i
-400° T
| L |
| \
-500° i \
T I \\
| | \
-600° Bl 0 ],J',”
ol 02 Gz 0B 08 1 2 45 6 810

Fig. 9.16 Caracterstica do dngulo de fase do atraso de transporte.
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Portanto. o log do médulo do atraso de transporte e 7 € igual a 0 db. O angulo de
fase do atraso de transporte €

[G(jw) = —wT (radianos)
= —573 T (graus)

O angulo de fase varia linearmente com a freqiéncia w. A caracteristica do angulo
de fase do atraso de transporte ¢ indicada na Fig. 9.16.

Exemplo 9.3 Desenhe o diagrama de Bode da seguinte fungao de transferencia:

e‘fﬂlL

GU®) =1 T7aT

0O log do modulo €
20 log | G(jw)| = 20log|e~/=L| + 2010g‘ﬁ&]—7:!

1
=0 —':20103‘——1 TieT

o
o

oﬂ
T

/1]

[ { F\_\
-100°F <05/ ™~
[+ jw
* L
-200°
-300° .
0, 0,2 04 0608 1

W
Fig. 9.17 Diagrama de Bode para o sistema e“*4/(1 + juT)comL = 0.5eT = L.
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O dngulo de fase de Gjw) ¢

1
i — or | S . p——
[G(jw) = [e Jo TFjoT

= —wL -1 T

As curvas do log-médule = zngulo de fase para esta fungéo de transferéncia com L =0.5¢
T = 1 sao mostradas na Fiz 9.17.

Relacao entre o tipo do sistema e a curva do log-médulo. Os coeficientes de erro
de posicao. velocidads = aceleragao estaticos descrevem o comportamento em
baixa-freqiiéncia dos sistzmas tipo 0. tipo 1 e tipo 2. respectivamente. Paraum dado
sistema. somente um aos coeficientes de erro estaticos ¢ finito € significativo.
(Quanto maior o valor a- coeficiente de erro estatico finito, maior serd o ganho de
malha conforme w tends a zero.)

O tipo do sistema dztermina a inclinagéo da curva do log-modulo em baixas
. fregiiéncias. Portanto. = informacao relativa a existéncia e amplitude do erro em
regime estacionario de um sistema de controle. para uma dada entrada, pode ser
determinada a partir d= observagdo da regido de baixa frequéncia na curva do
log-modulo.

Determinacio do coeficiente de erro de posicao estatico. A Fig. 9.18 mostra um

exemplo do grafico do log-modulo para um sistema tipo 0. Nos sistemas deste tipo.
o modulo de G(jw) Hiwe € igual a K, em baixas frequencias. ou

lim G(jw)H(jw) = K,
w0

Segue-se que a assintotz zm baixa-freqlienciaé umareta horizontal em 20 log K, db.

Determinacio do coeficiente de erro de velocidade estatico. A Fig, 9.19 mostra
um exemplo do grafice do log-moédulo de um sistema tipo 1. A intersecgao do

segmento inicial —2(-d- década (ou seu prolongamento) com & reta @ = | tem a
doy
20109 4, -20 db/década

=40 db/década

e

w em escala log

Fig. 9.18 Curva log-modulo de um sistema tipo 0.
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ordenada 20 log K. Este resultado pode ser verificado da seguinte maneira: Emum
sistema tpo 1.

G(j@)H(jw) = fw para 0 < |

Portanto.

201og|Kel  =20l0gK,
}m]w=1

A intersecgao do segmenlo inicial —20-db/década (ou seu prolongamento) com a
reta de 0-db possui uma frequéncia numericamente lgl_JaJ a K,. Para venﬁcar_esle
resultado. vamos definir a freqiiéncia nesta INlerseccao como sendo w,: entao,

| K,

|__‘_. —_-1
| Sy

ou

Kr:wl

Por exemplo, considere o sistema tipo 1 com realimentacao unitaria cuja
funcao de transferéncia de malha-aberta €

K
Gls) = s(Us - F)

Se definirmos a fregiiéncia de canto COmOQ ¢ a frequéncia na intersecgao do
segmento —40-db/década (ou seu prolongamento) com 4 reta de 0-db como wy.

entao

w em escala log

-40 db/década

Fig. 9.19 Curva log-m6dule de um sistema tipo 1.
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Desde que

K
@, = — g
= =

i
segue que

0,0, = o}
ou

L
@, w,
No grifico logaritmico.
logw, — logw, = logw; — log w,

Pona.mo_. 0 ponto w; é 0 ponto médio entre 0s pontos w, € w,. A relagao de
amortecimento { do sistema €. entdo.

st e

Determinacio do coeficiente de erro de aceleracio estitico. A Fig. 9.20 mostra
um exemplo do grifico do log-moédulo para um sistema tlipo 2. A intersecgio do
segmento inicial —40-db/década (ou sen prolongamento) com a retaw = | possui a
ordenada 20 log K,. Desde que em baixas freqiiéncias

Gljw)H(j) = ¢ ;g;)z

db

=40 db/década

=60 db/década

\zo db/década
0 o .~

wo=vKz w em escala log

Fig. 9.20 Curva do log-modulo de um sistema tipo 2.
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segue que

=20 IOg K,

w=1

20 log |

K,
(jw)*
A frequéncia w, na intersecgao do segmento inicial —40-db/década (ou seu prolon-
gamento) com a reta de 0-db fornece a raiz quadrada de K, numericamente. Esta
afirmacao pode ser verificada a partir do seguinte:

K,

Gayi| = 20log1 =0

20 log ‘

que fornece
w,=~K,
9.3 GRAFICOS POLARES

[

O grafico polar de uma fungéo de transferéncia senoidal G(jw) € um grifico do
madulo de G(jw) versus o angulo de fase de G(jw) em coordenadas polares. con-
forme o é variado desde zero até infinito. Portanto, 0 grafico polar € o lugar dos
vetores | G(jo) |/G{j) conforme w varia de zeroa infinito. Observe que em graficos
polares. um angulo de fase positivo (negativo) ¢ medido no sentido anti-horario
(harario) em relagio ao eixo real positivo. O grafico polar é muitas vezes denomi-
nado gréfico de Nyquist. Um exemplo deste tipo de grafico € indicado na Fig. 9.21.
Cada ponto no grafico polar de G(jw) representa o ponto terminal de um vetor, para
um particular valor de w. No gréfico polar. ¢ importante indicar a graduagdo em
freqiéncia do lugar geométrico. As projecoes de G(jw) sobre o0s eixos real e
imaginario correspondem s suas componentes real e imagindria. Tanto o médulo

Gijo) | como o angulo de fase /G{jw) devem ser calculados diretamente para cada
freqiiénciaw na construgao dos graficos polares. Como o grafico logaritmico € facil
de construir. entretanto, os dados necessarios para & construgao do grafico polar

Im T
|"‘— Re{G{ juJ)] —

("1 w=00

Re

S

wa Fig. 9.21 Grafico polar.
Gljwl Im[Gljw)]

g

"=

(=]
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podem ser obtidos diretamente do grafico

logaritmico. se este ultimo for desenhado

inicialmente e os decibéis forem convertidos em modulos comuns pelo uso da Fig.

9.6.

Para dois sistemas ligados em cascata. a fungao de transferéncia global da
combinagio. na auséncia de efeitos de carga. ¢ o produto das duas fungoes de
transferéncia individuais. Se for necessdria a multiplicacdo de duas fungoes de
transferéncia senoidais. isto pode ser realizado multiplicando-se, para cada fre-
qliéncia. as fungoes de transferéncias senoidais individuais por meio da multiplica-
cao de dlgebra-complexa. Isto €. se Gliw) = G, (jw)Gajw), €ntao

G(jo) =|Gljw)|[CU®)
onde

[Glw) = [G{jo) — [G(jw)

O produto de G, (jo) e G:(jw) € indicado na Fig. 9.22.

Em geral. se for desejado um gréfic
desenhar primeiro um grifico logaritmico
grafico polar a0 invés de desenhar os grafi
car estes dois no plano complexo para o

Uma vantagem no uso do grafico po

o polar de G, (jw)G. (jw). € conveniente
de G, (jw)G.(jw) e enlao converter em um
cos polares de G, (jw) € G (jw) € multipli-
bter um grifico polar de G, (jw )G (jo).

lar € que ele mostra as caracteristicas de

resposta em frequénciade um sistema. em toda a faixa de freqliéncia, em um unico

grafico. Uma desvantagem €

que o grafico ndo indica claramente as contribuigoes

de cada um dos fatores individuais da fungao de transferéncia de malha-aberta.

i
i Re
>‘/‘?Z‘G,Uul

Fig. 9.22 Graficos polares de G (jw). Gdjw) € G (jw)Gojw).
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Fatores integral e derivativo (jo)™". O grafico polar de G(jw) = 1/jw € o eixo
imaginario negativo desde que

aa 1 Ll 1 g gpe
G(]m)—}c—u— Ja—wL?g

O grafico polar de G(jw) = jw € 0 gixo imagindrio positivo.
Fatores de primeira-ordem (I + jwT)™". Para a funcio de transferéncia senoidal

1

— 1 tg!
6Ue) = T 77 = TTT &l

os valores de Gljw) em @ = 0 e @ = 1/T sao. respectivamente.
1 1 0
GO =10 ¢ () T

LS
Sew tende ainfinito. o modulode G(jw) tende azeroe o angulo de fase tende a —90°.
O grafico polar desta fungao de transferéncia ¢ uma semicircunferéncia® conforme a
freqliéncia w varia desde zero até infinito. conforme a Fig. 9.23(a). O centro estd
localizado no ponto 0.5 sobre o eixo real e raio € igual a 0.5,

Para demonstrar que o grafico polar € uma semicircunferéncia. definimos

Gjw) =X +JjY

onde
e 1__:%’_1? — parte real de G(jo)
Y= e :?0?3-7 — parte imaginaria de G(j@)

Im

. !
w=a 1+w2T2 _>1

i
L N 05 w0 Re
Wl (5 ;
1+AT2 /)
I A '
G(f'"‘r_] wT =1
(a) (b)

Fig. 9.23 (a) Gréfico polar de 1/(1 + jwT); (b) grafica de G{jw) no plano X-Y.

-

*N. do T.: No texto original em inglés, o autor refere-se a este lugar gec_'mé_tricc como um circulo em Itt_:rdu
o texto, porém, crileriosamente. deveria considerar apenas a c1rc_unfereng|a._Consequemcmenle. utiliza-
remos nesta tradugao a designagao deste lugar geometrico por arcunferéncia.

453



Entdo. obtemos

(x4 + - (SRS (=2 - ()

Portanto. no plano X-Y, G(jw) € uma circunferéncia com centroem X = 1/2, Y =0
¢ com raio 1/2. conforme indicado na Fig. 9.23(b). A semicircunferéncia infe-
riorcorrespondeal=sw==¢ a semicircunferéncia superior corresponde a — * < w
= (.

O gréfico polar da fungao de transferéncia 1 + joT é simplesmente a metade
superior da reta passando pelo ponto (1. 0) no plano complexo e paralela ao €ixo
imaginario conforme a Fig. 9.24.* O grafico polarde 1 +joT possul Uma aparéncia
completamente diferente daquela de 1/(1 + jw™).

Fatores quadraticos |1 + WUljwlw,) + (jwlw)T . As partes de baixa-fregliéncia
e alta-fregiiéncia do grafico polar para a seguinte fungdo de ‘ransferéncia senoidal:

-

G(jw) = = r B ke
L+ 2(55) + ()
Im C?
Fig. 9.24 Grafico polar de | + jwT.
w=0
ol 1 Re

siao dadas. respectivamente, por

lim G(jw) = 1/0° e lim G(jw) = 0/ —180°
w0 ==

]

O grafico polar desta fungéo de transferéncia senoidal tem inicio em 1 |0° e termina
em 0 |—180° conforme w aumenta desde zero até infinito. Portanto, a parte de
alta-frequiéncia de G(jw) € tangente a0 eixo real negativo. Os valores de G{jw) no
intervalo de fregiiéncia de interesse podem ser calculados diretamente ou usando-
se o grafico logaritmico.

Exemplos de graficos polares da fungao de transferéncia considerada sao
indicados na Fig. 9.25. A forma exata de um gréfico polar depende do valor da
relagio de amortecimento . porém a forma geral do grafico é a mesma tanto para 0
caso subamortecido (1 = { > 0) como para 0 caso superamortecido (£ > 1).

«N. do T. O autor esti considerando apenas w = 0.
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({: pequeno)

Para o caso subamortecido emw = wy. [€MOs que Gljwy = 1/(20) e o angulo de
fase emw = w, ¢ —90°. Além disso. pode ser observado que a freqiiéncia na qual 0
lugar geométrico de G{jw) intercepta o eixo imagindrio é a freqliéncia natural nao
amortecida. w,. No grafico polar. o ponto de fregiiéncia cuja distancia a origem €
maxima corresponde a frequéncia de ressonancia w,. O valor de pico de Gljw) €
obtido pela relagdo entre o modulo do vetor na fregiiéncia de ressonancia w, ¢ 0
modulo do vetor em w = 0. A fregiiéncia de ressonancia w, € indicada no grafico
polar mostrado na Fig. 9.26.

Para o caso superamortecido. conforme { aumenta bem além da unidade. o
lugar geomeétrico de G(jw) aproxima-se de uma semicircunferéncia. Isto pode ser
observado pelo fato de que para um sistema muito amortecido as raizes caracteris-
ticas sao reais e uma delas € muito menor que a outrd. Desde que para { suficiente-
mente grande o efeito da raiz muito maior na resposta resulta muito pequeno. 0
sistema comporta-se como de primeira-ordem.

Para a funcdo de transferencia senoidal.

Gjw) =1+ 2%(j2) + (jg")z

-(1- %) (%)

n
a parte em baixa-freqiiéncia da curva €
lim G(jw) = 1/0°
w0
e a parte em alta-freqliéncia ¢

lim G(jw) = oo/180°

=
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Fig. 9.26 Grifico polar mostrando o pico de ressonancia c @ freguéncia de ressonancia e

Desde que a parte imaginaria de G(jw) € positiva paraw Qe monotonicamente
crescenteeapartereal deG(jw) € monotonicamente decrescente daunidade, aforma
geral do grifico polar de G(jw) € conforme indicada na Fig. 9.27. O angulo de fase
esta entre 09 ¢ 180°.

lmJ

Fig, 9.27 Gréfico polar de 14 2{ (/) + (L), «>o.

Exemplo 94 Considere a seguinte fungio de transferéncia de segunda-ordem:

: 1
GO = qT5 1)

Esboce um grafico polar desta fungao de transferéncia.
Desde que a fungao de transferéncia senoidal pode ser escnta

o 1
GU®) = o0 +j@l)
B T . 1
= Trer ‘ol+eTH)
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Ima

i © |0 Re
/ Fig. 9.28 Grafico polar de 1/[jw(] + jwT].

a parte de baixa-frequéncia do grifico polar torna-se

lim G(jw) = —T — joo = oo/ —90°

w0
¢ a parte de alta-freqiiéncia torna-se
lim G(jw) = 0 — j0 = 0/—180°

A forma geral do grafico polar de G(jw) ¢ indicada na Fig. 928, O grafico de Gljw) € Assintotico
para a rela vertical passando pelo ponto (=T, 0). Desde que esta fungao de transferencia
envolve a integragao (1/s), a forma geral do grafico polar difere substancialmente daquelas
correspondentes a fungoes de transferencia de segunda-ordem gue nao possuem a Integragao.

Atraso de transporte. O atraso de lransporte
G(jw) = e

pode ser escrito
G(jw) = 1[cos T —jsen@l

Desde que 0 modulo de Gljw) € sempre unitario e 0 angulo de fase varia linearmente
com w. o grafico polar do atraso de transporte ¢ uma circunferéncia unitaria,
conforme indicada na Fig. 9.29.

Em baixas freqiiéncias, o atraso de transporte e~ ¢ o atraso de primeira-or-
dem 1/(1 + jwT) se comportam similarmente, conforme € mostrado na Fig. 9.30. Os
graficos polares de e7 e 1/(1 + jwT) sao tangentes entre si na fregliénciaw = 0.
Este resultado pode ser comprovado pelo fato de que. para w << 1T,

L2y

-jeaT . —_—F
e =1—joT e T ot -

Paraw => 1/T, entretanto, existe uma diferenga essencial entre ¢ 7T e 1/(1 + jwT)
como pode ser visto na Fig. 9.30.
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—=  Fig. 9.29 Grifico polar do atraso de transporte.

Imj
e—ju'l'
w=0 w=0
Fig. 9.30 Graficos polares de e ™7 ¢ 1/(1 + joT). o " Re
i
w
I Regiao de
4wl ' baixa-ireqiéncia
Exemplc - Obtenha o grifico polar da seguinte fungdo de transferéncia:
Gli e—iwl
G =0
Y 1 +jwT

Desde au: rjw) pode ser escnla

> 1
@ = (e-lot ___)
GUo = (et
o moduic = o angulo de fase sdo, respectivamente.

= 1 1
@)| = |e-=L| . =
|G j@)| = |e~=*| \l +ij‘ A1+ wT?

1Gije) = ge"'“"' = f'i'_’_—iaﬁ = —wlL — lg-l wT

Desde ou= o modulo diminui monotonicamente desde a unidade e o angulo de fase também
diminui monotonica e indefinidamente. o grafico polar da funcao de transferéncia em estudo €
uma esp:=. conforme indicado na Fig. 9.31.
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Im

_é'; Fig. 9.31 Grdfico polar de ¢ *"/(1 ~ jwT).

Formas gerais de graficos polares. Os grificos polares de uma fungao de
transferéncia da forma

KO +jeoT)(1 +joT,) - -
_ bo(joy +b(joy ! + -
a,(joy + a,(joy ' — -

onde o grau do polinémio do denominador € maior do que 0 grau do polinomio do
numerador. apresentarao as seguintes formas gerais:
1. Para A = 0 ou sistemas tipa 0: O ponto inicial do grafico polar (que
corresponde aw = 0.) € finito e estd sobre 0 eixo real positivo. A tangente do
grafico polar em w = 0 & perpendicular ao eixo real. O ponto final. que
corresponde a @ = x. corresponde @ origem. € a curva ¢ tangente @ um dos
eixos.
2. Para A = 1 ou sistemas tipo 1: O termo jw no denominador contribui com
— 909 para 0 angulo de fase total de G(jw) para 0 =< = . Emw = 0, 0o modulo
de G(jw) é infinito. e 0 angulo de fase resulta —90°. Em baixas freqliéncias. o
grifico polar é assintotico a uma reta paralela a0 eIXx0 Imaginario negativo.,
Em @ = *. 0 modulo torna-se nulo e a curva converge para a origem e ¢
tangente a um dos e1xos.
3. Para A = 2 ou sistemas do tipo 2: O termo (jw)? no denominador contribui
com — 180° para o angulo de fase total de G(jw) para 0=sw==Emw=00

1m)

Sistema tipo 2
T pc wf-—"—h-.m

| (A

o~

[

/

Sistema tipo 1

i
' Sistema tipo 0
(0]

Fig. 9.32 Graficos polares de sistemas tipo 0, tipo 1 € tipo 2.
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