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Tabela 9.1 Graficos polaresde fungdesde transferencia simples
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modulo de Gjw) € infinito. e o angulo de fase ¢ igual @ — 1809, Em baixas
freqliéncias. o grafico polar & assinlolico a uma reta paralela ao eixo real
negativo. Emw = *.0 modulo torna-se nulo e a curva € tangente a um dos
2INDS.

Os formatos gerais das partes de baixa-freqiéncia dos grificos polares de
sistemas tipo 0. tipo 1 e tipo 2 sao indicados na Fig. 9.32. Pode ser visto que. se 0
grau do polinomio do denominador de G(jw) € maior do que odo numerador. entao
os lugares geométncos de Gjw) convergem pard a origem no sentido horano. Eme
= =, os lugares geomélricos sao langentes & um ou 4o outro eixo. conforme
indicado na Fig. 9.33,

Para o caso em que os graus dos polinomios do denominador e do numerador
de Gijw) $40 05 MesSMos, 0 grafico polar tem inicio a uma distancia finita sobre o eixo
real e termina em um ponto finito sobre o eixo real.

Note que quaisquer formas complicadas nas curvas do grafico polar sao
causadas pela dinamica do numerador. 1sto . pelas constantes de tempo no nume-

il'nT .
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Fig. 9.33 Graficos polares na faixa de alta-freqiéncia.
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Fig. 9.34 Graficos polares de fungoes de transferéncia com dinamica no numerador.
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rador da fungio de transferéncia. A Fig. 9.34 fornece exemplos de graficos polares
de funcdes de transferéncia com dinamicas no numerador. Na analise de sistemas
de controle. o grafico polar de G(jw) na faixa de freqiiéncia de interesse deve ser
precisamente determinado.

A Tabela 9.1 mostra esbogos de graficos polares para algumas fungoes de
transferéncia.

9.4 GRAFICOS DO LOG-MODULO VERSUS FASE

Uma outra abordagem pararetratar graficamente as caracteristicas de resposta
em freqiiéncia é usar o grafico do log-médulo versus fase, que € um grafico do
logaritmo do modulo em decibéis versus o angulo de fase, ou margem de fase, para
uma faixa de freqiiénciade interesse. (A margem de fase é a diferenga entre o angulo
de fase real & e —180°; isto é. & — (—180°) = 180° + &.) A curva € graduada em
termos da freqiénciaw . Estes graficos do log-médulo versus fase sdo algumas vezes

denominados graficos de Nichols.

. No diagrama de Bode, as caracteristicas de resposta em freqiéncia de G(jw)
sdo fornecidas em um papel monolog por meiode duas curvas separadas. a curvado
Jog-médulo e a curva do @ngulo de fase. enquanto no grafico do log-modulo versus
fase. as duas curvas do diagrama de Bode sao combinadas em apenas uma. O
grafico do log-modulo versus fase pode ser facilmente construido pelos valores
obtidos do logaritmo do médulo e do dngulo de fase a partir do diagrama de Bode.
Note que no grafico do log-modulo versus fase,uma variagio na constante de ganho
de G(jw) simplesmente desloca a curva para cima (para ganhos crescentes) ou para
baixo (para ganho decrescente), porém a forma da curva permanece @ mesma.

As vantagens do grafico do log-médulo versus fase sao que a estabilidade
relativa do sistema de malha-fechada pode ser determinada rapidamente e que a
compensagao pode ser realizada com facilidade.

Os graficos do log-modulo versus fase para as fungoes de transferéncia senoi-
dais G(jw) e 1/G(jw) sao anti-simétricos em relagao a origem desde que

\E(}nﬁ\em db = —(G(jw)| em db
=

A = —[G(j)

[Glw)

Desde que as caracteristicas do log-médulo e do dngulo de fase das fungoes de
transferéncia basicas foram discutidas com detalhes nas Secoes 9.2 ¢9.3, aqui sera
suficiente fornecer exemplos de alguns graficos do log-médulo versus fase. A
Tabela 9.2 mostra estes exemplos.

A Fig. 9.35 compara as curvas de resposta em freqliéncia de

1
+a2(ig) + ()

nas trés representagoes diferentes. No grafico log-mddulo versus fase. a distancia
vertical entre os pontos correspondentesaw = lew = w,, ondew, ¢ afreqiénciade
ressonancia. ¢ o valor de pico de G(jw) em decibéis.

G(jw) =
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Tabela 9.2 Graficos log-modulo versus fase de funcoes de
transferéncia simples
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9.5 CRITERIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

Esta secao apresenta o critério de estabilidade de Nyquist e a base matematica
| associada.
’*3‘. | Considere o sistema de malha-fechada indicado na Fig. 9.36. A fungao de
transferéncia de malha-fechada ¢ )
|

8 Cs)_ __ Gls)
Ris)~ I+ G®HG)

"

Para estabilidade. todas as raizes da equagao caracleristica

1 = G(s)H(s) =0

i cls)

- \

Fig. 9.36 Sistema de malha-fechada.

({ > 0).

X

(1) Grifico logaritmico; (b) gridfico polar; (c) grifico log-maédulo versus fase.

w
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w
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devem estar no semiplano esquerdo do plano s. O critério de estabilidade de
Nyquist relaciona a resposta em fregiiéncia de malha-aberta Gljw)H(jw) a0 numero
de zeros e polos de 1 + Gfs)H(s) que estao no semiplano direito do plano s. Este
critério. devido a H. Nyquist. € itil em engenharia de controle porque 4 estabili-
dade absoluta do sistema de malha-fechada pode ser determinada graficamente a
partir das curvas de resposta em fregiiéncia de malha-aberta e nao ha necessidade
para determinar realmente 0s palos de malha-fechada. As curvas de respostd em
frequéncia de malha-aberta obtidas analiticamente. bem como aquelas obtidas
experimentalmente, podem ser utilizadas na andlise de estabilidade. Isto € conve-
niente porque, no projeto de um sistema de controle. muilas vezes 0Corre que as
expressoes matematicas para alguns dos componentes nao sao conhecidas. sendo
disponiveis apenas seus dados de resposta em frequéncia.

O critério de estabilidade de Nyguist ¢ baseado em um teoremd da teoria de
variaveis complexas. Para entender o criterio, discutiremos inicialmente maped-
mentos de contornos no plano complexo.

Suporemos que a fungdo de transferéncia de malha-aberta G(s)H(s) € represen
tavel como uma relagao de polinomios em s. Para um sistema fisicamente realiza:
vel, o grau do polinémio do denominador da fungao de transferéncia de malha:
fechada deve ser maior ou igual aquele do polinémio do numerador. Isto signific:
que o limite de G(s)H(s) € nulo ou constante, para s tendendo a infinito, para qual
T quer sistema fisicamente realizavel.

MF
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Fig. 9.35 Trés representagoes da resposta em fregiiéncia de
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Estudo preliminar. A equagao caracteristicado sistema indicado na Fig. 9.36¢

0.2 wy

E(s) = 1 + G(s)H(s) =0

—180°

1
o
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57 Mostraremos que para um dado caminho fechado e continuo no plano s, que na
’ ” . .
passa através de quaisquer pontos singulares, corresponde uma curva fechada n
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plano Frs). O numero e sentido de envolvimento da origem do plano £y pela curva
fechada representam um papel particularmente importante no que se scgue. para
mais tarde correlacionarmos o numero e sentidos de envolvimentos a estabilidade do
sistema.

Considere. por exemplo, a seguinte fungao de transferéncia de malha-aberta:

6
COHE) = 56 T2

A equagao caructeristica €
T B
(s + I)(s + 2)

(15246 +1.5—24)
- G+DE+2)

Fis) = 1 + G(s)H(s) = | +

A funcao Fis) é analitica em todos os pontos do plano s, exceto em seus pontos
singulares. Para cada ponto de analiticidade no planos, correspondera um ponto no
plano Frs). Por exemplo, se s = | + j2. entao F(s) torna-se

e 6
R+ =1+ armesm

1,12 — j0,58

I

Portanto. o pontos = 1 + 2 noplanos mapeia noponto 1.12 = j0.38 no plano F(s).
Portanto. conforme anteriormente estabelecido. para um dado caminho fe-
chado continuo no plano s, que nao passa por pontos singulares. correspondera
uma curva fechada no plano F(s). A Fig. 9.37(a) mostra mapeamentos conformes
dasretasw = 0. 1.2.3¢dasretase = 1.0.— 1. — 2. - 3. —4no semiplano superior do
plano s, para o plano F(s). Por exemplo. a reta s = jw no semiplano superior do
plano s (w = 0) mapeia na curva indicada por @ = 0 no plano Frs). A Fig. 9.37(b)
mostra mapeamentos conformes das retasw = 0. — 1. —2. =3 e das retasa = 1. 0.
—1.-2.-3,—4dosemiplanoinferiordoplanos, noplanoF(s). Observe que paraum
dudoer . acurva pura fregliéncias negativas ¢ simétrica em relagcao ao eixo real coma
curva para fregiiéncias positivas. Referindo-se as Figs, 9.37(a) e (b). venficamos
que para o caminho ABCD no plano s percorrido no sentido horario. 4 curva
correspondente no plano F(s) é A" B' C' e D'. As selas sobre as curvas indicam
sentidos de percurso. Analogamente. o caminho DEFA no planos mapeia na curva
D'.E',F'.A'. no plano F(s). Devido & propriedade de mapeamento conforme. 0s
angulos correspondentes no plano s e no plano F(5) sao iguais € possuem o0 mesmo
sentido. (Por exemplo, desde que as retas AB e BC se interceptam em angulos retos
entre si no planos, as curvas A’B’ e B'C' também se interceptam em angulos retos
no ponto B' do plano F(s). Referindo-se a Fig. 9.37(c). verificamos que sobre o
contorno fechado ABCDEFA no planos, a variavels teminicio no pontoA e assume
valores neste caminho em um sentido horario até retornar ao ponto de partidaA. A
curva correspondente no plano F(s) ¢ denotada por A'B'C'D’E'F'A’. Se definir-
mos 4 drea a direita do contorno. quando um ponto representativo s move-se no
sentido horario. como correspondente ao lado de dentro do contorno e a drea &
esquerda como o lado de fora. entio a drea huchurada na Fig. 9.37(c) esta envolvida
pelo contorno ABCDEFA e estid dentro dele. Da Fig. 9.37(c) pode-se verificar que.
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Fig. 9.37 Mapeamento conforme de grades no plano s para o plano F(s).
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quando o contorno no plano s envolve dois polosde Fis). o lugar geométrico de Fis)
envolve a ongem do plano Fis) duas vezes. no sentido anti-horirio.

O nimero de envolvimentos da origem do plano Fis/ depende do contorno
fechado no planos. Se este contorno envolve dois zeros e dois polos de Fis), entao o
lugar geometnco de Ffs) correspondente nao envolve @ origem. conforme indicado
na Fig. 9.371d). Se este contorno envolve apenas Uum zero. o lugar geometrico
correspondente de Frs) envolve a ongem uma vez no sentido horario. Isto ¢
mostrado na Fig. 9. 37(e), Finalmente. se o contorno fechado no plano s nao
envolve nem zeros nem polos. entao o lugar geometrico de Fis) nao envolve &
origem do plano F(s). Este resultado também € mostrado na Fig. 9.37(e).

Note que para cada ponto no plano s, exceto para os pontos singulares, ha
apenas um ponto correspondente no plano F(5); 1510 €. v mapeamento do plano s no
plano Fis) ¢ um-g-um. O mapeamento do plano Fis) no plano s pode ndo ser
um-a-um. entretanto. de modo que um dado ponto no plano Fs) pode corresponder
4 malis do que um ponto no plano s. Por exemplo. o ponto B’ no plano F(s) na Fig.
9.37(d) corresponde aos dois pontos (- 3: 3) e (0: = 3) no plano s.

Da analise anterior. podemos observar que o sentido de envolvimento da
erigem do plano Frs) depende de o contorno no plano s envolver um pélo ou um
zero. Note que a localizagao de um polo ou zero no plano s. ou no semiplano direito
ou no semiplano esquerdodo plano s, nio faz qualquer diferenca. porém o envolvi-
mento de um polo ou de um zero faz diferenca. Se o contorno no plano s envolve k
zeros e h polos (A = 0. 1. 2....). isto é. um nimero igual de cada. entao a curva
fechada correspondente no plano F{s) nao envolve a origem do plano Fis). A
discussdo anterior corresponde a uma explicacao grafica do leorema do mapea-
mento. que e a base para o criterio de estabilidade de Nyquist.

Teorema do mapeamento. Seja F{s) uma relagao de dois polindmios ems. Seja
P o numero de polos e Z o nimero de zeros de F(s) que estio dentro de algum
contorno fechado no plano 5. levando-se em conta a multiplicidade dos polos e
zeros. Seja este contorno tal gue nao passe por nenhum polo ou zero de Frs). Esse
contorno fechado no plano s ¢ entio mapeado no plano Fis) como uma curva
fechada. O numero total N de envolvimentos da origem do plano F(s) no sentido
horario. conforme um ponto representativo s percorre todo o contorno no sentido
horario, ¢ igual a Z — P. (Note que por meio deste teorema do mapeamento os
nimeros de zeros e polos nao podem ser determinados. apenas sua diferenca.)

Nao apresentaremos aqui uma prova formal deste leorema. mas deixaremos
esta prova para o Problema A.9.6. Note que o numero positivo N indica um excesso
de zeros em relagdo aos pdlos da fungao Frs) e um nimero negativo de N indicaum
excesso de polos em relagdo aos zeros. Em aplicacoes de sistema de controle, o
numero P pode ser realmente determinado para Fis) = 1 + G(s)H(s) a partir da
funcao G(s)His). Portanto. se N é determinado a partir do grafico de F(s), o niimero
de zeros no contorno fechado do plano s pode ser realmente determinado. Note que
as formas exatas do contorno no plano s e o lugar geométrico de F(s) niao possuem
importancia desde que sejam considerados os envolvimentos da origem, pois 0s
envolvimentos dependem apenas do envolvimento de polos e/ou zeros de Fis) pelo
contorno no plano s.

Aplicagao do teorema do mapeamento na anilise de estabilidade de sistemas de
malha-fechada. Para analisar a estabilidade de sistemas de controle lineares, consi-
deraremos o contorno fechado no plano s envolvendo todo o semiplano direito do
plano s. O contorno consiste em todo o0 eixo jw desde w = —x até w = +* e um
caminho semicircular de raio infinito no semiplano direito do planos. Este contorno
¢ denominado caminho de Nyquist. (O sentido do caminho é o hordrio.) O caminho
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de Nyquist envolve todo o semiplano direito do plano s e todos os pélos e zeros de |
~+ G(s)H(s) que possuam partes reals positivas. (Se nao houver zeros de | +
G(s)H(s) no semiplano direito do plano s, entdo ld também nao haverd pélos de
malha-fechada. e o sistema € estavel.) E necessario que o contorno fechado, ou o
caminho de Nyquist. ndo passe através de qualquer poloe zerode 1 + G(s)H(s). Se
Gis5)H(s) possui um polo ou pélos na origem do plano 5. entdo o mapeamento do
ponto § = 0 resulta indeterminado. Nestes casos. a origem € evitada,
considerando-se um contorno em torno dela. (Uma discussao detalhada deste caso
especial sera dada mais tarde.)

Se o teorema do mapeamento for aplicado ao caso especial noqual Fis) € igual a
1 + Gf(s)H(s), entdo podemos fazer a seguinte afirmagao: Se o contorno fechado no
plano s envolver todo o semiplano direito do plano s. conforme indicado na Fig.
9.38, entdo o nimero de zeros da fungao Fis) = 1 + G{s)H(s) no semiplano direito é
igual ao nimero de polos da fungao Frs) = | + G(s)H(s) no semiplano direito do
plano s mais o nimero de envolvimentos da origem do plano | + Gi(s)H(s) no
sentido hordrio para a curva fechada correspondente neste tltimo plano.

Devido a condigao assumida de que

L]

lim [1 + G(s)H(s)] = constante

a fungao 1 + G(s)H(s) permanece constante conforme s percorre a semicircunfe-
réncia de raio infinito. Por esta razao, independente de o lugar geométrico de | +
Gis)H(s), o envolvimento da origem do plano 1 + G(s)H(s) pode ser_dete;mma_zdo
considerando-se apenas uma parte do contorno fecpado no plano s, isto e, o eixo
Jjw. Os envolvimentos da origem, se houver, ocorrerao somente enquanto um ponto
representativo se move desde —j= alé +j= ao longo do eixojw desde gue nao exista
nenhum zero ou polo no eixo jw.

Note que a parte do contorno de | + G(s)H(s) desde w = —> até w = = ¢
simplesmente | + G(jw)H(jw). Desde que | + G(jw)H(jw) ¢ a soma vetorial do vetor
unitdario e o vetor Gljw)H(jw), 1 = G{jw)H(jw) é idéntico ao velor desenhado desde o
ponto — 1 + j0 até o ponto terminal do vetor G(jw)H(jw), conforme indicado na Fig,
9.39. O envolvimento da origem pelo grafico de 1 + Gijw)H(jw) ¢ equivalente ao
envolvimento do ponto — | + j0 pelo lugar geométrico de G(jw)H(jw). Portanto, 4
estabilidade de um sistema de malha-fechada pode ser investigada examinando-se¢
os envolvimentos do ponto — | + j0 pelo lugar geomeétrico de G(jw)H{jw). O nimero

de envolvimento do ponto —1 + j0 no sentido horario pode ser delernjinadn
desenhando-se um vetor desde o ponto —1 + j0 até o lugar geometrico de
G{jw)H(jw), iniciando desdew = —=, passando porw = Oeterminandoemw = +%

e contando o nimero de rotacoes do vetor no sentido hordrio.

Juk

»  Fig. 9.38 Contorno fechado no plano 5.
(8
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Fig. 9.39 Graficos de Gljw/H - noplano ] - GH e no planc GH

A construgao do grafic. 2z Gljos I H! ) paria ¢ Saminho de Nveuist ¢ direna. O
mapa do eixo jw NEgativo s « T agem especular. em relacao ac sixo real. do mapado
eiNO juw positivo. Istoe. © cotico de Gliwl Hijw) € © grafico de Gr = juH (= fu S20
<imetricos entre si em relace ad CI1Xa real. A semicireunierancla com ralo infinito
mapeia ou na origem do plar (GH ou em Um ponte sonre 0 @1x0 real doplano GH.

Nu discussao preceder:z. admitiu-se que GisiHis) ¢ u relagie de dois polino-
mios em s, Portanto. o atres” de transporte ¢ 1 4oy exclundo da discussao. Note.
entretanto. que uma discuss: aniloga e aplicay el « sistemis Com atraso de trans-
porte. embord a provi desle 2~SETCA0 NAD sejd aau rornecidi. Aestabilidade de um
Gstema com atraso de tremsnorte pode ser determinada a parur das curvias de
resposty em fregiencia de = Jhu-aberts examinando-se O nUMero de envolvimens
tos do ponto — 1= jl. com, =1 2as0 de um sisteme cujs funcas de transferencia de
malha-abertia e uma relace d= dois pulinomios em

Critério de estabilidads de Nyquist. A analise anterior. utilizando o envolvi-
mento do ponte — 1 = jf 7= lugar geometneo de G feiHjw ¢ sumariada no
seguinte criteno de estabidade de Nvquist:

Critério de estabilidade a: \vquist [Para um case especial onde Gis)H(s) ndo pos-
sui polos ou zeros no exo 1wl No sistema indicado na Fig. 9.36. se a funcéo de
transferéncia de malha anzrta Gls)His| possuit i polos no semiplano direito do
planos e lim GiyiHis) = comstante. enlao, para a estahilidade. o lugar geometrico

de Gjuw)H {(jw). conforme ¢ varia d¢ — = ate =. deve envolver o ponta —1 = j0 L
vezes no sentido anti-horano.

Consideracoes sobre o critério de estabilidade de Nyquist
1. Este critério pode ser expresso coma

Z=N-—-P
onde
numero de zero-de 1 + GesiHis) no semiplano direito do plano

Z =
N = numero de entovimentos do ponto — 1 — i0 no senudo horano
p = numero de poios de Gls)His) no semiplano direito do plano &
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Se P for diferente de zero. para um sistema de controle estavel devemos terZ = (..
ou N = — P. o que significa gue devemos ter P envolvimentos do ponto — 1 = jU no
sentido anti-horario. '

Se Gis)H(s) nao possuir qualquer polo no semiplano direito do planos. entao Z
= N'. Portanto. para estabilidade nac devemos ter nenhum envolvimento do ponto
— 1+ j0 pelo lugar geometrico de GljwiH{jw). Nesle cas0. nao € necessario conside-
rar o lugar geometrico para todo 0 eixo jaw. porém. somente a parte de frequénciu
positiva. A estabilidade de um Jistema deste tipo pode ser determinada
verificando-se s¢ o ponic —1 + j0 e circundado pelo grifico de Nvguist de
Giiw)H(jw). A regido envolvida pelo grafico de Nyquist ¢ indicada na Fig. 9.40,
Para estabilidade. o ponto — 1 = j0 deve estar do lado de fora da regido hachurada.

Imj
| Piano GH

- Fig. 9.40 Regiao envolvida por um grafico de
Re  Nyquist.

7 Devemos tomar cuidado guando verificarmos a estabilidade de sistemas de
multiplas malhas desde que 2stas podem incluir polos no semiplano direito do plano
5. (Note que embora uma malha-interna possa set instavel. o sistema de malha-fe-
chada como um todo pode serestavel. atraves deum projeto apropriado.) A simples
inspecao dos envolvimentos do ponto — 1 = j0 pelo lugar geomeétrico de Gliw Hijo)
nio e suficiente para deteltar instabilidade em sistemas de multiplas malhas.
Nestes casos. enlretanto. a exISIencia ou nao de qualguer polode 1 + Gy 1His) no
semiplano direito do plano pode ser determinada facilmente aplicando-se ©
critério de estabilidade de Routh para o denominador de Gis)H(s).

Se funcoes transcendentdis. 1als como atraso de transporte ¢ ™, forem inclui-
dus em Grs)H1s ), elas devem seraproximadas. par meio de Uma eXpansiao em seric.
antes de seraplicado o cntzrio de estabilidade de Routh, Uma forma da expansao
em série de ¢ 7 € dada & seguir:

Ts_[Lw_“H{Ts)“____

e-,,:]_'z’ % 48
~Is (15 | (Ts) .
P 8 gy

Em primeira aproximaciao. podemos considerar apenas os dois primeiros termos no
numerador e denominador. respectivamente. ou

j 18
E—T:_ :_;__Tf
]_Ts_'.“.—Ts
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Isto d4 uma boa aproximagao para 0 atraso de transporte em uma faixa de frequen-
ciade 0= w = (0.5/T).[Note que 0 madulo de (2 — joT)/(2 + juT) ¢ sempre igual a
um. e o angulo de fase de (2 - joT))(2 + juT) ¢ aproximadamente igual aguele do
atraso de transporte. dentro da faixa de frequéncia estabelecida.]

3. Se o lugar geométrico de Gjw)H(jw) passa pelo pont
zeros da equacao caracteristica. ou 05 polos de malha-fechada. est

o =1+ 0. entdo os
o localizados

sobre 0 eixo jw. Isto ndo e desejavel para sistemas de controle praticos. Para um
sistema de malha-fechada bem projetado. nenhuma rdiz da equacio caracteristica

deve estar sobre 0 eixo jw.

Caso especial em que Gis)H(s) contém polos e/ou Zeros sob
discussao anterior. supusemos que d funcio de transferéncia

re o eixo jo. Na
de malha-aberta

Gis)H(s) nao possuia polos ou Zeros na origem. Consideraremos agora 0 caso em

que G(s)H(s) contém pdlos efou Zeros sobre 0 eix0 jw.

Desde que o caminho de Nvquist nao passa por polos ou zeros de G(s JH(s). se

a fungio G(s)H(s) possui polos ou zeros na origem (ou sobre 0 e1X0 jo em pontos

= diferentes da origem). 0 contorno no plano s deve ser modificado. O modo us

ual de

modificagio do contorno proximo a origem € usar uma semicircunferéncia com um
raio infinitesimal e, conforme indicado na Fig. 9.41. Um ponto representativo &

move-se ao longo do eixo negativo de juw desde — j > ate —j (D

j0..0 ponto se move ao longo da semicircunferéncia de raioe

réncia de malha-aberta ¢ dada por

=j0_ates =

jonde e << 1). e entdo
move-se ao longo do eixo jw positivo desde j(_ até j=. Des = f=. 0 conlorno segue
uma semicircunferéncia com raio infinito € 0 ponto representati retorna ao ponto
inicial. A drea que o contorno fechado modificado evita € muilo pequena € tende a
sero. conforme o raio € tende a zero. Portanto. todos os polos e zeros. se houver.no
semiplano direito do plano s serao envolvidos por este contormao.

Considere, por exemplo, um sistema de malha-fechada cuja fungio de transfe-

K
H = e —
G(s)H(s) s(Ts+ 1)
Juk
Plano s

Jo Plano s

j0*
€
o x
s=eelt

J0-

Fig. 9.41 Contornos fechados no plano s evitando polos e zeros n
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4 ongem.

— —

Os pontos correspondentesas = jl. es = j0_ sobre o lugar geométrico de Gis)His)
no plano G(s)H(s) sio — J= e jx. respectivamente. Sobre o caminho semicircular
com raio € (onde € << 1).a variavel complexa s pode ser escrita

5 = €el

onde # varia de —90° para +90°. Entao. Gis)H(s) resulta em
p

sirom _ K _ Ko
Glee)H(ee") = o= ¢

O valor de K /e tende a infinito conformé € tende a zero. e — ff varia de 90 a —90¢
conforme um ponto representativo s move-se ao longo da semicircunferencia.
Portanto, os pontos G(j0_)H(j0_) = j>* € G(j0.)H(j0.) = — j* sao unidos por uma
semicircunferéncia de raio infinito no semiplano direito do plano GH. A semicir-
cunferéncia infinitesimal em torno da origem mapeia no plano GH em uma semicir-
cunferéncia de raio infinito. A Fig. 9.42 mostra o contorno no plano s e o lugar
geométrico de G(s)H(s) no plano GH. Os pontos A, B e C do contorno no plano s
mapeiam nos pontos respectivos A’ . B' e ' do lugar geométrico G(s)H(s). Como
pode ser observado da Fig. 9.42.0s pontos D, E e F na semicircunferéncia de raio
infinito no plano s mapeiam na origem do plano GH. Desde que nao hd polo no
semiplano direito do planos € 0 lugar geométrico de G(s)H(s) nao envolve o ponto
—1 + j0, nao ha zeros da fungao 1 + G(s)His) no semiplano direito do plano s.
Portanto, o sistema ¢ estavel.

Para uma funcao de transferéncia de malha-aberta G s)H(s) contendo um fator
1/s" (onden = 2.3....). 0 grafico de Gis)H(s) possuin semicircunferencias de raio

infinito no sentido horario em torno da origem. conforme um ponto representalivos

Plano GH

Juw I

. Plano § w=0- E-_
+/@ i

jo+

jo- p
A [e=1)

3

_.}'m

Fig. 9.42 Contorno no planos e olugar geométrico de G(s)H(s) no plano GH onde G( s)H(s) =
K(is(Ts + 1)}
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Plano GH
jw )
Plano s
+j0
3
ool
by =G
P x -
J'O- << o w=0- -1 Re
b
_jm.

Fig. 9.43 Contorno no planos e olugar geométrico de G(s)H(s) no planoGH onde G(s)H(s} =
K/[s¥Ts + D1

percorre a semicircunferéncia de raio e (onde € << 1). Por exemplo, considere a
seguinte fun¢do de transferéncia de malha-aberta:

K
AHER = 2
Entido
- £ M-
o SR = o =

Conforme # varia desde —90° a 90° no plano s, 0 éngulo de Gfs)H(s) varia desde
180° até — 180°, conforme a Fig. 9.43. Desde que ndo hd polos no semiplano direito
do plano s e o lugar geométrico envolve o ponto — 1 + j0 duas vezes no sentido
hordrio, para qualquer valor positivo de K, hd dois zeros de 1 + G(s)H(s) no
semiplano direito do plano 5. Portanto, este sistema é sempre instdvel.

Note que uma andlise equivalente pode ser realizada se G(s)H(s) contiver

polos efou zeros sobre o eixo jw. O critério de estabilidade de Nyquist pode agora
ser generalizado como segue:
Critério de estabilidade de Nvquist (Para o caso geral onde G(s)H(s) contém pélos
elou zeros no eixo jw.): No sistema indicado na Fig. 9.36, se a funcio de transferén-
cia de malha-aberta G(s)H(s) possuir k polos no semiplano direito do plano s, entdo,
para estabilidade, o lugar geométrico de G(s)H(s) deve envolver o ponto — 1+ j0 k
vezes no sentido anti-hordrio, conforme um ponto representativo § percorre o
caminho modificado de Nygquist no sentido hordrio.
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9.6 ANALISE DE ESTABILIDADE

Nesta se¢ao. apresentaremos alguns exemplos ilustrativos da andlise de estabi-
lidade de sistemas de controle utilizando ¢ criterio de estabilidade de Nyquist.
Se o caminho de Nyvquist no plano s envolverZ zeros e P polos de 1 + G{s)H(s)
e nio passar por nenhum polo ou zero de 1 ~ G(s)H(s), conforme um ponto
representativo s percorre o caminho de Nyguist no sentido hordrio. entdo o con-
torno correspondente no plano Gis)H(s) envolve o ponto — 1+ jON = Z — P vezes
no sentido hordrio. (Valores negativos de N implicam envolvimenios no sentido
antihorario.)
No exame da estabilidade de sistemas de controle lineares utilizando o critério
de estabilidade de Nyquist. verificamos que podem ocorrer tres possibilidades:
1. Nao hd envolvimento do ponto — 1 + j0. Isto implica que o sistema é
estavel se nao houver polos de G(s)H(s) no semiplano direito do planos; caso
contrario, o sistema € instavel.
2. Héd um envolvimente ou envolvimentos do ponto — 1 + j0 no sentido
anti-horario. Neste caso o sistema € estdvel se o mimero de envolvimentos no
sentido anti-hordrio for 0 mesmo que o nimero de pélos de Gis)H(s) no
semiplano direito do plano s; caso contrdrio o sistema € ingtavel,
3. Hiumenvolvimento ou envolvimentos no sentido horariodo ponto— 1+
J0. Neste caso o sistema € instavel.
Nos exemplos a seguir, suporemos que os valores do ganho K e as constantes
de tempo (tais como T, T, e T.) sejam todos positivos,

Exemplo 9.6 Considere um sistema de malha-fechada cuja funcio de transferéncia de ma-
lha-aberta ¢ dada por

K
{Ts + D@s + 1)

G(s)H(s) =

Examine a estabilidade do sistema. )
Um grifico de Gljw/Hi{jw) ¢ indicado na Fig. Y.44. Desde que Gis)H(s) ndao possui

T Plano GH
w=—0 w=0
=4 w=m Re
Gljw)H ( juw)

Fig. 9.44 Grafico polar de G(jw)H(jw) considerada no Exemplo 9.6.
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qualquer polo no semiplano direito do plano s e o ponto — | + i ndoé envoivido pelo lugar

%eomémco de G{jw)H(jw), este sistema é estavel para quaisquer valores positivosde K, T,
o

Exemplo 9.7 Considere o sistema com a seguinte fungéo de transferéncia de malha-aberta:

K
GOHE) = s T DT + 1

Dﬂiimm a estabilidade do sistema para os dois casos. (1) o ganho K € pequeno, (K¢
grande.

Os grificos de Nyquist da fungdo de transferéncia de malha-aberta com um pequeno
valor de K e com um grande valor de K sio indicados na Fig. 9.45. O nimero de pdlos de
G(s)H(s) no semiplano direito do plano s € zero. Portanto, para este sistema ser estavel, €
nc]c:esg{aria que N = Z = 0 ou que o lugar geométrico de Gis)H{s) nao envoiva o ponto
=1 + j0.

Para pequenos valores de K, néo ha envolvimento do ponto — 1 + J0. Conseqiiente-
mente, o sistema € estavel para pequenos valores de K. Para grandes valares de K, o lugar
geométrico de G(s)H(s) envolve o ponto — 1 + j0 duas vezes no sentido hordrio, indicando
dois pélos de malha-fechada no semiplano direito do planos e ainstabilidade do sistema. (Para
boa precisio, K deve ser grande. Do ponto de vista de estabilidade, entretanto, um valor
grande de K causa uma estabilidade pobre ou mesmo instabilidade. A fim de estabelecer um
COMPromisso entre precisao e estabilidade € necessario inserir uma rede de compensagao no
sistema. As técnicas de compensacio no dominio de fregiiéncia sdo discutidas no Cap. 10.)

Im Plano GH Im Plano GH

w=u-H
L]

K pequeno K grande

Fig. 9.45 Grdficos polares do sistema considerado no Exemplo 9.7.

Exemplo 9.8 A estabilidade de um sistema de malha-fechada com a seguint i
transferéncia de malha-aberta i et TS g

G =)
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R e E R,

im Plano GH Im Plano GH Im Plano GH

mﬂO——L =-m
’

w=0+|w=0®

Ta< Tz Ty=Tez T4= T2

(Estavel) Lugar geometrico (Instavel)
de G{fw)H(jw) passa
pelo panto —1 + j0

Fig. 9.46 Gréficos polares do sistema considerado no Exemplo 9.8.

t
depende dos valores relativos de T, e T.. Desenhe os graficos de Nyguist e determine a
estabilidade do sistema.

Os grificos dos lugares EeOmELTiCOs de Gty )H(s) paraostréscasos T, < T.. T, = T.eT, >
T.. sdo indicados na Fig. 0.46. Para T, < T,. o lugar geométrico de G(s}H(s) ndo envolve o
ponto — 1 + f, € 0 sistema de malha-fechada é estivel, Para T, = T, o lugar geométrico de
Gis)Hrs) passa pelo ponto — 1 + j0. 0 que indica que os polos de malha-fechada estao
localizados sobre o eixo jes. Para T, > Ty. o lugar geométrico de G(s)H(s) envolve o ponto— l
+ j0 duas vezes no sentido horirio, Portanto. o sistema de malha-fechada possui dois polos de
malha-fechada no semiplano direito do planos. e © sistema € instavel.

Exemplo 9.9 Considere o sistema de malha-fechada com a seguinte fungio de trunsferéncia
de malha-aberta:

GOHE = sy

Determine-a estabilidade do sistema.

A funcao Gt s)H(s) temum pélo (s = 1/T) no semiplano direito do planos. Portanto. £ = 1.
O grifico de Nyquist mostrado na Fig.9.47 indica que o lugar geométrico de G(s)H(s) envolve
o pento — 1 + f0 uma vez no sentido horario. Portanto. N = 1, Desde que Z = N + P,
verificamos gue Z = 2. Isto significa que o sistema de malha-fechada possui dois pales de
malha-fechada no semiplano direito do plano s e & instavel.

Exemplo 9.10 Investigue a estabilidade de um sistema de malha-fechada com a seguinte
funcao de transferéncia de malha-aberta:

K(s +— 3)
sz=—1)

A fungio de transferéncia de malha-aberta possui um polo (s = 1) no semiplano direitodo
planos, ouP = 1. O sistemade malha-aberta¢ instavel. O grafico de Nyquist mostrado na Fig.
9.48 indica que o ponto — 1+ j0 é envolvido pelo lugar geométrico de G(s)H(s) uma vez no
sentido anti-horario. Portanto, N = 1. Consequentemente Z, determinado a partirdeZ =N +

G(s)H(s) =
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Plane GH

Fig. 9.48 Grifico polar do sistema considerado no Exemplo 2.10.

P, é igual a zero, o que indica que nio hi nenhum zerode 1 + G(s)H(s) no semiplano direitodo
plano s, e o sistema de malha-fechada € estivel. Este ¢ um dos exemplos onde um sistema de
malha-aberta instavel torna-se estivel quando a malha ¢ fechada.

Sistemas condicionalmente estiveis. A Fig. 9.49 mostra um exemplo de um
lugar geométrico de G(jw)H(jw) para o qual o sistema de malha-fechada pode ser
feito instdvel variando-se o ganhio de malha-aberta. Se o ganho de matha-aberta for
aumentado suficientemente, o lugar geométrico de G{jw)H(jw) envolve o ponto — 1
+ j0 duas vezes, e o sistema resulta instdvel. Se o ganho de malha-aberta €
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——

Im
Plano GH

i, —
c BN_/A |0 Re

A
0

Fig. 9.49 Grifico polar de um sisiema condicionalmente estavel.

diminuido suficientemente. ainda o lugar geométrico de G(jw)H(jw) envolve o ponto
— | + j0 duas vezes. O sistema € estavel apenas para a faixa limitada dg valores do
ganho de malha-aberta para os quais o ponto — 1+ j0 estd completamente do lado
de fora do lugar geométrico de G(jm)H(jw). Um sistema deste tipo € dito condicio-
nalmente estavel.

Um sistema condicionalmente estavel € estdvel para os valores do ganho de
malha-aberta que estio entre os valores criticos. mas € instdvel se o ganho de
malha-aberta for aumentado ou diminuido suficientemente. Um sistema deste tipo
resulta instével quando sao aplicados grandes sinais na entrada j& que um sinal
grande pode causar saturagdo, o que por sua vez reduz o ganho de malha-aberta do
sistema. E aconselhavel evitar estas situacdes visto que o sistema pode tornar-se
instdvel. se o ganho de malha-aberta cair abaixo de um valor critico.

Para operacao estavel do sistema condicionalmente estavel aqui considerado,

o ponto eritico — 1 + jO deve estar localizado nas regioes entre OA e BC indicadas
na Fig. 9.49,

Sistemas de miltiplas malhas. Considere o sistema indicado na Fig. 9.50. Este
é um sistema de miltiplas malhas. A malha interna possui a fun¢éio de transferéncia

15 G,(s)
66) = I e H®

Se G(s) é instavel, os efeitos da instabilidade sao para produzir um péio ou pélos no
semiplano direito do plano s. Entdo a equagao caracteristica da malha interna, 1 +
Gos)HAs) = 0, possui um zero ou zeros nesta parte do plano. Se Gys) ¢ Hys)
possuirem nesta parte P, pélos, entdo o nimero Z, de zeros no semiplano direito de
1 + G4s)H4s) pode ser determinado de Z, = N, + £y, onde N, é o mimero de
envolvimentos do ponto — 1 + j0, no sentido hordrio, pelo lugar geométrico de
G4s)H{s). Desde que a fungdo de transferéncia de malha-aberta do sistema inteiro
é dada por G (s)G(s)H ((s), a estabilidade deste sistema de malha-fechada pode ser
determinada do grafico de Nyquist de G(s)G(s)H (s) € o conhecimento dos pélos
no semiplano direito de G(s)G(s)H (s).

Note que se for eliminada uma malha de realimentagdo por meio de redugdes
de diagrama de blocos, ha uma possibilidade de serem introduzidos polos instaveis;
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C(s)

Fig. 9.50 Sistema de multiplas mzhas,

se 0 ramo direito for eliminado por meio de reducoes de diagrama de blocos, hd uma
possibilidade de serem introduzdos zeros no semiplano direito. Portanto, devemos
notar todos os polos e zero< do semiplano direito conforme eles aparecem de
redugées de malhas intermedianas. Este conhecimento € necessario na determina-
¢ao da estabilidade de sistemz de miltiplas malhas.

Na andlise de sistemas de miiltiplas malhas deste tipo, a fungao de transferén-
ciainversa pode algumas vezes ser utilizada de modo a permitir analise grifica; isto
evita muito célculo numénco.

Critério de estabilidade ée Nyquist aplicado a grificos polares inversos. Na
andlise anterior, o critério dz estabilidade de Nyquist foi aplicado aos gréficos
polares da fungao de transferéncia de malha-aberta Grs)H(s). O critério de estabili-
dade de Nyquist pode igualmente ser aplicado aos grificos polares inversos. A
deducio matemadtica do criténo de estabilidade de Nyquist para grificos polares
inversos € idéntica a efetuadz ara graficos polares diretos.

O grafico polarinversods & jwjH(jw) é um grafico de 1/|G(jw)H(jw)] em fungao
de w. Por exemplo, se G(jaif jw) é

G(jw)H(jow) = %

entao

1 i Sl
GUw)H(jo) ~ joT

O gréfico polar inverso parae = 0 é a metade inferior da reta vertical iniciando no
ponto (1; 0) sobre o eixo real

O critério de estabilidade de Nyquist aplicado aos graficos polares inversos
pode ser estabelecido como segue: Para um sistema de malha-fechada ser estdvel, o
envolvimento, se houver, do ponto — 1 + j0 pelo lugar geométrico de 1/{Gfs)H(s)]
(conforme s percorre o cammho de Nyquist) deve ser anti-hordrio, e o mimero
destes envolvimentos deve se- igual ao niimero de polos de 1/[Gfs)H(s)] [isto €. os
zeros de G(s)H(s)] que estao nosemiplano direito do planos. (O nimero de zeros de
G(s)H(s) no semiplano direite do plano s pode ser determinado pelo critério de
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estabilidade de Routh.) Se a funcao de transferéncia de malha-aberta G(s)H(s) nido
possuir zeros no semiplano direite do planos, entao, paraum sistema de malha-fe-
chada ser estivel., o mimero de envolvimentos do ponto — 1 + j0 pelo lugar
geométrico de 1/[G(s)H(s)] deve ser zero.

Note que embora o critério de estabilidade de Nyquist possa ser aplicado aos
graficos polares inversos, se forem incorporados dados de resposta em freqiiéncia
experimentais, a contagem do nimero de envolvimentos do lugar geométrico de
1/[G(s)H(s)] pode tornar-se dificil porque a defasagem correspondente ao caminho
semicircular infinito no plano s € dificil de medir. Em geral, se os dados de resposta
em freqiiéncia experimentais ndo puderem ser colocados em forma analitica, os
lugares geométricos de G(jw)H(jw) e de 1/[Gljw)H(jw)] devem ser construidos
graficamente. Além disso. o mimero de zeros de G(s)H(s) no semiplanodireito deve
ser determinado. E mais dificil determinar os zeros de G(s)H(s) no semiplano
direito (em outras palavras, determinar se um dado componente € ou nao de minimz
fase) do que determinar os pdlos de G(s)H(s) no semiplano direito (em outras
palavras, determinar se o componente € ou nao estavel).

Dependendo de os dados serem analiticos ou graficos e dos componentes
serem ou nao de minima fase. um teste de estabilidade apropriado deve ser utilizado
para sistemas de miiltiplas malhas. Se os dados forem fornecidos em forma anali-
tica, ou se as expressoes matematicas de todos os componentes forem gonhecidas.
a aplicagio do critério de estabilidade de Nyquist para graficos polares iNVersos nao
acarreta dificuldades e sistemas de miiltiplas malhas podem ser analisados e proje-
tados no plano GH inverso.

Exemplo 9.11 Considere o sisiema de malha-fechada com a seguinte fungaode transferéncia
de malha-aberta:

__K
stTs+ 1) i

Determine a estabilidade do sistema utilizando o grifico polar inverso,

O grafico polar inverso de G(s)H(s). isto €, o graficodo lugar geometrico de 1/[G(s)H(s)|
conforme um ponto representativo s percorre o contorno fechado envolvendo todo o semi-
planodireito do planos ¢ indicado na Fig. 9.51, junto com o contorno no planos. Conformes

G(s)H(s) =

: IMA piano ég
& Plano s
+jm
3
[+ 0] w=0
g_j ;c_r Re
w=—0
A
_jm

Fig. 9.51 Contornono planos e lugar geométrico de G(s)H(s) no plano |/GH onde G(s)H{s) =
K|ls(Ts + 1)].
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percorre o contorno fechado no sentido hordrio, nao € envolvido o ponto — 1+ 0. Portanto. o
sistema de malha-fechada é estivel. Neste sistema, a origem do plano s € mapeada na onigem
do plano 1/GH. A semicircunferéncia com raio infinito, ous = < ¥ onde —90° = = N°,
corresponde a uma circunferéncia de raio infinito no plano 1/GH.

Note que, se a funcao de transferéncia de malha-fechada Gis)H(s) possui atraso de
transporte, por exemplo,

Ke —Jwl
s(Ts + 1)

entio o niimero de envolvimentos da ponto — 1 — JO pelo lugar gc_ométn' code 1/[Gis)H{s)] €
infinito. e o critério de estabilidade de Nyquist nao pode ser aplicado para o grafico polar
inverso desta funcao de transferéncia de malha-aberta,

G(s)H(s) =

Andlise de estabilidade relativa através dos caminhos de Nyquist modificados. O
caminho de Nyquist para testes de estabilidade pode ser modificado de modo gue
permita a investigagao da estabilidade relativa de sistemas de malha-fechada. Para
a seguinte equacio caracteristica de segunda-ordem.

s 2€os+w:=0 <<l
as raizes sio complexas conjugadas com valores

sy = —fo, + jo/1 — ¢
sy = =, —jo 1 —

Se estas raizes forem colocadas em um grafico no plano s, como indicado na Fig.
9 52 entdo verificamos que sen #= {. ou seja, oangulof ¢ indicativo da relacéo de
amortecimento {. Conforme 6 torna-se menor. também o serd o valor de L.

Se modificarmos o caminho de Nvquist e utilizarmos retas radiais com @ngulo
#, ao invés do eixo jw, conforme indicado na Fig. 9.53, entdo pode ser dito.
seguindo os mesmos motivos do caso do critério de estabilidade de Nyquist, que se
o lugar geométrico de Gs)H(s) correspondente ao contorno no plano s modificado
nao envolver o ponto — 1 + j0 e nenhum dos pélos de G(s)H(s) estiver dentro do
contorno do plano s fechado, entio este contorno nao envolve qualquer zero del+
Gis)Hfs). A equagio caracteristica. 1 + Grs)H(s) = 0, entdo, ndo possui qualquer
raiz dentro do contorno no plano s modificado. Se nenhum pélo de malha-fechada

juh Plano s
'I'"l Luwp, <
ar« 1—r2 .
L% wp Fig. 9.52 Grifico das raizes complexas conjugadas
5 Y > no plano s.
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jwl
Piano s

]
<D

a¥

Fig. 9.53 Caminho de Nyquist modificado.

de um sistema de maior ordem for envolvido por este contorno, podemos afirmar
que a relagdo de amortecimento de cada par de pé6los complexos canjugados de
malha-fechada do sistema € maior do que sen 0.

O lugar geométrico de G(s)H(s) pode ser construido substituindo-se s por
{0 + jor/T—1%

onde [, = sen f,. com w tomando todos os valores desde — = até =, e esbogando o
lugar geométrico resultante. O lugar geométrico pard

G(—L,0 — jox/T=HH(—={ 0 — jo/T—=1)

¢ a imagem especular em relagdo ao eixo real do lugar geométrico para
G(—L,0 - jon/ T— C)H(=L.0 + jo/T—T0)

Um diagrama deste tipo é denominado diagrama de Vazsonyi. O diagrama de

Nyquist é um caso especial deste dltimo,
Analogamente, se 0 contorno no plano s consiste em uma reta a esquerda e

paralela a0 eixojw ¢ a uma distancia — og(ou arelas = — oo +jw) e a semicircunfe-
réncia de raio infinito envolvendo todo o semiplano direito do plano s e aguela parte
do semiplano esquerdo do plano s entre as retass = — g + jw €5 = jo, conforme

indicado na Fig. 9.54(a), entdo podemos estabelecer o seguinte: Se o lugar geomé-
trico de G(s)H(s) correspondente a este contorno no plano s nao envolver o ponto
— 1+ j0 e G(s)H(s) ndo possuir pdlos dentro do contorno fechado no planoss, entdo
a equacio caracteristica nao possuird gualguer zero na regiao envolvida pelo
contornodo planos modificado. Todas as raizes da equagéo caracteristica estardo a
esquerdadaretas = — o + jw. Um exemplo de um lugar geométrico de G(—o¢+
JjwH( = g+ jw) conjuntamente com um lugar geométrico de G{jw) H(jw) éindicado
na Fig. 9.54(b). O valor 1/o, € indicativo da constante de tempo dos polos de
malha-fechada dominantes. Se todas as raizes estiverem do lado de fora do con-
torno no plano s, todas as constantes de tempo da fungéo de transferéncia de
malha-fechada serao menores do que 1/o,. Se o contorno no plano s € escolhido
conforme indicado na Fig. 9.53. entio o teste dos envolvimentos do ponto — 1 +j0
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Fig. 9.54(a) Caminho de Nyquist modificade: (b) graficos polares do lugar geométrico de
Gi—trg + josHI— oy + jw) e do lugar geometrico de Gliw)Hljw) no plano GH.

revela 4 existéncia ou ndo das raizes da equac@o caracteristica do sistema de
malha-fechada dentro do contorno no plano s. Se o teste revela que nenhuma raiz
esta dentro do contorno no plano s, entao € claro que todos os polos de malha-fe-
chada possuirdo relacoes de amortecimento maiores do que {, € constantes de
tempo menores do que /o Portanto. considerando um contorno apropriado no
plano s. podemos investigar constantes de tempo e relagoes de amortecimento de
polos de malha-fechada de funcoes de transferéncia de malha-aberta conhecidas.

%"

.
;)

Z

Flano s

Fig. 9.55 Caminho de Nyquist modificado.

AT

9.7 ESTABILIDADE RELATIVA

~ Noprojeto de sistema de controle. exige-se que o sistema seja estdvel. Além
disso, é necessario que o sistema possua uma adequada estabilidade relativa.

 Nesta se¢do, mostraremos como o grafico de Nyaquist indica nao apenas se 0
sistema é ou nio estavel mas também o grau de estabilidade de um sistema estavel,
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Fig. 9.56 Modificagao de um sistiema com elementos de realimentagao para um sistema com
realimentagao unitaria.
L]

O grifico de Nyquist tambem fornece informacao de como a estabilidade pode ser
melhorada. se isto for necessario. (Para detalhes. vide Cap. 10).

Na discussio a Seguir. suporemos que 05 sistemas considerados possuem
realimentagio unitiria. Nole que ¢ sempre possivel reduzir um sistema com ele-
mentos de realimentagao para um sistema com realimentacio unitina, conforme

indicado na Fig. 9.56. Consegiientemente € possivel estender-se a andlise de
estabilidade relativa para sistema com realimentagio unildria para um Outro sis-
1ema com realimentagao n@o unitaria.

Consideraremos também gue, salvo mengao em contririo, os sistemas sejam
de minima fase: isto €, a fungao de transferéncia de malha-aberta Gts) nao possui
polos ou zeros no semiplano direito do plano s.

Andlise de estabilidade relativa via mapeamento conforme. Um dos importan-
tes problemas na andlise de um sistema de controle é determinar todos os pélos de

Plano s o m
Plano G T

e
g i /& /A

——
Jwg wa \0 Re
- — funy Curvas de
constante
gy =0y =03 =0 6]

Curvas de o
constante

aq¥

%5
Gljw)
Fig. 9.57 Mapeamento conforme de grades no plano s para o plano Gis).



malha-fechada ou pelo menos agueles mais proximos do ¢ixo jw (ou os pdlos de
malha-fechada correspondentes ao par dominante.) Se as caracteristicas de res-
posta em freqiiéncia de malha-aberta de um sistema forem conhecidas, pode ser
possivel estimar os palos de malha-fechada mais proximos do eixo jo. A técnica a
ser aqui apresentada € essencialmeniz grifica e baseada em um mapeamento
conforme do plano s no plano G(s).

Considere o mapeamento conforms das retasdeo constante (retass =o = Jow.
onde o ¢ constante e @ varia) e retas d¢  constante (retas s = ¢ + jw, onde © é
constante e o varia) no plano s para o piano Gfs). Aretag = 0 (isto €, 0 eixojw) no
plano s mapeia o grafico de Nyquist no plano G(s). As retas de o constante no plano
s mapeiam em curvas que sao similares a0 grafico de Nyguist e, sob certo sentido,
paralelas ao grafico de Nyquist como indicadona Fig. 9.57. Asretas dew constante
no plano s mapeiam em curvas. tambem indic adas na Fig. 9.57.

Embora as formas dos lugares geométricos de o constante ¢ @ constante no
plano G(s) e a proximidade da abordagem do lugar geométrico de G(jw) para 0 ponto
— 1+ j0 dependam de um Gfs) particular, a proximidade da abordagem do lugar
geométrico de G(jw) para o ponto — 1 — f0 ¢ uma indicagac da estabilidade relativa
de um sistema estavel, Em geral, podemos esperar que quanto mais préximo o lugar
geométrico de G(jw) estiver em relacdo ao ponto — 1+ jO. maior seré a sobreleva-
¢ao mAxima na resposta transitoria ac degrau € mais longo serd o tempo para o
amortecimento.

Considere os dois sistemas indicados nas Figs. 9.58(a) e (b). (Na Fig. 9.58 as
cruzes indicam polos de malha-fechadz.) O sistema (a) € obviamente mais estdvel
do que o sistema (b) porque os polos de malha-fechada do sistema (a) estio
localizados mais & esquerda daqueles correspondentes ao sistema (b). As Figs.
9.59(a) e (b) mostram o mapeamento conforme das grades do plano s no planoG(s).
Quanto mais préximos os polos de malna-fechada estiverem localizados do eixojw.
mais proximo o lugar geométrico de Gijw) estard do ponto —1 +j0.

Suponha gue o sistema possua pelo menos um par de pélos complexos conju-
gados de malha-fechada. Se o ponto — 1 — j0for determinado na intersecgdo de uma
curva de o constante e uma curva de « constante no plano G(s), entdo estes valores
particulares de o € @, 0s quais definiremos comoocew.. respectivamente, caracte-
rizam o polo de malha-fechada mais préximo do eixo ju no semiplano superior do
plano 5. (Note que g, representa o decaimento exponencial € w, representa a

Jw ik . IW1
—¢ Plano s - : Plano s

(a) (b}

Fig. 9.58 Dois sistemas com dois polos de malha-fechada.
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Fig. 9.59 Mapeamentos conformes d¢ grades do plano s para os sistemas indicados na Fig.
9.58 para o plano G(s).

frequiéncia natural amoi .ecida do termo da resposta transitoria ao degrau, devido ao
par de pélos de malha-fechada mais proximo do eixo jw.) Se for conhecida a forma
analitica de G(s), 0 mapeamento conforme das retass = Jwi. 5 = jwyes = —o;no
plano G(s) pode ser feito sem dificuldade. Entio. os valores provavels de o, e w,
podem ser estimados a partir do grafico, conforme indicado na Fig. 9.60. Portanto.
o par de polos complexos conjugados de malha-fechada que estdo mais proximos do
eixoju pode ser determinado graficamente. Deve ser observado que lodos 0s poios
de malha-fechada estdo mapeados no ponto — 1 + j0do plano G(s). Embora os polos
complexos conjugados de malha-fechada mais proximos 4o eixo ju possam ser
determinados facilmente pela técnica acima. a determinagao de outros polos de
malha-fechada. se houver. é praticamente impossivel por meio desta técnica.

Se os dados de G(jw) forem experimentais. entdo pode ser construido por
extrapolagio um guadrado curvilineo proximo ao ponto — 1 + j0. Referindo-se a
Fig.9.61, podemos determinar a localizacio dos polos de malha-fechada dominan-
tes no plano s, ou arelagio de amortecimento { e a freqlié ncia natural amortecida
w,. desenhando as retas AB que interligam o ponto — | +j0(pontoA)eopontoB, a
abordagem mais proxima do ponto — 1 + j0. € entdo construindo um quadrado
curvilineo CDEF, como é indicado na Fig, 9.61. Este quadrado curvilineo CDEF
pode ser construido desenhando-se a curva PQ mais parecida (onde PQ € o mapea-
mento conforme de uma reta paralela ao eixojw no planos) passando pelo ponto — 1
+ j0 e “paralela’ ao lugar geomeétrico de G{jw), € ajustando os pontos C. D, Ec F

tais que FB = f’ﬂg. CA = AD e FE + éD = FC + ED. O contorno C'D'E'F’

Plano G Imk

0 R‘;:': Fig. 9.60 Estimativa de o, ¢ @,
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Fig. 9.61 Mapeamento conforme de um quadrado curvilineo préximao ao ponto — 1 + j0 no
plano G(s) para o plano s.

correspondente no plano s, junto com o ponto A’, 0 polo de malha-fechada mais
praximo do eixojo, sao indicados na Fig. 9.61. O valor do intervalo de fregiiéncia
Aw, entre os pontos E e F é aproximadamente igual ao valor de o, indicado na Fig.
9.6]1. A freqiiéncia no ponto B é aproximadamente igual a freqiiéncia natural
amortecidawg. Os polos de malha-fechada mais proximos a0 €ixo jw sa0 estimados
como

§=—0, + jw,

Entao, a relagéo de amortecimento { destes pélos de malha-fechada pode ser obtida
de

{ _o A4

1 —=(* @y Wy

Deve ser notado que a freqiiéncia natural amortecidaw 4 da resposta transitoria

ao degrau realmente estd sobre o contorno de freqiiéncia que passa peloponto — 1+
j0 e ndo é necessariamente o ponto da abordagem mais préxima ao lugar geomé-
trico. Portanto. o valor de w4 obtida por esta técnica possui um certo erro.

Da andlise anterior, podemos concluir que ¢é possivel estimar os polos de
malha-fechada mais préximos ao eixo jw a partir da proximidade da abordagem do
lugar geométrico de G(jw) a0 ponto — 1 + j0, a freqiéncia no ponto da abordagem
mais proxima, e a graduagao de fregiiéncia proxima a este ponto.

Exemplo 9.12 Dado o grifico de resposta em fregiiéncia de G(jw) de um sistema com
realimentacao unitdria, conforme indicado na Fig. 9.62, determine os pélos de malha-fechada
mais proximos a0 eixo j.

reta interligando o ponto — 1 + j0 e o ponto da abordagem mais proxima do lugar
geométricode G(jw) ao ponto — 1+ j0¢ desenhada inicialmente. Posteriormente, € construido
o quadrado curvilineo ABCD. Desde que a fregiiéncia no ponto de abordagem mais préxima ¢
w = 2.9. a freqiiéncia natural amortecida é aproximadamente 2.9 oU wq = 2.9. A partir do
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Fig. 9.62 Grifico polar ¢ um guadrado curvilineo.

quadrado curvilineo ABCD. venfica-se que
Aw = wp — @y=34—24=10

Os polos de malha-fechada mais préximos ac eixo jw sdo entio estimados como
§=—12j2.9

0 lugar geométrico de G{juw) indicado na Fig. 9.62 € realmente um grifico da seguinte
fungdo de transferéncia de malha-aberta:

= 5(s + 20)
Gl) = 5T 759)GF + 3,415 T 16,35)

Os pélos de malha-fechada exatos deste sistema sios = —1 = j3es = —3 = jl, Os pélos de
malha-fechada mais proximos ao eixojw sao — 1 = j3. Neste exemplo particular, verificamos
que o erro envolvido é muito pequeno. Em geral, este erro depende da particular curva de
Gljw). Quanto mais proximo o lugar geométrico de G(jw) estiver emrelagio ao ponto — 1440,
MEnor Serd 0 erro.

Margens de fase e de ganho. A Fig. 9.63 mostra os graficos polares de G(jw) para
trés valores diferentes do ganho de malha-aberta K. Paraum valor grande do ganho
K, o sistema é instdvel. Conforme o ganho diminui para um certo valor, o Jugar
geométrico de G{jw) passa pelo ponto —1 + j0. Isto significa que, com este valor de
ganho, o sistema esta no limiar de instabilidade, ¢ exibira oscilacaes mantidas. Para
um valor menor do ganho K, o sistema € estével.
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Fig. 9.63 Grificos polares de Gora —jel )0 el

Em geral. quanto mais proximo o lugar geométrico de G(jw) resulta para
envolver o ponto — 1 + j0, mais oscilatoria € aresposta do sistema. A proximidade
do lugar geométrico de G(jw) ao ponto — 1 + j0 pode ser usada como uma medida da
margem de estabilidade. (Isto nao se aplica. entretanto. a sistemas condicional-
mente estaveis.) Constitui uma pratica comum representar a proximidade em
termos da margem de fase e da margem de ganho.

Margem de fase: A margem de fase € o atraso de fase adicional na fregiiéncia
de cruzamento do ganho. necessario para levar o sistema ao limiar de instahi-
lidade. A freqiiénciade cruzamento do ganhoé afrequénciana qual| G{jw) |, 0
médulo da fungdo de transferéncia de malha-aberta, ¢ unitario. A margem de
fase y € 180° mais o angulo de fase & da fungao de transferéncia de malha-
aberta na freqiiéncia de cruzamento do ganho, ou

y=180° L ¢

No diagrama de Nyquist, uma reta pode ser desenhada a partir da origem até o
ponto no qual a circunferéncia de raio unitdrio intercepta o lugar geométrico de
Gjw) . O angulo a partir do eixo real negativo até esta reta é a margem de fase. A
margem de fase é positiva paray > 0 e negativa paray < 0. Paraum sistema de
minima fase ser estavel, a margem de fase deve ser positiva.

As Figs. 9.64(a), (b) e (c) mostram as margens de fase de um sistema estavel e
de um sistema instavel por meio de gréaficos polares, graficos logaritmicos e graficos
log-modulo versus fase. Nos grificos logaritmicos, o ponto critico no plano com-
plexo corresponde as retas 0 db e —180°. :

Margem de ganho: A margem de ganho € o reciproco do médulo | G(jo) | na
freqiiéncia onde o dnguio de fase € — 180°, Definindo a fregliéncia de cruza-
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Fig. 9.64 Margens de ganho e de fase de sistemas estdveis e instiveis. (a) Graficos polares;
(b} gréficos logaritmicos: (c) graficos do log-mddulo versus fase.
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mento de fase w, como a frequéncia na qual o angulo de fase da funcao de
transferencia de malha-aberta ¢ igual a — 180°, amargem de ganho K, resulta:

1

K T e
¢ G|

Em termos de decibéis.

K,db =20log K, = —20 log | G(jm,) !

A margem de ganho expressa em decibéis ¢ positiva se K, é maior do que a
unidade e negativa se K ,¢ menor doaue aunidade. Portanto. umamargem de ganho
positiva (em decibéis) significa que © sistema ¢ estavel. e uma margem de ganho
negativa (em decibéis) significa que o sistema ¢ instavel. A margem de ganho €
indicada nas Figs. 9.64(a), (b) e (c).

Para um sistema de minima fase estavel. a margem de ganho indica guanto o
ganho pode ser aumentado antes ds o sistema tornar-se instivel. Para um sistema
instdvel, a margem de ganho€ indicativa de quantoo ganho deve ser diminuido para
tornar o sisiema estavel.

A margem de ganho de um sistema de primeira-ordem ou de segunda-ordem €
infinita desde que os graficos polares para estes sistemas ndo cruzem o eixo real
negativo, Portanto, teoricamente. sistemas de primeira-ordem ou segunda-ordem
nao podem ser instaveis. (Note. entretanto. que 0s sistemnas denominados de
primeira-ordem ou segunda-ordem Ao apenas aproximacoes no sentido de que
peguenos atrasos de tlempo sdo desprezados na deducio das equagdes do sistema,
Se forem levados em consideracio estes peguenas atrasos, 0s assim chamados
sistemas de primeira-ordem ou segunda-ordem podem tornar-se instavers.)

E importante salientar que parz um sistemn de fase nao-minima. a condigao de
estabilidade ndo serd satisfeitz a menos que o grafico de Gljw) envolvaoponto—1 =
j0. Portanto. um sistema de fase nac-minima estavel possuird margens de fase e de
ganho negativas.

Alguns comentirios relacionades com margens de fase e de ganho. As margens
de fase e de ganho de um sistema de controle constituem uma medida da proximi-
dade do grafico polar ao ponto —1 + j0. Portanto. estas margens podem ser
utilizadas como critérios de projeto.

Deve ser observado que apenas a margem de ganho ou apenas a margem de
fase nao fornece uma indicagao suficiente da estabilidade relativa. Ambas devem
ser fornecidas na determinacao da estabilidade relativa.

Para um sistema de fase minima ser estavel. tanto a margem de fase como a
margem de ganho devem ser positivas. Margens negativas indicam instabilidade.

Margens de fase e de ganho apropriadas nos previnem contra variagoes dos
componentes no sistema e sio especificadas para valores definidos de fregliéncia.
Os dois valores limitam o comportamento do sistema de malha-fechada préximo &
freqiiéncia de ressonincia. Para desempenho satisfatorio, a margem de fase deve
estar entre 30° e 60°, e a margem de ganho deve ser maior do que 6 db. Com estes
valores. um sistema de fase minima tem estabilidade garantida, mesmo se 0 ganho
de malha-aberta e as constantes de tempo dos componentes variarem em uma
grande extensao. Embora as margens de fase e de ganho fornegam apenas estimati-
vas grosseiras da relagao de amortecimento efetiva do sistema de malha-fechada,
elas oferecem um meio conveniente no projeto de sistemas de controle ou no ajuste
das constantes de ganho de sistemas.

Para sistemas de fase minima, as caracteristicas de moédulo e fase da fungao de
transferéncia de malha-aberta estao definitivamente relacionadas. A exigéncia de
que amargem de fase esteja entre 30° e 60° significa que emum gréfico logaritmico a
inclinacio da curva log-mddulo na freqiiéncia de cruzamento do ganho seja mais
gradual do que —40 db/década. Na maioria dos Casos praticos, para estabilidade. €
desejavel uma inclinagao de — 20 db/década na fregliéncia de cruzamento do ganho.
Se esta inclinagao for —40 db/década o sistema pode ser estavel ou instavel.
(Entretanto, mesmo que o sistema seja estivel, a margem de fase € pequena.) Se &
inclinacio da freqiiéncia de cruzamento do ganho for —60 dbjdécada ou mais
ingrime, o sistema provavelmente € instdvel.

Exemplo 9.13 Obtenha as margens de fase e de ganhodo sistemaindicado na Fig. 9 65 para 05
dois casos. onde X = 10 e K = 100.

K Cls)
sls+1(s+ 5 X

Fig. 9.65 Sistema de controle.

As margens de fase e de ganho podem ser facilmente obtidas a partir do grafico logarii-
mico. Um gréfico logaritmico da fungao de transferéncia de malha-aberta com K = 10 ¢
indicado na Fig. 9.66(a). As margens de fase ¢ de ganho para K = 10 sao

Margem de fase = 21°
Margem de gariho = 8 db

Portanto, o ganho do sistema pode ser aumentado de 8 db antes de acorrer instabilidade.
O aumento do ganhode K = 10 para K = 100 ¢ correspondente 4 deslocar o eixo de 0-db
para baixo por 20 db. conforme 4 Fig. 9.66(b). As margens de fase e de ganho sao

—30°
—12db

Portanto. o sistema é estivel para K = 10 porém instivel para K = 100.

Note gue para obter um desempenho satisfalorio, devemas aumentar a margem de fase
para 30° ~ 60°. Isto pode ser realizado diminuindo-se o ganho K. Entretanto, a diminuigao de
K nio € desejavel porgue um pequeno valorde K resultard em um grande erro para a entrada
em rampa, Isto sugere que pode ser necessaria uma ‘modificacao na forma da curva de
resposta em fregiéncia de malha-aberta, adicionando-s¢ compensagao. Tais 1écnicas sao
discutidas em detalhe no Cap. 10.

Margem de fase
Margem de ganho

o

Correlagao entre a resposta transitéria ao degrau e aresposta em freqiiéncia para
sistemas de segunda-ordem. Para sistemas de segunda-ordem podem ser deduzidas
as relagdes matematicas exatas entre a resposta tran sitoria ao degrau ¢ a resposta
em fregiiéncia. Considere o sistema indicado na Fig. 9.67. A fungao de transferen-
cia de malha-fechada €

Cs) _ w; ' (9-15)
R(s) ~ s> + Uw,s + o,
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(b)

{a)

1080,

Fig. 9.66 Diagramas de Bode do sistema indicado na Fig. 9.65com K = 10 e K -

R (s} wh

Cis)
s{s +2Ca,) i

Fig. 9.67 Sistema de controle,

onde { € w, 540 a relagao de amortecimento e a freqiiéncia natural nao amortecida.
respectivamente. A resposta em frequéncia de malha-fechada €

Cljw) 1

= = Me'*
i 7
e (1-5) kg,
onde
w
1 'y Phg
M= o= — tg pm—]

ooy ey -G

Pela Eq. (9.12), para 0 < £ < 0,707 o valor maximo de M ocorre na freqiéncia de
ressonancia w,, onde 5

=1 — 202 = w,a/c08 2y

0 angulo ¢ ¢ definido na Fig. 9.68. Na frequéncia de ressonancia o valor de M €.
maximo e dado pela Eq. (9.13), resultando

1 1

Mr = =
21 —C*  sen 2y
Lembre-se que w, ¢ real somente se { < 0.707. Portanto, nao hd ressonancia de
malha-fechada se ¢ = 0,707. [O valor de M, ¢ unitario para [ > 0.707. Vide a Eq.
(9.14).] Desde gue os valores de M, e w, possam ser medides facilmente em um

(9-16)

(9-17)

Jwk

o > Fig. 9.68 Definigdo do angulo 1.
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sistema fisico. eles sao bem liteis para verificacdo da con cordancia entre a analise
tedrica e a experimental.

Para a entrada em degrau unitdrio, a saida do sistema indicado na Fig. 9.67 ¢
dada pela Eq. (6.19). ou

o) =1 — et (COS .t + 7*1='C_-?§59nmdf) (t=0)

onde
w, = w1 —F =@,cos Y (9-18)

Poroutro lado. a sobrelevagao maxima M, para aresposta a0 degrau i nitario € dada
pela Eg. (6.28). ou

- S -

M, — g~ THin (9-19]

A sobrelevagao mdxima ocorre na resposta {ransitoria que possui a fregieéncia
. = I - :

natural amortecida wy = @, % 1 — {5 A maxima sobrelevacao resulta excessiva

para valores de { < 0.4.

Desde queo sistema de segunda-ordem indicadona Fig. 9.67 possui a seguinte
funcio de transferéncia de malha-aberta:

w;
Guay= s(s + 2w,)

para operacao senoidal, 0 modulo de G(jw) resulta unitario quando

=TT =5

Nesta freqiiéncia. o angulo de fase de Gjw) €

. ['1 .f 1

= —90° — tg! P4 — 24

Portanto. a margem de fasey €

y = 180° + [G(j®)
o 900 S lg'_l .\/’V’] +2‘£C‘ = 2(’

= et 20 :
= iy — (9-20)

A Eg. (9.20) fornece a relagio entre a relacao de amortecimento { e a margem de
fase .

A seguir. sintetizaremos 2 correlagdo entre a resposta transitoria ao degrauea
resposta em freqiéncia para o sistema de segunda-ordem dado pela Eq. (3.15):

1. A margem de faseea relacéo de amortecimento sio diretamente relacio-
nadas. A Fig. 9.69 fornece um grafico da margem de fase y em fungao da
relagao de amortecimento {. Note que uma margem de fase de 60° corres-
ponde a uma relagio de amortecimento de 0.6.

2. Referindo-se as Egs. (9.16) € (9.18) verificamos que os valores dew, € wy
sd0 quase 0s Mesmos pard pequenos valores de L. Portanto. para pequenos
valores de . o valor de w, ¢ indicativo da velocidade da resposta transitoria
do sistema.

3. DasEqs.(9.17)e(9. 19). vemos gue quanto menor o valorde { . maiores 08
valoresde M e M, A correlagao entre M ¢ .&3‘,, em funcao de { é indicada na
Fig. 9.70. Pode ser verificada uma relagao inuma entre M,eM,paral > 0.4.
Para valores muito peguenos de {. M, resulta muito grande (M, = 1}.
enquanto o valor de M, nao excede 1.

Correlagao entre a resposta transitéria ao degrau € a respostaem freqiiéncia para
sistemas de maior ordem. O projeto de sistemas de controle é muitas vezes condu-
zido com base na resposta em freqiiéncia. A principal razao deste fato é a relativa
simplicidade desta abordagem comparada com as outras. Desde que. em muitas
aplicagoes, € a resposta {ransitdria do sistema para entradas ndo periadicas. ao
invés da resposta em regime permanente com entradas senoidais. que € de principal
importancia, surge a questao da correlagao entre a resposta tran sjloria e a resposta
em freqliéncia.

Para o sistema de segunda-ordem indicado na Fig. 9.67 as relagoes matemati-
cas correlacionando a resposia transitoria ao degrau ¢ a resposta em fregiiéncia
podem ser obtidas facilmente. A resposta temporal de um sistema de segunda-
ordem pode ser prevista exatamente a partir do conhecimento de M, e w, de sua
resposta em freqiéncia de malha-fechada.

0 04 08 1,2 1,6 2,0

Fig. 9.69 Curva dey (margem de fase) versus { para © sistema indicado na Fig, 9-67-
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.M,.2= \ | | | W

N | M=cip)-1 [Eq.(6.28)) _ |
My =Y . |
1'\ |
'M.__h | :
i
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
L

Fig. 9.70 Curvas de M, versus { e M, versus { para o sistema indicado na Fig. 9.67.

Para sistemas de maior ordem. a correlagdo € mais complexa e a resposta
transitoria pode nao ser previsivel facilmente a partir da resposta em frequéncia,
pois os polos adicionais podem variar a correlagdo entre a resposta transitoria ao
degrau e a resposta em freqiiéncia existente para um sistema de segunda-ordem.
Sao disponiveis técnicas matematicas para obtengao da correlagao exata, porém
sao muito trabalhosas e de pequeno valor pratico.

A aplicabilidade da correlagao resposta-em-freqiiéncia-resposta-transitoria
existente para o sistema de segunda-ordem indicado na Fig. 9.67 para sistemas de
maior ordem depende da presenga de um par dominante de pdlos complexos
conjugados de malha-fechada nestes iltimos sistemas. F claro que, se arespostaem
freqliéncia de um sistema de maior ordem é dominada por um par de pélos comple-
xos conjugados de malha-fechada. a correlacao resposta-em-freqiiéncia-resposta-

transitdria existente para o sistema de segunda-ordem pode ser estendida para um
sistema de maior ordem.
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Para sistemas lineares. invariantes no tempo. ¢ de mailor ordem possuindo um
par dominante de pdlos complexos conjugados de malha-fechada. existem geral-
mente as seguintes relagdes entre a resposta transitdria ao degrau e a resposta em
fregliéncia:

I. Ovalorde M, ¢ indicativo da estabilidade relativa. Normalmente € obtido
um desempenho transitorio satisfatorio se o valorde M, estiver no intervalo
1.0< M, < 1.4 (0db< M, < 3 dbh). que corresponde a uma relagao de
amortecimento efetiva de 0.4 < £ < 0.7, Para valores de M, maiores do que
| .5 aresposta transitoria ao degrau pode exibir algumas sobrelevacoes. (Note
que. em geral, um grande valor de M, corresponde a uma grande sobreleva-
cao naresposta transitdria ao degrau, Se o sistema estiver sujeilo a sinais com
ruido cujas freqtiéncias forem proximas a freqiiéncia de ressondncia w,. ©
ruido sera amplificado na saida e causard um sério problema.)

2. O valor da freqiiéncia de ressondncia w, e indicativo da velocidade da
resposta transitéria. Quanto maior o valor dew,. mais rapido sera o tempo de
resposta. Em outras palavras. o tempo de subida varia inversamente comw .
Em termos da resposta em freqiiéncia de malha-aberta. a freqiiéneia natural
amortecida da resposta transitoria estd entre a freqiencia de cruzamento do
ganho ¢ a freqiiéncia de cruzamento da fase.

3. Afreqliéncia deressonanciaw, ¢ a freqiiéncia natural amortecidawq para a
resposta transitéria ao degrau sio muito proximas uma da outra phra sistemas
pouceo amortecidos.

As trés relagdes anteriormente alistadas sdo titeis para correlacionar aresposta
transitoria ao degrau com a resposta em freqiiéncia de sistemas de maior ordem.
desde que estes possam ser aproximados para um sistema de segunda-ordem ou a
um par de polos complexos conjugados de malha-fechada. Se o sistema de maior
ordem satisfizer esta condicao, um conjunto de especificacdes no dominio do
tempo pode ser transferido para especificacoes no dominio de frequencia. Isto
simplifica significativamente o trabalho de projeto, ou de compensagao, de siste-
mas de maior ordem.

Além da margem de fase, margem de ganho, pico de ressonincia M, e
freqiiéncia de ressonancia w,. ha outras grandezas no dominio de freqléncia co-
mumente utilizadas em especificacdes e desempenho. Elas sao a frequéncia de
corte. 4 largura de faixa e 4 taxa de corte. Estas grandezas serao definidas aseguir.

Freqiiéncia de corte e largura de faixa. Referindo-se a Fig. 9.71. afreqiénciaw,
na qual 0 médulo da resposta em fregiiéncia de malha-fechada € 3 db abaixo de seu
valor na freqiiéncia-zero ¢ denominada freqiiéncia de corte. Portanto,

‘%‘4%%% —3db

(>ow)

Para sistemas onde | C(jO)/R(jO)| = 0 db,

Cljo)| .
__"R(jco)~ 2 Adb

(0> o)

{ Alguns autores usam o ponto de —6-db ao invés do ponto —3-db. Neste livro serd
utilizado o ponto —3-db para definir a freqiiéncia de corte.) O sistema de malha-

499



e ——— Largura
de faixa

_—

e
w em escala log

Fig. 9.71 Gréfico logaritmico indicando 2 freqiiéncia de corte w, ¢ a largura de faixa.

fechada filtra as componentes do sinal cujas freqiiéncias sdo maiores do que a
freqiiéncia de corte € transmite aquelas componentes do sinal com freguéncias
menores do que a freqiiéncia de corte.

A faixa de fregiiéncia 0= o = w,na qual 0 méduloda malha fechada nao cai —3
decibéis ¢ denominada largura de faixa do sistema. A largura de faixa fornece uma
indicagdo da velocidade da resposta de um sistema de controle.

A especificagdo da largura de faixa pode ser determinada pelos seguintes
fatores:
1. A habilidade para reproduzir o sinal de entrada. (Uma largura de faixa
grande corresponde a um pequeno lempo de subida. ou resposta rapida.
Grosseiramente falando. podemaos afirmar que & largura de faixa € propor-
cional & velocidade de resposta.)
2. As caracteristicasde filtragem necessérias pard o ruido de alia freqiiéncia.

Para que 0 sistema siga precisamente entradas arbitrarias. € necessirio que ©
sistema possua uma grande largura de faixa. Do pontode vista do ruido, entretanto.
a largura de faixa nao deve ser demasiadamente grande. Portanto. hd requisitos
conflitantes em relacao a largura de faixae normalmente é necessario adotar-se um
compromisso para um bom projeto. Note gue um sistema com grande largura de
faixa exige componentes com alto desempenho. (O custo dos componentes nor-
malmente aumenta com a largura de faixa.)

Taxa decorte. A taxade corte éainclinagdodacurva do log-modulo proximaa
fr_eq.uenga de corte. A taxa de corte indica a habilidade de um sistema para
distinguir o sinal do ruido.

Exemplo 9.14 Considere 05 dois sistemas seguintes:

Sistema I:
cls) _ 1
Ris)  s+1
Sistema 1L
Co) _ 1
Ris) 35+ 1
i1}

0;33 1 « (em escala log)

(b)

rit)

Fig. 9.72 Comparagao das caracteristicas dinamicas dos dois sistemas considerados no
Exemplo 9.14.

Compare as larguras de faixas destes dois sistemas. Mastre que © sistema com a largura de
faixa maior possui uma velocidade de resposta maior € pode seguira entrada muito melhor do
que aguele com uma largura de faixa menor. ol .
A Fig. 9.72(a) indica as curvas de resposta em freguencia de rr}aiha—fechagla para os dois
sistemas. (Curvas assintoticas <@o indicadas por semi-retas l.racc_]ad_zzs.] Verificamos que a
largura de faixa do sistema | é0=w=1rad/seaquele dosistemall 60 = w=10,33 rad/fs. As
Figs. 9.72(b) e (¢) mostram, respectivamente, as curvas de resposta ao degrau ¢ resposta a
rampa para os dois sistemas. Obviamente, osistema 1, cujalargura de faixa € trés vezes maior
que a do sistema 11, possui uma velocidade de resposta mais rapida e pode seguir melhor a

entrada.

9.8 RESPOSTA EM FREQUENCIA DE MALHA-FECHADA

Resposta em fregiiéncia de malha-fechada de sistemas com res!immt_au;ﬁo unita-
ria. Paraum sistema de malha-fechada estdve), a resposta em freqiéncia pode ser
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facilmente obtida a partir da respostd em malha-aberta. Considere o sistema com
realimentacao unitaria indicado na Fig. 9.73(a). A funcac de transferéncia de
malha-fechada é

o) _ 66
R(s)~ T=60)

No grafico de Nyquist ou polar indicado na Fig. 9.73(b), 0 vetor OA representa
G(ngg ondew, € ayfreqiiéncia no pontoA. O comprimento do vetor 014 ¢ |Gliw,)| e 0
angulo do vetor OA éfG(,iwg. O vetor PA, o vetor do ponto — | '+10 para o lugar
geométrico de Nyquist, representa ] + G(jw,). Portanto, a relagio entre OA para

PA representa a resposta em freqiiéncia de malha-fechada. ou
04 _  Gjo) _ CU®)

A1+ GU@) ~ R(jo,)

O médulo da funcio de transferéncia de malha-fechadaemo = w,€éa rela;,"ﬁo entre
os médulos de OA para PA. O éangulo de fase da funco de transferéncia de
malha-fechada em @ = w, é 0 Angulo formado pelos vetores OA ePA,istoé, ¢ — 8,

indicado na Fig. 9.73(b). Medindo-se o médulo e o angulo de fase em pontos de
G F———,\-

(a)

Im p
-1+ /0 o
P\ o ,_.;/‘ Re
Poy]
wq A
G (jw)
(b)

Fig. 9.73 (2) Sistema com realimentacao unitdria; (b) d;tmninagio da resposta em fregiién-
cia de malha-fechada a partir da resposta em freqiéncia de malha-aberta.

=02

diferentes freqiiéncias, pode ser obtida a curva de resposta em freqiiéncia em
malha-fechada.

Vamos definir o médulo da resposta em freqiiéncia de malha-fechada como M
¢ 0 angulo de fase como a, ou

CUD) _ ppure
Rijw) — M

A seguir, determinaremos os lugares geométricos do modulo constante e os lugares
geométricos de angulo de fase constante. Tais lugares geométricos sao convenien-

tes na determinagio da resposta em freqiiéncia de malha-fechada a partir do grafico
de Nyquist.

Lugares geométricos de médulo constante (circunferéncias M). Para obter os
lugares geométricos de modulo constante. observamos inicialmente que G(jw) €
uma grandeza complexa e pode ser escrita como segue:

G(jw) = X +jY

onde X e Y sao grandezas reais. Entao M ¢ dado por

i
ey e vy
eMie
s . Xy
M=mrorr
Portanto
X1 — M?) — 2M2X — M2 + (1 — M3)Y> =0 (9-21)

SeM = 1,entio,daEq.(9.21) obtemos X = — 1/2. Estac¢ aequagao de umareta
paralela ao eixo ¥ e passando pelo ponto (—1/2; 0).
SeM # 1, a Eq. (9.21) pode ser escrita

2M? M? (i
X1+M2_1X—I-M,_1+Y’—0
Se o termo M?*/(M? — 1) for adicionado aos dois membros desta iltima equagao,
obtemos
MZ 4 - MZ
(x+ 37=) + 7 =gr=y e

A Eg.(9.22) é a equacaode uma circunferéncia com centroem X = —M?/(M* - 1). ¥
= 0 ¢ com raio |M[(M* — 1)|.

Os lugares geométricos M constante no plano G(s) conslituem, portanto, uma
familia de circunferéncias. O centro e o raio da circunferéncia para um dado valor
de M podem ser calculados facilmente. Por exemplo, paraM = 1.3, o centroestiem
(—2.,45; 0) e o raio é 1,88. Uma familia de circunferéncias M constante ¢ indicada
na Fig. 9.74. Pode ser visto que conforme M aumenta e torna-se maior do que a
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Fig. 9.74 Uma familia de circunferéncias de M constante.

unidade. as circunferéncias tornam-se cada vez menores € CONvVergem para o ponto
—1 +j0. Para M > 1, os centros das circunferéncias M estao a esquerda do ponto
—1 + j0. Analogamente, conforme M diminui e torna-se muito menor do que a
unidade a circunferéncia M fica cada vez menor e converge paraa origem. ParaM <
1 os centros das circunferéncias M estio 4 direita da origem. M = | corresponde ao
lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes da origem e do ponto— 1 + f0. Conforme
estabelecido anteriormente, este é uma reta passando pelo ponto (—1/2, 0) e
paralela ao eixo imaginario. (As circunferéncias M constante correspondentes a M
> 1 estdo & esquerda da reta M = 1, e aquelas correspondentes a M < 1 estio a
direita da reta M = 1.) As circunferéncias sao simétricas em relagao a reta corres-
pondente a M = | e em relacao ao eixo real.

Lugares geométricos de dingulos de fase constante (circunferéncias N). Obtere-
mos inicialmente o angulo de fase @ em termos de X e Y. Desde que

Je X+jy
= Ty

o angulo de fase a é

= (3)- e (k)

Se definirmos

tg a =N

entao
¥ = bl
N=tg [‘g" (¥)- " (1+x)}
Desde que
L e B4R B
g U= = wand
obtemos
X ek
N X l-l}X
1+7(_1+'X)
= ¥
T XY
ou

F+X+P—pY=0

A adigao de (1/4) + 1/(2N)? aos dois membros desta lltima equagao resulta em

(e g o) = o) o

Esta é a equacao de uma circunferéncia com centro em X = — 1/2. Y= 1{/(2N)ecom
raio \/(Ta) + 1/(2N)?. Porexemplo,sea = 300, entao N = tga = 0,577, e 0 centroe
o raio da circunferéncia correspondente a & = 30° podem ser determinados como
sendo (—0.,5: 0.866) e unitdrio, respectivamente. Desde que a Eq. (9.23) esta
satisfeitaquandoX = ¥ = 0eX = — 1, ¥ = O independentemente do valorde N, cada
circunferéncia passa através da origem ¢ do ponto — 1 + j0. Os lugares EEOMELricos
de e constante podem ser facilmente desenhados uma vez dado o valorde N. Uma
familia de circunferéncias N constante € indicada na Fig. 9.75 com & como pardme-
fro.

Deve ser observado que o lugar geométricode N constante paraum dado valor
de & nio é realmente toda a circunferéncia mas apenas um arco. Em outras
palavras, os arcos de a = }° e a = — 150° constituem partes da mesma circunferén-
cia. Este resultado é verdadeiro porque a tangente de um angulo permanece a
mesma se = 180° (ou seus miltiplos) forem adicionados ao angulo.

0 uso das circunferéncias M e N nos possibilita determinar toda a resposta em
freqiiéncia de malha-fechada a partir da resposta em frequéncia de malha-aberta
G(jw) sem calcular o médulo e a fase da fungao de transferéncia de malha-fechada
em cada fregiiéncia. As intersecgoes do lugar geométrico de G(ja) e as circu nferén-
cias M e as circunferéncias N fornecem os valores de M e N nos pontos de
freqiiéncia sobre o lugar geométrico de Gjw).

Desde que as circunferéncias N sdo de miltiplos valores, no sentido que a
circunferéncia para o = @, e uma outra para @ = & * 180% (n = Yo Ziionc) THA
realidade sio as mesmas, usando-se as circunferéncias N para a determinagdo do
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Fig. 9.75 Uma familia de circunferéncias com N constante.

angulo de fase de sistemas de malha-fechada. devemos interpretar o valor apro-
priado de a. Para evitar qualquer erro. inicia-sc na freqiéncia zero, que corres-
ponde a & = 0°, e entao efetua-se o procedimento para fregiiéncias maiores. A
curva do angulo de fase deve ser continua.

A Fig. 9.76(a) mostra o lugar geométrico de G(jw) sobreposto a uma familia de
circunferéncias M. A Fig. 9.76(b) mostra o lugar geometrico de G(jw) sobreposto a
uma familia de circunferéncias N. Destes gréficos, € possivel obter por inspe¢ao a
resposta em freqiiéncia de malha-fechada. Verifica-se que a circunferénciaM = 1,1
intercepta o lugar geométrico de G(jw) no pontode freqiiénciaw = w,. Isto significa
que nesta freqiiéncia o médulo da frequencia de malha-fechada é 1,1. Na Fig.
9.76(a), a circunferéncia M = 2 € exatamente tangente ao lugar geométrico de Gljw).
Portanto, ha apenas um ponto no lugar geométrico de G(jow) parao qual |C(jo)|R(jw)|
éiguala2. A Fig.9.76(c) mostra a curvade respostacm fregiiéncia de malha-fecha-
da para o sistema. A curva superior € a curva M versus freqiéncia w e a curva
inferior € a curva angulo de fase a versus fregliéncia .

O valor de pico de ressonancia é o valor de M correspondente a circunferencia
M de minimo raio que é tangente zo lugar geométrico de G(jw). Portanto, no
diagramade Nyquist, o valor do pico de ressonancia M, e afreqiénciade ressonan-
cia w, podem ser determinados a partir da circunferéncia M gue tangencia o lugar
geométrico de G(jw). (No presente exemplo, M, = 2ew, = wy)

S

{a) (b}

ce¥

Fig. 9.76 (a) Lugar geométrico de G{juw) sobreposto a uma familia de circunferéncias M, (b)
lugar geométrico de G(jw) sobreposto a uma familia de circunferéncias N; (c) curvas de
resposta em fregiiéncia de matha-fechada.
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_ Cartade Nichols. Tratando com problemas de projeto, verificamos ser conve-
niente construir os lugares geométricos de M e N no plano log-modulo versus fase.
A carta, que consiste nos lugares geométricos de M e N no diagrama log-maédulo
versus fase. ¢ denominada cartade Nichols. Esta cartaé mostrada na Fig. 9.77 para
angulos de fase entre 0 e —240°. A cartd de Nichols é simétrica em relagéo ao eixo
—180°. Os lugares geométricos de M e N repetem-se a cada 360° ¢ ha simetria em
todo o intervalo de 180°. Os lugares M estao centrados no ponto critico (0 db:
—180°). A carta de Nichols é muito iitil na determinagao da resposta em freqiiéncia
de malha-fechada a partir da resposta em freqienciade malha-aberta. Se a curvade
resposta em freqiiéncia de malha-aberta for sobreposta & carta de Nichols. as
intersecgdes da curva de respostaem freqtiéncia em malha-aberta G(jw) €08 lugares
geométricos de M e N fornecem o0s valores do modulo M e o angulo de fase a da
resposta em freqiiéncia em matha-fechada, em cada ponto de frequiéncia. Se o lugar
geométrico de G(jw) nao intercepta o lugar geométrico de M = M., porem éaele
tangente, entdo o valor do pico de ressondncia de M da resposta em freqiiéncia de

36 /

32 '
__—toz5dy |

28 <

24 e

1 19%
e

16
et
12 N
=}
i ~20°
E B db
I 300 db
LG 1l
TG [\I 7 9db
129b
o o]
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-8 ’\/
—IZ_-E, ul o 1 _....\-r' & o o e
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Fig. 9.77 Carta de Nichols.

malha-fechada é dado por M. A frequiéncia de ressonancia € dada pela fregitiéncia
no ponto de tangéncia.

Como um exemplo, considere o sistema com realimentacdo unitdria possuindo
a seguinte fungao de transferéncia de malha-aberta:

K .

= » =

6 =mrnos=y X!
Para determinar a resposta em fregtiéncia de malha-fechada utilizando a carta de
Nichols, é construido o lugar geométrico de G{jw) N0 plano log-médulo versus fase
do diagrama de Bode. O uso do diagrama de Bode elimina cdlculos nuMErcos
extensos de G{jw). A Fig.9.78(a) mostra o lugar geométrico de G(jw) junto com 0s
lugares geomeétricos de M e N. As curvas de resposta em freqiiéncia de malha-fe-
chada podem ser construidas pelas leituras dos madulos e angulos de fase em varios
pontos de freqiiéncia do lugar geométrico de Gjw) a partir dos lugares geométricos
de M e N, conforme a Fig. 9.78(b). Desde que o lugar geométrico de G(jw) €
tangente ao lugar geométricode M = < db, o valorde pico da resposta em fregiiéncia
de malha-fechada é M, = Sdb.ea freqiiéncia de ressondncia € 0.8 rad/s.

A largura de faixa do sistema de malha-fechada pode ser determinada facil-
mente a partir do lugar geométrico de G(jw) no diagrama de Nichols. A fregiiéncia
na intersecgao do lugar geométrico de G{jw) € 0 lugar geométrico de M = — 3 db
fornecem a largura de faixa. As margens de ganho e de fase podem ser lidas direta-
mente do diagrama de Nichols.

Se o ganho de malha-aberta K ¢ variado, a forma do lugar geométrico de G(jw)
no diagrama de log-modulo versis fase permanece a Mesma, porém ¢é deslocada
para cima (para K crescente) ou para baixo (para K decrescente) ao longo do eixo
vertical. Portanto, o lugar geométrico de Gljw) intercepta os lugares geoméltricos de
M e N diferentemente, resultando em uma diferenté curva de resposta em freqiién-
cia de malha-fechada. Para um valor pequeno do ganho K, o lugar geométrico de
G(jw) ndo sera tangente a qualquer lugar geometrico M, significando que nao ha
ressonancia na resposta em frequéncia de malha-fechada.

Resposta em freqiiéncia de malha-fechada para sistemas com realimentacdo nio
unitdria. Seosistemade malha-fechada envolver uma fungio de transferéncia com
realimentacio nao unitdria, entao a fungao de transferéncia de malha-fechada pode
ser escrita

C(s) G(s)

R(s) ~ 1+ G(s)H(s)

onde G(s) éafungaode transferéncia do ramodiretoe H(s) € afuncaode transferén-
cia do ramo de realimentagao. Entao, C(jw)/R(jw) pode ser escrita

Gijey 1 G(jo)H(j®)
R(jw) ~ H(jw) 1+ GUw)H(jo)
O médulo e o angulo de fase de
G,(jw)
1+ G,(o)

onde G(jw) = G(jw)H(jw), podem ser facilmente obtidos construindo-se o lugar
geométricode G,(jw) sobre acarta de Nichols e lendo os valores de M e N em varios
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Fig. 9.78 (a) Grafico de G(jw) sobreposto

pontos de freqiiéncia. A respostaem fregiiéncia de malha-fechada C(jw)/R(jw) pode
ser entio obtida multiplicando-se G jw)l[1 + Gyliw)] por 1/H(jw). Esta multiplica-
¢do pode ser realizada sem dificuldade se desenharmos os diagramas de Bode para
Gyjw)/[1 + Gyjw)] & H{jw) € entao subtrairmos graficamente 0 médulo de Hjw)
daquele de G (jw)/[1 + G {jw)] € tambem subtrairmos graficamente o angulo de fase
de H{jw) daquele de G (jw)/[1 + Gjw)]. Acurvado log-modulo e a curvado angulo
de fase resultantes fornecem. entao. a resposta em fregiiéncia de malha-fechada
Cliw)/R{jw).

Para obter valores aceitdveis de M,. w,. ¢ w, para |Ctie)[Rijew)|. pode ser
necessario um processo de tentativa-e-erro. Em cada tentativa, o lugar geometrico
de G (jw) é variado em sua forma. Sao entio desenhados os diagramas de Bode para
G w1+ Gyjw)] e H{jo) e aresposta em fregiiénciade malha-fechada C(jw)/R(jw)
& obtida. Os valores de M,. w, € w, s&o verificados até obterem-se valores aceili-
veis.

Ajustes de ganho. O conceito das circunferéncias M serd agora aplicado ao
projeto de sistemas de controle. Para obter-se desempenho conueniente, 0 ajuste
do ganho normalmente € a primeira consideracio. O ajuste pode ser baseado emum
valor desejado para o pico de ressondncia.

Em seguida, demonstraremos o método para determinagao do ganho K de
modo que o sistema possuird algum valor M, maximo. ndo excedido em toda a faixa
de freqgiéncia.

Referindo-se a Fig. 9.79, verificamos que a reta langente desenhada a partir da
origem até a circunferéncia M, desejada possui um angulo fy como indicado, se M,
for maior do que a unidade. O valor de sen & €

M, |
senly = ML_1'=M.:_
P i

Fig. 9.79 Circunferencia M.
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C(s)
s i Gl(s) =

Fig. 9.80 Sistema de controle.

Pode-se provar facilmente que a reta desenhada pelo ponto P, perpendicular ao
eixo real negativo, intercepta este eixo no ponto — 1 + j0.

Considere o sistema indicado na Fig. 9.80. O procedimento para determinagéo
do ganho K, de modo que G(jw) = KG (jw) possuira um valor desejado de M, (onde
M, > 1), pode ser sumariado COmO segue:

1. Desenhar o grifico polar da fungdo de transferéncia de malha-aberta
normalizada.

2. Desenhar a partir da origem a reta que faz com o eixo real negativo um
angulo de ¢ ='sen™!(1/M,).

3. Desenhar uma circunferéncia com centro sobre o eixo real negativo e
tangente tanto ao lugar geométrico de G,(jw) como a reta PO.

4. Desenhar uma reta perpendicular ao eixo real negativo pelo ponto P, o
ponto de tangéncia desta circunferéncia com areta PO. A reta perpendicular
PA intercepta o eixo real negativo no ponto A.

5. Para que a circunferéncia determinada corresponda a circunferéncia M,
desejada, o ponto A deve ser o ponto — | + j0.

6. O valor desejadodo ganho K € aguele valor que modifica a escala de modo
que o ponto A se torne o ponto — | + jO0. Portanto, K = 1/0A.

Note que a freqiiéncia de ressondncia w, é a fregliéncia do ponto no qual a
circunferéncia ¢ tangente ao lugar geométrico de G ((juw). O procedimento apresen-
tado pode nio fornecer um valor satisfatdrio para w,. Se este for o caso, o sistema
deve ser compensado a fim de aumentar o valor de w, sem modificar o valor de M.,
(Para compensagiio de sistemas de controle, vide Cap. 10.)

Note também que, se o sistema possuir realimentag@o nao unitdria, entdo o
método exige alguns passos de tentativa-e-erro.

Exemplo 9.15 Considere o sistema de controle com realimentagéo unitdria cuja fungio de
transferéncia de malha-aberta

e Fy
GUD) = Jo0 Fja@)

Determine o valor do ganho K de modo que M, = | 4.
O primeiro passo na determinagio do ganho K € esbocar o grifico polar de

G(jw) 1
K~ jo( +jm)

como indicado na Fig. 9.81. O valor de ¢ correspondente a M. = 1.4 € obtido de

w =sen”! ML =sen™! 1i4 = 45,6°

O préximo passo é desenhar a reta OP que faz um angulo de & = 45,6° com o eixo real
negativo. Desenhe, entao, a circunferéncia tangente tanto ao lugar geométrico G(jw)/K como
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Fig. 9.81 Determinagio do ganho K usando uma circunferéncia M.
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4 reta OP. A reta perpendicular desenhada pelo ponto P intercepta o eixo real negalivo em
(—0,63; 0). Entao, o ganho K do sistema ¢ determinado como segue:

e g
=3¢ 1,58

Deve ser observado que esta determinagao do ganho também pode ser realizada facil-
mente sobre o grafico log-madulo versus fase, A seguir demonstraremos como o diagrama
log-modulo versus fase pode ser usado para determinar o ganho K de modo que 0 sistema
apresente o valor desejado de M,

A Fig. 9.82 mostra o lugar geométrico de M, = l.deo lugar geométrico de Gljw)/K. A
modificacio do ganho nao afeta o angulo de fase. mas simplesmente movimenta a curva
verticalmente para cima se K > 1 ¢ para baixo se K < 1. Na Fig. 9.82, o lugar geométrico de
Gljw)/K deve ser deslocado para cima de 4 db para que seja tangente ao lugar geométrico M,
desejado e o lugar geométrico de G(jw)(K inteiro possa estar fora do lugar geométrico M, =
1,4, O deslocamento vertical, numericamente, do lugar geométrico de Gijw/K determina o
ganho necessario para resultar no valor desejado de M,. Portanto, resolvendo

20log K =4
obtemos
K=158

9.9 DETERMINACAQ EXPERIMENTAL DE FUNCOES DE
TRANSFERENCIA

O primeiro passo na andlise e projeto de um sistema de controle é deduzir um
modelo matematico do processo sob consideragio. A obtengio analitica de um
modelo pode ser bem dificil. Devemos entio obté-lo por meio de andlise experi-
mental. A importinciados métodos de resposta em fregiiéncia estd nofato de quea
funcaode transferéncia do processo, ou qualquer outro componente de um sistema,
pode ser determinada atraves de medidas simples de resposta em freqiiéncia.

Se forem medidas as relagoes de amplitude € a defasagem em um numero
suficiente de fregiiéncias dentro da faixa de interesse. os valores podem ser utiliza-
dos para determinar o diagrama de Bode. A fungao de transferéncia pode entao ser
determinada através de aproximagoes assintoticas. Constroem-se as curvas assin-
téticas do log-modulo consistindo em varios segmentos € normalmente é possivel,
com algumas tentativas no processo de tentativa-e-erro, determinar as frequéncias
de canto e uma curva muito proxima a real. (Note que sca freqiiéncia ¢ indicada em
ciclos por segundo e nio em radianos por segu ndo, as freqiiéncias de canto devem
ser convertidas em radianos por segundo antes de se calcular as constantes de
tempo.)

Geradores de sinais senoidais. Na realizagao de um teste de resposta em
freqiiencia devem ser disponiveis geradores de sinais senoidais convenientes. O
sinal pode estar na formamecanica, elétricaou pneumatica. As faixasde freqiéncia
necessarias para o teste sio aproximadamente 0,001-10 cps para sistemas com
grandes constantes de tempo e 0,1-1 |000 cps para sistemas com pequenas constan-
tes de tempo. O sinal senoidal deve ser razoavelmente isento de harmonicas ou
distorgao.

Para faixas de freqiiéncia muito baixas (abaixo de 0.01 cps). um gerador de
sinal mecdnico (conjuntamente com um transdutor pneumético ou elétrico conve-
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piente, se n_;cessérioj pode ser utilizado. Para a faixa de frequéncia 0,01-1.000 cps,
pode ser utilizado um gerador de sinal elétrico adequado (se necessdrio, juntamente
com um transdutor conveniente).

Determinaciio de fungdes de transferéncia de minima fase a partir de diagramas
de Bode. Conforme estabelecido anteriormente, a verificagao se um sistema &
ou nao de minima fase, pode ser determinada a partir de curvas de resposta
em freqgiiéncia examinando-se as caracteristicas de alta fregliéncia.

Para determinar a funcao de transferéncia. inicialmente desenhamos as assin-
totas a curva do log-modulo experimentalmente obtida. As assintotas devem pos-
suir inclinagées multiplas de = 20 db/década. Se ainclinagao da curva log-madulo
obtida experimentalmente variar de — 20 para —40 db/décadaemw = w,, € claro que
existe um fator 1/[1 + j{w/w,)] na jungao de transferéncia. Se a inclinagao varia de
— 40 db/década em @ = w;, deve existir um fator quadratico da forma

A .
o M(jmf’-z) hi (j\%)1

na funciode transferéncia. A fregiiéncia natural ndo amortecida deste fator quadra-
tico ¢ igual a freqiéncia de canto w,. A relacio de amortecimento { pode ser
determinada a partir da curva do log-modulo obtida experimentalmente medindo-se
o valor do pico ressonante proximo a freqiiéncia de canto w, e comparando esta
curva com aquela fornecida na Fig. 9.11.

Uma vez determinados os fatores da fungdo de transferéncia G{jw), 0 ganho
pode ser determinado da parte de baixa-freqiiéncia da curva do log-médulo. Como
os termos do tipo 1 + fwlwy) e 1 + 2 liwlwg) + (jwlws)® tornam-se unitdrios
conforme w tende a zero, em freqiéncias muiio baixas, a fungio de transferéncia
senoidal G(jw) pode ser escrita

lim G(jo) = GGy

Nz maioria dos sistemas priticos, A € igual a 0.1 o0u 2.
1. Para A = 0, ou sistemas tipo 0,

G(jo)=K para o<1
ou
20 |log G(jw)| = 20log K para o<l

A assintota de baixa freqiiéncia ¢ uma reta horizontal em 20 log K db. O valor
de K pode entdo ser determinado a partir desta assintota horizontal.
2. Para A = 1, ou sistemas tipo 1,

e K
G(,rm)—),-—m para @ < 1
ou

20 log | G(jw)| = 20log K — 20log @  para w1
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o que indica que a assintota de baixa-freqiiéncia possui inclinagao —20
db/década. A fregiiéncia na qual a assintota de baixa-frequéncia (ou seu
prolongamento) intercepta a reta 0-db ¢ numernicamente igual a K.

3. Para A = 2, ou sistemas tipo 2.

G(jw) = U—ﬁ)—z para < 1

ou
20log | G(jm)| = 20log K — 40logew  para @ < 1

A inclinagao da assintota em baixa-freqiéncia é —40 db/década. A freqién-
cia na qual esta assintota (ou seu prolongamento) intercepta a reta 0-db é
numericamente igual a VK.

Exemplos de curvas log-médulo para sistemas tipo 0, tipo 1 e tipo 2 sdo
fornecidos na Fig. 9.83. junto com a freqiiéncia para a qual o ganho K estd
relacionado.

A curva do dngulo de fase obtida experimentalmente possibilita um meio de
verificagdo da fungao de transferéncia obtida da curva do log-modulo. Para um
sistema de minima fase, a curva experimental do dngulo de fase deve concordar
com precisdo razodavel com a curva tedrica do dngulo de fase obtida a partir da
funcao de transferéncia determinada. Estas duas curvas de angulo de fase devem
concordar exatamente tanto na faixa de freqiéncias muito altas como na faixa de
fregliéncias muito baixas. Se o angulo de fase obtido experimentalmente, em
freqiiéncias muito altas (comparadas com as freqiiéncias de canto). ndo for igual a
—90° (g — p). onde p e g sdo os graus dos polindmios do numerador e do denomina-
dor da fungio de transferéncia, deve ser uma fungio de transferéncia de fase
nao-minima.

Fungées de transferéncia de fase ndo-minima. Se. no extremo de alta frequién-
cia, o angulo de fase calculado for 180° menor do que o dngulo de fase obtido
experimentalmente, entdo um dos zeros da fungao de transferéncia deve estar no
semiplano direito do plano s, ao invés do semiplano esquerdo do plano s.

Se o angulo de fase calculado diferir do dngulo de fase experimentalmente
obtido por uma taxa de variagdo de fase constante, entdo existe um atraso de

transporte, ou tempo morto, no sistema. Se supusermos que a funcio de transfe-
réncia seja da forma

G(s)e™™
onde G(s) é a relagdo de dois polinomios em s, entéo

v el ;
E.Lrﬂ %{G(}m)e‘”’" = —T

Portanto, destailtima equa¢ao podemos calcular o valor do atraso de transporte T.

Algumas observacdes sobre a determinaciio experimental de fungées de transferéncia
1. Normalmente é mais facil fazer medidas precisas de amplitude do que de
defasagem. Medidas de defasagem podem envolver erros causados por ins-
trumentagdo ou por interpretagio dos resultados experimentais.

2. Arespostaem freqgiiéncia do equipamento de medida utilizado para medir
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Fig. 9.83 (a) Curvalog-modulo de um sistema tipo 0; (b) curvas log-modulo de sistemas lipo
1: (¢) curvas log-modulo de sistemas tipo 2. (As inclinagdes indicadas estdo em db/década.)

a saida do sistema deve possuir curvas de médulo versus freqiéncia pratica-
mente planas. Além disso, o angulo de fase deve ser aproximadamente
proporcional a freqiéncia.

3. Sistemas fisicos possuem alguns tipos de ndo linearidade. Portanto, €
necessirio considerar cuidadosamente a amplitude dos sinais de entrada
senoidais. Se a amplitude do sinal de entrada for muito grande. o sistema
saturard e o teste de resposta em freqiiéncia apresentard resultados impreci-
sos. Por outro lado, um sinal pequeno causard erros devido a zona morta.
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Conseqiientemente. deve ser feita uma escolha cuidadosa da amplitude do
sinal de entrada senoidal. E necessario visualizar a forma de onda da saida do
sistema para assegurar-se que a forma de onda é senoidal e que o sistema esta
operando na regiao hinear durante todo o teste. (A forma de onda da saida do
sistema nao sera senoidal se o sistema estiver operando em sua regiao nao
linear.)

4. Se o sistema sob consideragio estiver operando continuamente por dias e
semanas, entio a operagao normal nao necessita ser interrompida para 0s
testes de respostz em fregiiéncia. O sinal de teste senoidal deve ser sobre-
posto as entradas normais. Entao. para sistemas lineares, a saida devida ao
sinal de teste estara sobreposta a saida normal. Para a determinacio da
funcdo de transferéncia enquanto o sisiema esta em operagdo normal, tam-
bém sio muito utilizados sinais estocdsticos (sinais de ruido branco). Utili-
zando fungoes de correlago. pode ser de erminadaa fungio de transferéncia
do sistema sem interrupcao na operagao normal.

Exemplo 9.16 Determine & fungio de transferéncia do sisterna cujas curvas de resposta em
freqiiéncia experimentais sao indicadas na Fig. 9.84.

O primeiro passo na determinacéo da fungio de transferéncia é aproximar a curva do
log-médulo por assintotas com inclinagoes = 20 db/década e seus multiplos, conforme
indicado na Fig. 9.84. As freqiéncias de canto s&0 entao determinadas e a seguinte forma da
fungdo de transferéncia ¢ estabeletida:

K(1 +0,5/w)

T Ljo 1= 2 (g)+ (%) |

O valor da relagio de amortecimento { € determinado examinando-se o pico de ressonancia
préximo aw = 6 rad/s. Refenindo-sea Fig.9.11, [ é determinada como sendo 0,5. O ganhoK €
numericamente igual 4 freqiéncia da intersecgdo de prolongamento da assintota de baixa-fre-
giiencia com a reta0-db. O valor de K ¢ determinado em 10. Portanto. G(jw) € determinada

como uma tentativa para

- 1001~ 05jc)
Gl jax(l ——jml_l - (J%) x (JESJ")I]

ou

320(s — 2)

GO = GFNE &+ &b

dESta funcio de transferéncia é uma tentaliva porque nio examinamos ainda a curva do dngulo
e fase.

Uma vez verificadas as freqiiéncias de canto da curva do log-mddulo, a curva do dngulo
de fase correspondente a cada fator da fungo de transferéncia pode ser desenhada facilmente.
A soma destas curvas de angulo de fase componentes € aquela da funcao de transferéncia
suposta. A curva do angulo de fase para G(jw) ¢ indicada por |G na Fig. 9.84. Desta figura
notamos claramente uma discrepancia entre a curva do dngulo de fase calculada e a curva do
angulo de fase obtida experimentalmente. A diferenca entre as duas curvas em fregiiéncias
muito altas parece possuir uma taxa de variagio constante. Conseqilentemente, as discrepén-
cias nas curvas de dngulo de fase devem ser causadas por um atraso de transporte.

Deste modo, suponhamos uma funcio de transferéncia completa como sendo G(s) e,
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Fi;g. 9.84 Diagrama de Bode de um sistema. (Curvas cheias s@o curvas obtidas experimen-
taimente.)

Co:r}_q a giiscrepé.ﬂcia entre os angulos de fase calculado e experimental ¢ —0.2 w rad para
fregliéncias muito altas, podemos determinar o valor de T como segue:

: d 1 ,

‘Ll_r'ri%g(?(_;w)e”‘“" = —T = =0,2
ou

T—02s

A presenga do atraso de transporte pode entéo ser determinada, e a fungdo de transferéncia
completa, determinada a partir das curvas experimentais, €

ot 320(s + 2e0ts
GWe™ = D + &5 L 60)
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.9.1 Considere o circuito indicado na Fig. 9.85. Suponha que a tensdo e, ¢
aplicada aos terminais de entrada e resulta a tensio e,. Suponha que a entrada do sistema €

elt) = E, sen wt

L
o g rIa o
€ R €  Fig. 9.85 Circuito elétrico.
c
I L o
¢ T

Obtenha a corrente em regime estaciondrio i(7) fluindo através da resisténcia R.
Solugdo. Aplicando a lei de Kirchhoff ao circuito, obtemos
di 1

Bt +Ri+fjfdr=e,

Desde que i = dgldt, podemos reescrever a equagcao do sistema como

dq dg , 1
Lo ¥ Rgr tgd="

Para a entrada fornecida ¢; = E, sen w!, 2 solugao em regime estaciondrio €

E,

gl = = = sen (@t — @)
T T oo
onde
¢ ™ _1_ R;ﬂla)l
CF

Entao a corrente iff) é
o gty Ew
n="r= 1 2
J (& —Lw?) + (Roy
Problema A.9.2 Considere um sistema cuja fungiio de transferéncia de malha-fechada é

Ci) _ 10+ 1)
Rs) GAIE+9

cos (wr — ¢)

(Este sistema € it_iéntico_ a0 considerado no Problema A.8.7.) E claro que os pdlos de
malha-fechada estdo localizadosems = —2es = —5,¢e0 sistema ndo é oscilatorio. (A resposta
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Fig. 9.86 Diagrama de Bode para 1001 + jw)/[(Z + Jol(5 + jel].

a0 degrau unitario, entretanto, exibira sobrelevagao devidod presengade um zeroems = = 1.

Vide Fig. 8.48.)

Mostre gue a resposta em frequéncia de malha-fechada deste sistema exibird um pico de
ressondncia, embora a relagio de amortecimento dos pélos de malha-fechada seja maior do

que a unidade.

Solugio. A Fig. 9.86 mostra o diagrama de Bode para um sistema. O valor do pico de
ressondncia ¢ aproximadamente 3,5 db. (Note que. na auséncia de um zero, 0 sistema de
segunda-ordem com L > 0.7 nio exibird um pico de ressonnciy; entretanto, 2 presencade um

zero de malha-fechada causard este pico.)

Problema A.9.3 Prove que o grafico polar da fungéo de transferéncia senoidal
G(fw)=—ﬂir— << x)
1 +joT =

& uma semicircunferéncia. Determine o centro ¢ 0 raio da circunferéncia.

Solugio. A fungdo de transferéncia senoidal dada G(juw) pode ser escrita como Segue:

G(jw) = X +jY
onde

wT? ol

X=1ror? Y=1ToT
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Entao,

132 _ (@PT* —1)? Wi T*? 1
(X” '_J = 41 + wiT?)? tTa—erp 9

el =

Portanio verificamos que o gréfico de G(jw) € uma circunferéncia com centro em (0.5; 0) e raio
igual a 0.5. A semicircunferéncia superior correspondeal=w=<=.ea semicircunferéncia
inferior corresponde & — » = w = 0.

Problema A.9.4 Desenhe o diagrama de Bode do seguinte sistema de fase nao-minima:

Cl) _
E{Ej-—l—Ts

Obtenha a resposta & rampa unitaria do sistema e construa o grifico de (1) versus f.

Solugdo. O diagrama de Bode do sistema € indicado na Fig. 9.87.
Para uma entrada em rampa unitdria, R(s) = 1/s*. e

N S - O (e iy
=" =5
db §
|1-jwr]|
20 db/década
Q i
1
T @(emescalalog)  Fig, 9,87 Diagrama de Bode de
| = jwT.
e
i Ll _\
-s0® d
o w (em escala log)

A transformada de Laplace inversa de ([s) fornece

ed)=t—T (=0

A Fig. 9.88 mostra a curva de resposta c(¢) versus 1. (Note o comportamento defeituoso no
inicio da resposta.) Uma propriedade caracteristica de um sistema de fase ndo-minima ¢ que a

it
o rlr) T
Fig. 9.88 Resposta & rampa unitdria do sistema
considerado no Problema A.9.4.
clr)
0 M 7
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resposta transitéria tem inicio no sentido oposto ao da entrada, porém. eventualmente retorna
ao mesmo sentido.
Problema A.9.5 Considere a fungao

ol |
s— 1

Fis)=

Jw)
Plano s

/e

ril

h
i

|
™~
|
o
oy
n
q

_jz

Imi

3~ Plano Fis)

o =1

Fig. 9.89 Mapeamento conforme de grades de plano’s no plano Ffs) onde F(s) =
(s +1)fts — 1).
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O mapeamento conforme das retasw = 0, = 1, = 2 edasretaso = 0, = 1. = 2 fornece
circunferéncias no plano Fis), comoindicado na Fig. 9.89. Mostre gue se 0 contorno no plano
s envolve o pélo de F(s), hd um envolvimento da origem no plano Fis) no sentido anti-hordrio.
Se o contorno no plano s envolve o zero de F(s), hd um envolvimento da origem do plano F(s)
no sentido horario. Se o contorno no plano s envolve tanto o zero como o pélo, ou se 0
contorno ndo envolve nem o zero nem o pélo, entdo nio hd envolvimento da origem do plano
Fis) pelo lugar geométrico de F(s). (Note que no planos, um ponlo s representativo percorre
um contorno no sentido horario.)

. Jw)

im
ier Plano s 4 Fiane Fig)
14
i1 =
A 1
1 o 3 l——,&
Z%. =1 0 1 2 3 o -1 lo 1 4 3 Re
-1 12
) [ 2 g'
~j2k
Jul
A
. 81'1
.
SRl Sy 3 e e R e oo
-2 -1 o 1 2 3 e Re
- -1
D cl”’
H-j2
Juwd
A > it g
[ \
< ¥
=2, il B: A 2 - 2 Re
Dl———;"l_._Jc g -
B
42
fwh
E e 2 £
4
H i
1 O - 1 1 1 1 o
g ! (ORMG TR JC = 3 Re
A e L g
A
o S 2— €

Fig. 9])91? Malpearnemo conforme dos contornos no plano s para o plano F(s) onde F(s) =
(s + 3 — 13
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Solucio. Uma solugao graficae fornecida na Fig. 9.90; esta figura mostra contornos fechados
no plano 5 e suas correspondentes curvas fechadas no plano F(s).

Problema A.9.6 Prove o seguinte teorema de mapeamento: Seja F(s) uma relagao de poling-
mios ems. Seja P o nimero de pélos e Z o nimero de zeros de F(s) que existem dentro de um
contorno fechado no plano s, levando-se em conta amultiplicidade. Seja o contorno fechado
tal gue n3o passa através de guaisquer polos ou Zeros de F(s). O contorno fechado no plano s
mapeia entdo o plano F(s) com uma curva fechada. O niimero N de envolvimentos no sentido
hordrio da origem do plano F(s), conforme o ponto representativa s percorre 0 contorno
inteiro no plano ¢ no sentido hordrio. € igual a Z — P.

Solugio. Para provareste teorema. Usaremos o leorema de Cauchy e o teorema doresiduo. O
{eorema de Cauchy estabelece que a integral de F{s) ao longo de um contorno fechado no
plano s & nula se F(s) € analitica dentro ¢ sobre o contorno fechado, ou

%F(s}ds-—- 0 : “

0O teorema do residuo estabelece que a integral de F(s) tomada no sentido horério sobre o
contorno fechado no plano s € igual a — 2mj vezes os residuos nos polos simples de Fis), ou

%F{s} ds = —2mj (3 residuos)
Suponha que F(s) ¢ dada por

B 1 k9 . e il
G +p)™(s T p)™ -

F(s) - X(s)

onde X(s) € analitica no contorno fechado do planos e todos os polos e zeros estao localizados
no contorne. Entdo. a relacdo F'(s)/F(s) pode ser escrita

Fs) _ L3 B . | me o, )X .
F(SJ_(S+21‘J:S+ZQ_+ ) (s+p,+3+p2"" )“ry(;} (9-24)

Este resultado pode ser verificado pela seguinte consideragao: Se F(s) é dado por
F(s) = (s + z;)*X(s)

entdo F(s) possui um zero de k-esima ordemem s = — 2. Diferenciando F(s) em relagaoas,
resulta

F'(5) = k(s + 2,71 X(s) + (s + 2)*X(s)

Portanto,
F'(s) k X'(s) ¥
Fs) s+z + X(s) 023

Verificamos gue considerando a relagao F'(s)/F(s), o zero de k-ésima ordem de F(s) resulta
um polo simples de F'(s)/F(s).

Se o dltimo termo do segundo membro da Eq. (9.25) ndo contém gualquer polo ou zero
o contorno fechado do plano 5, F'(s)/F(s) é analitica neste contorno exceto no zero em
§ = —z,. Entao,
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F(s), [ k o fX6)_ _ogj
§mds‘§5+zl+§l’mﬂ 2% Jk

Referindo-se i Eq. (9.24) e notando que X'(s)/X{(s) ¢ analitica no contorno e que os fatores
nos parénteses sao todos pdlos simples localizados no contorno, obtemos a seguinte relagao:

§59 ae = —omjlll +ds ) o £y o = —2SZ=P)

onde
Z = ky + kg + ... = nimero tatal de zeros de F(s) envolvidos no contorno fechado do
plano s
P =m,; + my + ... = nimero total de pdlos de F(s) envolvidos no contorno fechado do
plano s

(Os zeros ou pélos com multiplicidade k séo considerados k zeros ou polos localizados no
mesmo ponto.) Desde que F(s) é um nimero complexo, F(s) pode ser escrito

F(s) = |Fle’

In F(s) = In | F| + j6
Notando que F'(s){F(s) pode ser escrita

F'(s) _ dln F(s)
F(s) _ ds

obtemos

F(s) _din|F| , .d0
Fo- d& &

Se o contorno fechado no plano s ¢ mapeado no contorno fechado I' no plano F{s), entao
§F—'(’—)ds - § d1n|F| +,f§ d6 =j‘|-d9 = 2mj(P — Z)
F(s) i =

A integral [rd In |F| é nula desde que 0 valor de In |F| ¢ o mesmo no ponto inicial € no pon-
to final do contorno I'. Portanto, obtemos

6, -0, _
- &

A diferenca angular entre os valores final € inicial de 6 € igual & variagdo total nodngulo de fase
de F'(s)IF(s) conforme um ponto representativo no plano s se move ao longo do contorno
fechado. Notando que N € 0 nimero de envolvimentos da origem do plano F(s) no sentido
horirio ¢ 8, — 6, € nulo ou um miltiplo de 2w rad, obtemos

B =05
22’:1_ N

Portanto. temos a relagao
N=Z-—P

Isto prova o leorema.

Note que por meio deste teorema de mapeamento, 05 numeros exatos de zeros e de polos
nao podem ser determinados. mas apenas a diferenca entre eles. Note também que das Figs.
9.91(a) e (b) verificamos que se i nao varia através de 27 rad, entao a origem do plano F(s) nao
pode estar envolvida.

Im Im
Planc F(s) Plano Fis)

8
1 e =
0 Fe Re
Origem envolvida Origem naoc envolvida
92"91=2' 82_61=D
(a) (b)

Fig. 9.91 Determinagio do envolvimento da origem do plano F{s).

Problema A.9.7 O sistema com a fungio de transferénciade malha-aberta seguinte e comK =
2 € estavel?

K
GOHE) = @ + D
Determine o valor critico do ganho K para estabilidade.

Solugdo. A fungdo de transferéncia de malha-aberta €

= 2 K
GUWH®) = 55056 T HEZjo + 1)

Ealrts o Bl
= J3w? 1 jo(l — 20%)

Esta funcao de transferéncia de malha-abertanao possui pdlos no semiplano direito doplanos.
Portanto. paraestabilidade. o ponto — 1 + j0 néo deve estar envolvido pelo grafico de Nyquist.
Vamos determinar o ponto onde o grafico de Nyquist cruza o eixo real negativo. Considere-
mos a parte imagindria de Gljw) H(jw) como sendo nula. on

1 —2w*=0
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de onde obtemos

1

@O =
2

Substituindo @ = 117/ em Gjw) H{jw), obtemos

v R

O valor critico do ganho K € obtido igualande —2K/3a —1. ou

Portanto.
E=3
O sistema ¢ estavel se 0 < K < 2. Conseglientemente, o sisiema com K = 2 ¢ instavel.

Problema A.9.8 Considere o sistema de malha-fechada indicado na Fig. 9.92. Determine o
valor critico de K para estabilidade usando o critério de estabilidade de Nyquist.

R(s) s C(s)
s—1 ] s

Fig. 9.92 Sistema de malha-fechada.

Solucio. O grifico polar de

GU®) =551

¢ uma circunferéncia com centro em —K/2 sobre 0 eixo real negativo e raio K2, conforme
indicada na Fig. 9.93(a). Conforme w aumenta desde —o= até = o lugar geométricode Gijw) faz
uma rolagio no sentido anti-hordrio. Neste sistema, P = 1 porque hd um pélo de G(s) no
semiplano direito do plano s. Para o sistema de malha-fechada ser estivel. Z deve ser igual a
zero. Portanto, N= Z — P deve seriguala —1, ou deve haver um envolvimento no sentido
anti-hordrio do ponto — | + j0 para estabilidade. (Se nio houver envolvimento doponto—1+
j0, o sistema serd instdvel.) Portanto, para estabilidade, K deve ser maior do que a unidade, e
K = 1 fornece o limite de estabilidade. A Fig. 9.93(b) mostra 0s casos estavel e instdvel dos
grificos de Gjw).

Problema A.9.9 Considere o sistema com realimentagdo unitdria cuja fungao de transferéncia
de malha-aberta é

o~ 082

G =51

Utilizando o grafico de NyquisL, determine o valor critico de K para estabilidade.

(a)

Im

i Plano G A Planc G
w=0 w=—0 w=0 w=—m

:‘I Re =1 \ Re
w= 0 w=
p= p=1

= -1 (Estével) N=0 (Instavel)

K =1 K<1

(b}

Fig. 9.93 (a) Grdfico polar de K/(jw — I; (b) graficos polares de Kl(jm — 1) para os casos

estiavel e instavel.

Solugio. Para este sistema,

e—n.sm
jo + 1

Gljw) =

_ K(cos0,80 — jsen0,80w)(1 — jw)
i 1+ w?

K
| + @

; [(cos 0,80 — wsen0,8w) — j(sen08w +- wcos 0,8w)]

A parte imaginiria de G{jw) ¢ igual a zero se

sen 0,80 + @ cos 08w =0
Portanto,

@ = —tan 0,8
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Resolvendo esta equagdo para 0 valor minimo positivo de w. oblemos
w =245
Substituindo @ = 2.45 em G{jw), obtemos

K
T+ 245

= —0,378K

O valor critico de K para estabilidade € obtido impendo-se que G(j2.45) seja igual a2 —1.
Portanto,

G(j2,45) =

(cos 1,96 — 2,45sen1,96)

0,378K = 1
ou
K =265

A Fig. 9.94 mostra os grificos polares ou de Nyquistde 2,65e™%**/(1 + jw) & 2.65/(] + j). (6]
sistema de primeira-ordem sem alraso de transporie € estdvel para todos os valores de K.,
porém o outro com atraso de transporte de 0.8 s resulta instavel para K > 2,65.

Imj

w=0
1 2 3 Re
265
1+ fuw
26508
i
“w=0,5

Fig. 9.94 Grificos polares de 2.65¢~%%=[(1 + jw) e 2,65/(1 + je).

Problema A.9.10* Consideraremos aqui um método pard ohtencao da resposta ao degrau
diretamente dos dados de resposta em freqiiéncia de malha-fechada. Neste método, uma
entrada em degrau unitdrio € substituida por uma entrada em onda quadrada ¢ a saida para a
entrada com onda quadrada € aproximada por meiode uma série convergente de senos. As
hipdteses consideradas neste mélodo sio sumariadas a seguir:

*Referéncia 5-6.
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1. O sistema ¢ oscilatério. Em outras palavras, o método aplica-se somente a sistemas

oscilatonos.
2. Oinstante do primeiro pico na resposta ao degrau é1,= mlw,, ondew, ¢ afreqiiéncia
na qual [Cliw)[Rjw) = —90°.

3. O sistema apresenta um pequeno erro desprezivel para uma entrada em degrau
unitario em 1 = 4,50,
Para um sistema de segunda-ordem da forma

mz
e =, S5 S
5+ 20w,s + wF

o erro em Lma resposta ao degrau unitario ¢ menor do que 2% parat > 4,5, se a relacao de
amortecimento [ for maior do que 0,267. Pode ser verificado gue se o semiperiodo da onda
quadrada for suficientemente longo, comparado com as constantes de tempo de sistema.
entao a substituicdo da entrada em degrau por uma entrada com onda quadrada nao introduz
restriches adicionais ao sistema. Para uma boa precisio. € muito importante uma escoltha
apropriada da freqiiéncia da onda quadrada. No presente método, este periodo € escolhido
como 18¢,. A entrada com onda quadrada ¢ a resposta do sistema cerrespondente sao
esbogadas na Fig. 9.95. O motivo desta escolha do periodo da onda quadrada € o seguinte: A
respostaideal de um sistema para uma entrada em degrau unitario deve ser aquelamostrada na
Fig. 9. 96(a), onde 1, € o intervalo de tempo para 2 resposta atingir o valor maximo pela
primeira vez. A resposta ideal ao impulso unitario correspondente & indicada na Fig. 9.96(b).
A transformada de Laplace da resposta impulsiva ideal € entao

Cs) = %s (1 — ee)

Desde que a transformada de Laplace da entrada impulsiva unitiria € igual a um, R(s)= 1.2

e . L

i

do qual
CU®) _ 1 ¢ _ gt
i)~ JEn "

_ A/21 — cos@ty) 0
Wi,

r(r)
A rit)
clt) /
i e — )
|
F—~c(t)
|
1 1 g
ol 14 4,51, 914 1874 i3
.-14_

Fig. I:‘31.95 Entrada com onda quadrada e a resposta corresponder'ﬁe de um sistema de segun-
da-ordem.
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clt) clt)

-

R’
}

{a) (bl

Fig. 9.96 (a) Resposta ideal ao degrau unitdrio; (b) resposta ideal 20 impulso unitano.

onde

b/ = sen i,
= — e e
8 5 T8 T cosr,
Emw = w,. tem-se admitido que

C(j@e)

i
R(j®o) -

Portanto, em @ = @y,

oK E  gpy SEROE
6 = QR g 1 — cos el

de onde
sen @yt =0
ou
@il = 0,96 2R, =
O instante para ocorrer o primeiro maximo tem sido admitido como

T
iy = ﬂTﬂ
Substituindo este valor de 1, em @, = 7/(91y), obtemos

03: = — g;—o (9_26}

Portanto. a onda quadrada deve possuir a frequéncia w,/9 (ou 0 periodo 181,). onde we € a
fregiiéncia na qual a resposta em freqgiiéncia de malha-fechada exibe um atraso de fase de 90°.
Se a freqiéncia da onda quadrada for muito alta, a precisio nao serd boa, enquanto uma
fregiiéncia demasiadamente baixa resulta em uma convergéncia lenta da série.

A entrada com a onda quadrada /(1) mostrada na Fig. 9.95 pode ser expandida na seguinte
série de Fourier:

219

E) _2_ =, Senmm;t
e -f+ B oetils.. B
onde
¥4
wy = 9—“'

A resposta do sistema para esta entrada com uma onda quadrada é a soma das respostas para
cada componente da série de Fourier. Se considerarmos

CU®) _ p(jw)

R(@)
entio,
) =5+ = ._1:2.’“" | M, fw (9-27)
cnilé
M, = M(jnw,) :
Desde que

M, = | M, | (cos /M, -+ jsen[M.,)
= Re (M;) +j1m (My)

onde

Re (M,) = | M,| cos [M,
Im (M,) = | M, |sen [M,
A Eq. (9.27) pode ser escrita

s Re (M,)sennw ¢t - Im (M,) cos ne,t
B=113, 8,0 n

=5t = (9-28)

Desde que tem sido suposto gue aresposta ¢ nula desde o instante —4, 5, até o instante zero e
unitiria desde o instante 4,5, até o instante 97,, substituindo —f na Eq. (9.28), resulta

TEhaund S At B O —Re (M,)sen nw,t | Im(M,) cos nw, !
=gty § [letimme SUIEE] am
O=<r<45n)
Subtraindo a Eq. (9.29) da Eq. (9.28), resulta
_ 4 =, Re(M,)sennw,!
ofr) = _~ . 1?5 —Lﬂ-—1 (0 << << 4,514) (9-30)
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Da Eg. (9.30), podemos calcular a resposta ao degrau unitario diretamente dos dados da

resposta em freqiiéncia de malha-fechada. o ;

Na pritica, 0 processo de somadeve ser truncado. Geralmente, 0s primeiros sete ou oito
termos da série infinita na Eq. (930) serao suficientes para assegurar uma precisao adequada.
A convergéncia ¢ a precisao podem ser testadas facilmente colocando-Se igual a %0% e
calculando a resposta como SEUL:

4 1 2L i
e(o) =5 Re @) — g Re(M) +3 Rty = 7 Bekidd

1 1 |
L Re(M,. - fyRe(Mi) — jsRe(Mis) ] e

A soma desta série deve ser 1gual 4 unidade. Na Eq. (9.31) o termo correspondente 4 nona
harmonica de freqiiéncia anuiz-se porque nesta freqiiéncia o angulo de fase de C(jo)/R(jw) €
—9(°, de modo que a parie eal de Cliw)(R(jw) .é nula. Os tcrr_nd{;n correspondentes as
{iéncias maiores sio bastantc pequenas € a série converge rapl ente. L
e Considere agora o lugar geométrico daresposta em freqiénciade mal_l@-_fechadz_l indicada
na Fig. 9.97. Obtenha a maxima sobrelevagio 4 resposia ao degrau unitirio do sistema.

-

Fig. 9.97 Grifico polar de uma resposia em fregiiéncia de malha-fechada.

Solucdo. Do lugar geométrice fornecido. w, € determinado como sendo 2. Da Eq. (9.26), w, é

2
OJ|=T

Da Eq. (9.30), pode ser calculada a resposta 20 degrau unitério e € igual a

: M 10
c(r)#% [Rc {M,)scn—z-r + Re (M3) seng—: 4 BE%—i]sen?:

Y 3
] 26
-+ B‘E%@s«en-};r + EE-%MSM%I = R—c—(l—?’—ﬂsen-g—r
3 E'%{ﬂm_-"gﬂ,] (9-32)
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Da Fig. 9.97, Re (M,) pode ser determinado como segue:

Re (M) = 1,02

Re (M;) =104

Re (M) = 1,03

Re (M) = 0,72

Re (M) = —0,40

Re (M) = —0,42

Re (M;s) = —0,36 *

A precisdo da solugao pode ser verificada substituindo-se estes valores de Re(M) e r =
(mr/2)(%2) na Eq. (9.32). A soma pode ser obtida como segue:

n9\_4 104 103 072 (=040
°(7T)'?[‘=°2“’3—+“57‘ 7o T =l .

(—042) (=036 _
+ 4 ]_Lozz

Este valor difere da unidade, porém esta discrepdncia estd dentro dos erros de cdlculo de
acordo com as vérias aproximagdes. A sobrelevagio méxima na resposta ao degrau unitdrio
ocorre em

P o
Wy 2
Portanto,
#x_ 4 z 104 w 103 Sk, 072 . % 040 1lxm
C(T)'_ n[l,OZsen g T3 senj 4 <e—sen—y + 4 sen-g — S sen—g-
042 13036 157) _,
— 43 €05 15seng = 1,27

Mixima sobrelevagio = 1,27 — 1 = 0,27

A sobrelevagio maxima é determinada em 27%.

O lugar geométrico indicado na Fig. 9.97 corresponde realmente aquele do seguinte
sistemna:

C(jw) _ e 4
Riw) ~ MU®) = Goy T 16Go) + 4

(Esta informagéo € aqui fornecida para verificagdo da precisio doresultado e nao € necessdria
para a solugao deste problema.) O valor exato da sobrelevacdo maxima para este sistema é
25 4%. A precisio da solugdo deste exemplo é normalmente adequada para fins de engenha-
ria. Se for desejada a curva completa da resposta ao degrau unitdrio, ela pode ser construidaa
partir da Eq. (9.32).

ProblemaA.9.11 Um sistema de controle de malha-fechada pode incluir um elemento instavel
dentro da malha. Quando o critério de estabilidade de Nyquist € aplicado & um sistema deste
lipo, devem ser oblidas as curvas de resposta em freqiéncia para o elemento instavel.
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A\

G, (s) ——>1 Gyls)

Fig. 9.98 Sistema de controle.

Comao podemos obter experimentalmente as curvas de resposta em fregiiéncia de um
clemento instivel? Sugire uma abordagem possivel para a determinacao experimental da
resposta em freqliéncia de um elemento linear instdvel.

Solugdo. L ma abordagem possivel € medir as caracteristicas de resposta em fregiiénciade um
elemento instavel usando-o como uma parte de um sistema estavel.

Considere o sistema indicado na Fig: 9.98, Suponha que o elemento Gys) € instavel. O
sistema completo pode serfeito estivel pela escolha deum conveniente elemento linear G4 s).
Aplicamos um sinal senoidal na entrada. Em regime estaciondrio, t0dos os sinais na malha
serdo senoidais. Medimos os sinais (1), a entrada para o clemento instivel, e x(1), a saida do
elemento instavel. Modificando a freqiiéncia [e possivelmente a amplitude para uma medida
conveniente de e(t) e x(1)] do sinal de entrada e repetindo esle processo , ¢ possivel obter 4
resposta em freqiencia do elemento instdvel.

PROBLEMAS

Problema B.9.1 Considere o sistema com realimentagao unitiria e fungao de transferéncia de
malha-aberta

Gm:s-i—l

Obter a saida em regime estaciondrio do sistema quando estiver sujeito a cada uma das
seguinies entradas:

1. r(f) =sen (¢ + 30%)
2 r(t) = 2 cos (21 — 45°%)
3 r(t) =sen (¢ + 30°) — 2 cos (2t — 45%)

Problema B.9.2 Considere o sistema cuja fungao de transferéncia de malha-fechada ¢

gi] __.K(Tg.f == ]]
Ris)  Tis—+1l

Obterasaidaemregime estacionario dosistemaquandoestiver sujeitoa entradar(r) = R senwl.

ProblemaB.9.3 Esboceosdiagramas de Bode para as trés fungdes de tran sferénciaseguintes:

1. G{s)=?z—ji—{ (T, > T, > 0)
gl G =TE—1  (i>Ta>0)
3. 6 =7 (1> 1> 0
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Problema B.9.4 As configuracdes de pdlos e zeros das fungdes complexas Ffs) e Fyfs) sao
indicadas nas Figs. 9.9%a) e (b), respectivamente. Suponha que os contornos fechados no
plano 5 sdo aqueles indicados nas Figs. 9.99(a) e (b). Esbogar qualitativamente os coniornos
fechados correspondentes no plano Fy(s) e no plano Fos).

Jlli‘1L Plano s jwh Plancs

Y

o
ay

o

ay¥

(o) (b} -

Fig. 9.99 (a) Representagao no plano s da fungde complexa Ffs) e um conterno fechado: (b)
representagio no plano s da fungéo complexa F4s) e um contorno fechado.

Problema B.9.5 Considere o sistema de controle com realimentagao unitéria cuja fungio de
transferéncia de malha-aberta €

Gap=t 1 &f :

Determine o valor de a de modo que a margem de fase seja igual a 459,

Problema B.9.6 Um sistema com a fungéo de transferéncia de malha-aberta
K
GOHE) = rTs 7 1)

¢ inerentemente instivel. Este sistema pode ser estabilizado adicionando-se um controle

derivative. Esbogar os graficos polares para a fungiio de transferéncia de malha-aberta com e
sem o controle derivativo.

Problema B.9.7 Esbocar os graficos polares da fungdo de transferéncia de malha-aberta

GG = X2 D 1

para os dois casos seguintes:

1. T.>T >0 Tg}T[}O
2. Ty o T 0, T sl

Problema B.9.8 Considere o sistema com

10
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Determinar o valor critico de K, para a estabilidade do sistema de malha-fechada.

Problema B.9.9 Considere o sistema de malha-fechada com a seguinte fungao de transferén-
cia de malha-abera:

_ 10K(s + 0,5
GWH®) = 75+ 2 + 10)

Construir os grificos polares direto e inverso de G{s)Hts) com K= 1 e K = 10, Aplicar o
critério de estabilidade de Nyquist para os graficos edeterminaraestabilidade do sistema para
estes valores de K.

Problema B.9.10 Considere o sistema de malha-fechada cuja fungdo de transferéncia de
malha-aberta é

Ke-—z:
5

G(s)H(s) =

Determinar o valor miximo de K para o qual o sistema € estavel.

Problema B.9.11 Considere o sistema de malha-fechada cuja fungdo de transferéncia de
malha-aberta é

=Ts

Ke
G(s)H(s) = oFD

Determinar o valor maximo do ganho K para estabilidade em fungao do tempo morto T.

—

|G| em db
L
@

L] -108°
\

—-i44°

-180" \
—zle° \

o 1 10
w em rad/s

Fig. 9.100 Diagrama de Bode de um sistema determinado experimentalmente.
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Problema B.9.12 Esbocar o grafico polar de

_ (T2 —&(Ts) 1+ 12
G) = 7y F q_l_rs) 12 (9-33)

Mostrar que para a faixa de freqiiéncia 0 < T < 24/3. a Eq. (9.33) fornece uma boa
aproximagdo para o atraso de transporte e™™.

Problema B.9.13 O diagrama de Bode de um sistema G{jw) determinado experimentalmente &
indicado na Fig. 9.100. Determinar a fungéo de transferéncia Gis).
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10

Técnicas de
Projeto e
Compensacao

10.1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste capitulo é apresentar procedimentos para o projeto e
compensagao de sistemas de controle invariantes no tempo, lineares. com entra-
da-simples-saida-simples. A compensacao ¢ o ajuste de um sistema a fim de
satisfazer as especificacoes exigidas. As abordagens para projeto e compensacao
de sistemas de controle utilizadas neste capitulo sao a abordagem do lugar das
raizes e a abordagem de resposta em freqiiencia. (Serd apresentada no Cap. 16 &
teoria de controle moderna aplicada a projetos de sistemas.)

Especificacdes de desempenho. Os sistemas de controle sao projetados para
desempenhar tarefas especificas. Os requisitos impostos aos sistemas de controle
normalmente sdo designados como especificacoes de desempenho. Geralmente
sao relativos & precisao, estabilidade relativa e velocidade de resposta.

Para problemas de projeto de rotina, as especificagoes de desempenho devem
ser fornecidas em termos de valores numéricos precisos. Em outros casos, podem
ser dadas parcialmente em termos de valores numéricos precisos e, parcialmente.
em termos de hipoteses qualitativas. Neste liltimo caso, as especificacoes podem
ser modificadas durante o desenvolvimento do projeto, ja que as especificagoes
solicitadas podem nao ser possiveis de satisfazer (devido a requisitos conflitantes)
ou resultar em um sistema muito caro.

De um modo geral, as especificacdes de desempenho ndo devem ser mais
restritivas do que o necessario para desempenhar uma dada tarefa. Se a precisdo em
operagao em regime estaciondrio for a principal exigéncia de um dado sistema de
controle, entao nao deverao ser exigidas especificacoes de desempenho desneces-
sariamente rigidas em relagdo a resposta transitéria, desde gue estas especificagoes
exigirao componentes caros. Lembre-se que a parte mais importante do projeto de
um sistema de controle € estabelecer precisamente as especificagoes de desempe-
nho de_dmodo que resultem em um sistema de controle otimo para a finalidade
requerida.
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Abordagem de tentativa-e-erro para projeto de sistemas. Na maioria dos casos
praticos. o método de projeto a ser utilizado pocje ser determinado pelas especifica-
coes de desempenho apliciveis ao caso particular. No projeto de sistemas de

controle, se as especificagoes de desempenho forem dadas em termos de medidas
de desempenho no dominio do tempo, tais como tempo de subida. sobrelevacao
méxima. ou tempo de estabelecimento, ou medidas de desempenho no dominio da
freqiiéncia. tais como margem de fase. margem de ganho, valor do pico de resso-
nancia ou largura de faixa, entio nao temos escolha sendo utilizar uma abordagem
de tentativa-e-erro baseada no método do lugar das raizes e/ou nos métodos de
resposta em freqiiencia. v

Os sistemas gue devem ser projetados atraves de uma abordagem de tentati-
va-e-erro normalmente sao limitados a sistemas invariantes no tempo, lineares,
com entrada-simples-saida-simples. O projetista deve tentar satisfazer todas as
especificagdes de desempenho por meio de uma repeticao educada de tentativa-e-
erro. Apés ser projetado o sistema. 0 projetista verifica se o sistema projetado
satisfaz todas as especificagdes de desempenho. Se nao for o caso, entéo repete o
processo de projeto por ajuste de parametros ajustaveis, ou modificando a configu-
racio do sistema, até atingir as especificagoes dadas. Embora o firojeto seja
baseado em um procedimento de tentativa-e-erro. a vivéncia e o conhecimento do
projetista desempenham um papel importante em um projeto bem-sucedido, Um
projetista experiente deve estar apto a projetar um sistema aceitiavel sem usar
muitas tentativas.

Modificacdo na dindmica da planta (processo). Na construgaode um sistemade
controle. sabemos que modificagdes apropriadas na dinamica do processo podem
constituir um modo simples de atingir as especificagoes de desempenho. Isto.
entretanto. pode nao ser possivel em muitas situagoes praticas porque 0 processo
pode ser fixo ou néo tolerar modificacdes. Entao devemos ajustar outros parame-
tros que niao aqueles do processo fixado. Neste capitulo, suporemas que 0 processo
¢ dado e inalteravel.

Compensacao de sistemas. O ajuste do ganho € 0 primeiro passo no ajuste de
um sistemna a fim de satisfazer um dado desempenho. Em muitos casos praticos.
entretanto. o ajuste apenas do ganho pode nao re sultar em uma alteracao suficiente
no comportamento do sistema de modo a atingir as especificagoes dadas. Freqglien-
temente. aumentando o valor do ganho melhora-se o comportamento em regime
estucionario. porém resulta uma estabilidade pobre ou mesmo uma instabilidade. E
entao necessario reprojetar o sistema (por modificagio na estrutura ou incorpo-
rando dispositivos ou componentes adicionais) de modo a alterar o comportamento
global para que o sisiema se comporie como desejado.

Um dispositivo adicional inserido no sistema para este proposito € denomi-
nado um compensador. Este dispositivo compensa o desempenho deficiente do
sistema original.

Compensacao série e compensacao com realimentaciio (ou paralela). Se o com-
pensador G .(s) é colocado em série com a fungio de transferéncia inalteravel G(s)
como indicado na Fig. 10.1(a), entdo a compensagao ¢ denominada compensagio
série.

Uma alternativa para a compensagao série € realimentar o(s) sinal(is) de
algum(ns) elemento(s) e colocar.um compensador no caminho de realimentacio
interna resultante, conforme indicado na Fig. 10.1(b). Esta compensagao € deno-
minada compensagdo por realimentacao ou compensacao paralela.
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Gls) >

Gi(s) Gals) —=-

Gels) =

His) (=

- (b)

Fig. 10.1 (a) Compensagao série; (b) compensagao por realimentagio ou paralela.

Em sistemas de controle compensados, verificamos que o problema norrhal-
mente se resume a um projeto conveniente de um compensador série ou por
realimentagao. A escolha entre a compensacio série OU a COmpensagao por reali-
mentacdo depende da natureza dos sinais no sistema, dos niveis de poténcia em
vérios pontos, de componentes disponiveis, da experiéncia do projetista. de consi-
deragoes econdmicas etc.

Em geral, a compensagao série pode ser mais simples do que a com pensacao
por realimentagdo; entretanto, a compensacio série normalmente exige amplifica-
dores adicionais para aumentar o ganho e/ou propiciar isolagao. (Para evitar dissi-
pagdo de poténcia, 0 compensador série € inserido no ponto de menor energia do
ramo direto.) Note que, em geral, o nimero de componentes necessarios na
compensagio por realimentagao é menor do que 0 niimero de componentes paraa
compensagao série, desde que seja disponivel um sinal conveniente, porque a
transferéncia de energia ¢ de um nivel de maior poténcia para um outro de menor
poténcia. (Isto significa que eventualmente nio sio necessarios amplificadores
adicionais.)

Compensadores. Se for necessario um compensador para atingir as especifica-

coes de desempenho, 0 projetista deve implementar um dispositivo fisico que
possua a fungao de transferéncia prescrita do compensador.
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Varios dispositivos fisicos sao utilizados para estes fins. De fato, muitas idéias
excelentes e tteis para implementagoes fisicas de compensadores podem ser en-
contradas na literatura.

Dentre os muitos compensadores. os compensadores-série mais empregados
sa0 0s chamados compensadores em avancgo. compensadores em alraso e compen-
sadores avango-atraso. Neste capitulo. limitaremos nossa discussao exclusiva-
mente a estes trés tipos. Normalmente séo elétricos. mecanicos. pneumaticos.
hidraulicos ou combinagoes entre estes e consistem em redes RC (elétrica, meca-
nica, pneumatica ou hidraulica) e amplificadores. (Em muitos casos, uma rede RC
compensadora constitui parte integral do amphficador.)

Em projeto real de um sistema de controle. a escolha do uso de um compensa-
dor elétrico, mecanico. pneumatico ou hidraulico € algo que deve ser decidido
parcialmente em fungao da natureza da planta controlada. Por exemplo. se a planta
controlada envolve um fluidoinflamavel. entao temos de escolher um compensador
e atuador pneumatico a fim de evitar a possibilidade de faiscas. Se. entretanto, nio
existe o perigo de incéndio. entao sao mais comumente usados os compensadores
eletronicos. (De fato, normalmente os sinais nao elétricos sao transformados em
sinais elétricos devido & simplicidade de transmissao. aumento de pretisao, au-
mento de confiabilidade, facilidade de compensacio etc.)

Procedimentos de projeto. Na aberdagem de tentativa-e-erto para projeto de
um sistema. definimos um modelo matematico do sistema de controle e ajustamos
os parametros de um compensador. A parte que mais despende tempo neste
trabalho ¢ a verificacio das especificagoes de desempenho pela analise com cada
ajuste dos parametros, ¢ 0 projetista pode necessitar fazer uso de um computador
analégico ou digital para evitar o trabalho numérico magante para esta verificagao.

Uma vez obtido um modelo matematico satisfatorio. o projetista deve cons-
truir um protétipo e testar o sistema de malha-aberta. Se estivér assegurada a
estabilidade absoluta, o projetista fecha amalhae verifica o desempenhodo sistema
na malha-fechada resultante. Devido aos efeitos de cargaentre os componentes que
foram desprezados, nio linearidade, parimetros distribuidos etc.. que também nio
foram considerados no trabalho do projeto original. o desempenho real do sistema
protdtipo provavelmente difere das previsoes teoricas. Portanto. o primeiro projeto
pode ndo satisfazer todas as exigéncias de desempenho. e por tantativa-e-erro, o
projetista deve efetuar modificagbes no protétipo até que o sistema atinja as
especificacoes. Para fazer isto ele deve analisar cada tentativa, e os resultados da
analise devem ser incorporados na proxima tentativa. O projetista deve verificar
que o sistema final satisfaz as especificagoes de desempenho e, ao mesmo tempo. €
confiavel e economico.

E importante notar que em Um projeto realizado através da abordagem de
tentativa-e-erro, olt em um projeto atraves de analise das especificacoes dadas, néao
resultara um sistema tinico. De fato. muitos (e possivelmente um nimero infinito)
sistemas podem satisfazer as especificagdes fornecidas. Uma escolha 6tima entre
as muitas possibilidades pode ser feita a partir de consideragoes como desempenho
global projetado. custo, dimensoes € peso.

Projeto de sistemas complexos. As abordagens do lugar das raizes e de resposta
em freqiiéncia para projetos que consistem essencialmente em ajuste do ganho e do
projeto de compensadores s20 muito dteis porém limitadas a sistemas de controle
ideais e relativamente simples. tais como sistemas invariantes no tempo, lineares,
com entrada-simples-saida-simples. Estas abordagens de projeto possuem severas
limitagoes e dificuldades quando aplicadas a projetos de sistemas variaveis no
tempo e com entradas-miiltiplas-saidas-miltiplas.
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Enquanto o projeto de sistemas de controle através das abordagens do lugar
das raizes e de resposta em frequiéncia constitui um esforco de engenharia. o projeto
de sistemas no contexto da teoria de controle moderna (a ser apresentada no Cap.
16) emprega formulagoes mateméaticas do problema e aplica teoria matematica para
projetar problemas nos quais os sistemas podem possuir multiplas entradas e saidas
e ser variaveis no tempo. Aplicando a teoria de controle moderna. o projetista estd
aplo a iniciar de um indice de desempenho, juntamente com 05 vinculos impostos
no sistema, e proceder a um projeto de um sistema estavel através de um procedi-
mento completamente analitico. A vantagem do projeto baseado nesta teoria de
controle é que ela possibilita ao projetista produzir um sistema de controle que €
atimo em relagio ao indice de desempenho considerado.

E importante ressaltar, entretanto. que esta técnica de projeto nao pode ser
aplicada se as especificagdes de desempenho forem dadas em termos de dados no
dominio do tempo ou no dominio de freqliéncia. quando entao as técnicas do lugar
das raizes e de resposta em fregiiéncia resultam mais Gtels.

10.2 CONSIDERACOES PRELIMINARES DE PROJETO

Os problemas de projeto considerados neste capitulo sio aqueles que corres-
pondem a uma melhora no desempenho de um sistema pela insergao de um com-
pensador. A compensagao de um sistema de controle ¢ restrita ao projeto de um
filtro cujas caracteristicas tendem a compensar as caracteristicas indesejaveis ¢
inalterdveis do processo.

Nas Secées 10.3 até 10.5. consideraremos especificamente o projeto de com-
pensadores em avango, compensadores em atraso e compensadores avango-atraso.
Nestes problemas de projeto, colocamos um compensador em $érie com uma
fungdo de transferéncia inalterivel G(s) de modo a obter o comportamento de-
sejavel. O principal problema constitui entdo na escolha criteriosa do(s) polo(s) e
zero(s) do compensador G .(s) de modo a alterar o lugar das raizes ou a resposta em
freqiiéncia a fim de que sejam satisfeitas as especificagdes de desempenho.

Abordagem do lugar das raizes para projetos de sistemas de controle. O método
do lugar das raizes ¢ um método gréafico para a determinagio das localizagoes de
todos os polos de malha-fechada a partir do conhecimento das localizagoes dos
polos e zeros de malha-aberta conforme algum parametro (normalmente o ganho) é
variado desde zero até infinito. O método fornece uma clara indicagao dos efeitos
do ajuste do pariametro. Uma vantagem do método do lugar das raizes € que
verificamos ser possivel obter informagao tanto da resposta transitéria como da
resposta em freqiiéncia a partir da configuragao dos polos e zeros do sistema no
planos.

Na pratica, o grafico do lugar das raizes de um sistema pode indicar que 0
desempenho desejado nio pode ser conseguido somente pelo ajuste do ganho. De
fato, em alguns casos, o sistema pode nio ser estavel para todos os valores de
ganho. E necessdrio entao modificar os lugares das raizes a fim de satisfazer as
especificagoes de desempenho.

No projeto de um sistema de controle, se for exigido um outro ajuste além do
ganho, devemos modificar os lugares das raizes originais através da inser¢ao de um
compensador conveniente. Uma vez entendidos completamente os efeitos sobre 0
lugar das raizes da adi¢do de polos efou zeros. podemos realmente determinar as
localizacoes do(s) polo(s) e do(s) zero(s) do compensador que modifique o lugar das
raizes conforme desejado.
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Efeitos da adicao de pélos. A adigdo de um polo na funcao de transferéncia de
malha-aberta possui o efeito de puxar o lugar das raizes para a direita, tendendo a
diminuir a estabilidade relativa do sistema e diminuindo o tempo de acomodagao da
resposta. (Lembre-se que a adigao do controle integral adiciona um po6lo na origem,
tornando o sistema menos estavel.) A Fig, 10.2 mostra exemplos dos lugares das
raizes. ilustrando os efeitos da adigao de um pélo a um sistema de polos simples e a
adicio de dois pélos a um sistema de polo simples.
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(a) (b) (c)

Fig. 10.2 (a) Grafico do lugar das raizes de um sistema de polo simples: (b) grafico do Jugar
das raizes de um sistema com dois pdlos: (¢) grafico do lugar das raizes de um sistemacom trés
polos.

Efeitos da adi¢ao de zeros. A adicio de um zero na fungao de transferéncia de
malha-aberta tem o efeito de puxar o lugar das raizes para a esquerda. tendendo a
fazer o sistema mais estavel e diminuindo o tempo de acomodagdo da resposta
(fisicamente, a adicdo de um zero na fungao de transferéncia direta significa a
adicAo de um controle derivativo ao sistema. O efeito deste controle € introduzir um
grau de antecipagéo no sistema e aumentar a velocidade da resposta tran sitoria). A
Fig. 10.3(a) mostra os lugares das raizes para um sistema que € estavel para
pequenos ganhos mas instavel para grandes ganhos. As Figs. 10.3(b). (c) e (d)
mostram os graficos dos lugares das raizes para o sistema quando um zero €
adicionado a fungao de transferéncia de malha-aberta. Note que quando um zero ¢
adicionado ao sistema da Fig. 10.3(a), este torna-se estavel para todos os valores de
ganho.

Abordagem de resposta em freqiiéncia para projeto de sistemas de con-
trole. Considerando o problema de sistemas de controle compensados através das
técnicas no dominio de fregiiéncia, asseguramos o controle do comportamento da
resposta transitéria em termos das especificagoes no dominio de freqiiéncia, tais
como margem de fase, margem de ganho, valor de pico de ressondncia ¢ largura de
faixa (banda). O projeto no dominio de freqgiiéncia ¢ indireto porque o sistema é
projetado para satisfazer estas especificacoes no dominio de frequéncia ao invés
das especificagdes no dominio do tempo. Apds haver projetado a malha-aberta pelo
método da resposta em fregliéncia, podem ser obtidos os pélos e zeros de malha-fe-
chada. Devem-se entio verificar se as caracteristicas da resposta transiténa satis-
fazem ou ndo as especificacoes exigidas no dominio do tempo. Em caso negativo, 0
compensador deve ser modificado e a anélise repetida até ser obtido um resultado
satisfatorio.
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Fig. 10.3 (a) Grafico do lugar das raizes de um sistemacom Lrés polos: (b). (c) e (d) graficos do
lugar das raizes mostrando os efeitos da adicao de um zero 4o sistema com Lres pélos.

O projeto no dominio de frequéncias € simples e dlirem. O grafico da resposta
em freqiiéncia indica claramente a maneira pela qual o sistema deve ser quxﬁcado.
embora nao possa ser feita a previsido exata guantitativa das caractensticas da
resposta transitéria. A abordagem da resposta em freguencia pode ser aplicada a
sistemas ou componentes cujas caracteristicas dinamicas sao fornecidas na forma
de dados de resposta em freqtiéncia. Note que devido a dificuldade na obtengqo_das
equacdes que governam alguns componentes. tais como componentes pneumaucos
e hidraulicos. as caracteristicas dinamicas de tais componentes normalmente sao
determinadas experimentalmente através de testes de resposta em freqiéncia. Os
graficos de resposta em fregiiéncia obtidos experimentalmente podem ser facil-
mente combinados com outros graficos. Note também que considerando ruidos de
alta freqiéncia, verificamos que a abordagem de resposta em fregtiéncia € mais
conveniente do que outras abordagens. ) ?

No projeto de sistemas de controle no dominio de frequéncia. se desejarmos
uma certa margem de fase ou margem de ganho, notamos que os diagramas de Bode
sio mais convenientes do que os diagramas polares. (Nouso de diagramas de Bode.
excelo nos pontos proximos 4 freqiiéncia do cruzamento do ganho onde as curvas
exatas diferem consideravelmente das assintotas linearizadas, podemos empregar
os graficos com assintotas para fins de projeto.) Por outro lado, se desejarmos um
certo valor de M,, os grificos polares ou os graficos log-médulo versus fase
apresentam uso mais conveniente do que os diagramas de Bode.
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Informacio obtenivel da resposta em fregiiéncia de malha-aberta. A regifio de
baixa fregliéncia (a regido abaixo da freqliéncia de cruzamento do ganho —* even-
tualmente, freqiiéncia de corte) indica 0 comportamento em regime estacionariodo
sistema em malha-fechada. A regido de média freqiiéncia (a regido proxima ao
ponto — 1 + j0) do lugar geométrico, indica a estabilidade relativa. A regiao de alta
fregiiéncia (a regiao acima da freqiiéncia de cruzamento do ganho) indica a comple-
xidade do sistema.

Requisitos da resposta em freqgiiéncia em malha-aberta. Podemosdizer que.em
muitos casos praticos, a compensagao € essencialmente um COmpromisso entre o
erro em regime estacionario ¢ a estabilidade relativa.

A fim de possuir um alto valor do coeficiente de erro de velocidade e ainda uma
estabilidade relativa satisfatdria. verificamos ser necessario modificar a curva de
resposta em freégiiéncia de malha-aberta.

O ganho na regido de baixa freqiéncia deve ser suficientemente grande. e.
também, préxima & fregiiéncia de cruzamento do ganho, a inclinacdo da curva do
moédulo no diagrama de Bode deve ser —20 db/década. Esta inclinagao deve
estender-se por uma faixa de fregiiéncia suficientemente larga para assggurar uma

I Imk
Indesejavel
/ =
Re sl B Re
= /
. Desejavel

1

™ Indesejével
'l
'
)

(@)

dbd
Desejavel
5\

b

Fig. 10.4 (2) Exemplos de curvas de resposta em freqéncia de malha-aberta desejaveis e

indesejaveis; (b) exemplos de curvas de resposta em frequéncia de malha-fechadade sejaveis e
indesejaveis.

*N. do T.
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margem de fase apropriada. Para a regiao de alta freqiéncia. 0 ganho deve ser
atenuado tao rapidamente quanto possivel para minimizar os efeitos do ruido.

Exemplos de curvas de resposta em freqiiéncia de malha-aberta e de malha-fe-
chada desejaveis e indesejaveis sao fornecidos na Fig. 10.4.

Em relagdo a Fig. 10.5 vemos que a modificagao da curva de resposta em
freqiiéncia de malha-aberta pode ser feita se a parte de alta fregiéncia do lugar
geometnco segue o lugar geométrico de G,(jw). enquanto a parte de baixa frequén-
cia do lugar geométrico segue o lugar geométrico de Gu(jw). O lugar geometrico
modificadode G (jw)G (jw) deve apresentar margens de fase e de ganho razoaveis ou
ser tangente a um circulo M apropriado, conforme indicado.

imk

Circulo M

Re

Fig. 10.5 Modificacao na curva de resposta
em frequéncia de malha-aberta.

Caracteristicas basicas das compensagdes avanco, atraso, avanco-atraso. A
COMPENS4¢ao em avango essencialmente resulta em uméa melhoria apreciavel na
resposta ransitoria e uma pequena melhoria na precisio de regime permanente. A
compensacao em atraso, por outro lado, fornece uma apreciavel melhoria na
precisao de regime permanente 4 custa de um aumento no tempo de resposta
transitéria. A compensacio avango-atraso combina as caracteristicas das duas
compensagoes, da compensagao em avango ¢ da compensagao em atraso. O usode
um compensador ém avanco ou em atraso aumenta de uma unidade a ordem do
sistema. O uso de um compensador avango-atraso aumenta a ordem do sistema de
duas unidades (a menos gue ocorra cancelamento entre os zeros da rede avango-
atraso e os polos da fungéo de transferéncia em malha-aberta nio compen sada), 0
que significa que o sistema se torna mais complexo ¢ mais dificil de controlar o seu
comportamento na resposta transitoria. A particular situagéo determina o tipo da
compensagao a ser utilizada.

10.3 COMPENSACAO EM AVANCO

Nesta secdio, deduziremos inicialmente as funcdes de transferéncia de uma
rede em avango elétnca e de uma rede mecanica em avango: Apresentaremos,
entdo, procedimentos para projetar compensadores €m avango baseados nas abor-

dagens do lugar das raizes e da resposta em frequéncia.
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Fig. 10.6 (a) Rede elétrica em avango: (B) rede mecinica em avango.

Redes em avango. Umdiagrama esquematico de uma rede elétrica em avango€
indicado na Fig. 10.6(a). A denominagao 'rede em avango ' resulta do fato de que
para uma entrada senoidal e;. a saida ¢, da rede tambeém € senoidal com uma fase
adiantada. O angulo de avango da fase é uma fungao da fregiiencia de entrada.
Vamos deduzir a fungéo de transferéncia para esta rede. Conforme ¢ usual na
deducao da funcéo de transferéncia de qualguer rede de quatro terminais. supore-
mos que a impedancia da fonte vista pelarede € nula eque aim pedincia de carga da
saida € infinita,

Usando os simbol
complexas Z, & Z; SA0

os definidos na Fig. 10.6(a). verificameos que as impedancias

A funcéo de transferéncia entre a saida Eos) e a entrada Eits) é

By 2 R | S
Er[SJ_ZJ_Z: 1T 2—.&.&—C}i—l
- e Rz
Definindo,
— ——Rz = ]-
R,C T kLR o <

Eds) oy A8l T
(s o.Ts + _5,_L
B



A Fig. 10.6(b) mostrz um diagrama esquematico de uma rede mecénica de
avango. Do diagrama, obizmos as seguintes equagoes:

5% — X)) = fi(G, — 5)
filxo — )= ky

Calculande as transformadzs de Laplace destas duas equagoes. supondo condigoes
iniciais nulas, e entao elimmando Y(s). obtemos

&

Xo(s) _ f i :
X(s)  Sit L i -}_r_a_s st ]
h=h%
Esta ¢ a funcfo de transferéncia entre Xo(s) e Xi(s). Por definigao.
fi _ b
G et
obtemos
£+ L
Xu(s)_aTs—!-l 5 g
Xis)  “als+T i
54—
W )

Caracteristicas de redes em avanco. Uma rede em avancgo possui a seguinte
funcio de transferéncia:

s—{—l

T8 41 i
b s W
al
A fungao de transferéncia possui um zero em s = — /T c um péloem s = — 1/(aT).

Desde quea < 1, verificamos que o zero estd sempre localizado a direita do pSlo no
plano complexo. Note que para um valor pequeno de «, o polo esta localizado a
esquerda e muito distante. O valor minimo de « é limitado pela implementagéo
fisica da rede em avanco. O valor minimo de & normalmente é considerado aproxi-
madamente 0,07. Se o vaior de o € pequeno, é necessario colocar em cascata um
amplificador a fim de compensar a atenuagio da rede em avanco.

A Fig. 10.7 indica o grifico polar de

JjoT 41

% oaT + 1

O<a<])

Para um dado valor de a. o angulo entre o cixo real positivo e a reta tangente
desenhada a partir da origsm ao semicirculo fornece o angulo de avanco de fase
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w=0 \ ¥ /

0 a | 1
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Fig. 10.7 Diagrama polarde uma rede em avango eljo? + 1)/jwaT + 1), onde 0 < a < 1,

-
maximo, é,,. Denominaremos a freqiiéncia w,, no ponto tangente. Da Fig. 10.7. o
angulo de fase em @ = wy, €

}—oc
e 1 —o (10.1)
F'6"9,!""_1+az:l-.—czt
3, )

A Eg. (10.1) relaciona o angulo de avanco de fase maximo com o valor de a.

A Fig. 10.8 mostra o diagrama de Bode de umarede emavancgo quandoa = (1.1,
Asfreqliénciasdecanto paraaredeemavangosaow = 1/T ew = 1/(aT). Examinando
a Fig. 10.8. verificamos que w,, é a média geométrica das duas fregliéncias de canto.

10 T
o
db
-0
-20
900
= -
ol - vio 19 100
¥ T T T T
w em rad/s

Fig. 10.8 Diagrama de Bode de uma rede em avango.
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ou

Y Jiek LB
log @, = 7[]037 + log aT]

Portanto,

: (10.2)

w"'ZZaT :

Conforme pode sar visto na Fig. 10.8. a rede em avanco ¢ basicamente um filtro
passa-altas. (Passam as altas freqiiéncias porém sdo atenuadas as baixas freqtien-
cias.) Portanto. é necessario um ganho adicional. eventualmente, para aumentar o
ganho em baixas freqiiéncias.

Técnicas de compensacao em avanco baseadas na abordagem do lugar das
raizes. A abordagem do lugar das raizes para projetos é muito eficiente quando as
especificagoes sao fornecidas em 1ermos de grandezas ne dominio do tempo, tais
como sobrelevagao maxima, tempo de subida. tempo de acomodagao. relagao de
amortecimento, e freqiéncia natural nao amortecida dos polos de malha-fechada
dominantes desejados.

Considere um problema de projeto no qual o sistema original ou é instavel para
todos os valores de ganho ou € estavel porém possui caracteristicas indesejaveis de
resposta transitoria. Neste caso. é necessaria uma modificac@o no lugar das raizes
na vizinhanca do eixo je e da origem, de modo que 0s polos de malha-fechada
dominantes estejam nas posicoes desejadas do plano complexo. Este problema
pode ser resolvido pela insercao de um compensador em avango apropriado em
cascata com a fungio de transferéncia do ramo direto.

Os procedimentos para projetode um compensador em avango pelo métododo
lugar das raizes podem ser estabelecidos como segue:

1. A partir das especificacoes de desempenho. determine as localizacoes
desejadas para os pdlos de malha-fechada dominantes.

2. Desenhando o graficodo lugardas raizes, venfique se apenasum ajuste do
ganho ¢ suficiente para resultar nos polos de malha-fechada desejados. Em
caso negativo, calcule a deficiéncia de angulo &. Este angulo deve ser forne-
cido pela rede em avanco se 0 novo lugar das raizes passar atraves das
posigoes desejadas para os polos de malha-fechada dominantes.

3. Se nao forem especificados os coeficientes de erros estaticos. determine a
localizagdo do pélo e do zero da rede em avanco de modo que a rede em
avango contribua com o angulo @ necessario e exija 0 minimo ganho adicio-
nal. (Se for especificado um coeficiente particular de erro estatico, geral-
mente é mais simples utilizar a abordagem da resposta em freqiiéncia.)

4. Determine o ganho de malha-aberta do sistema compensado através da
condigao do modulo.

Uma vez projetado um compensador, verifique se todas as especificagoes de
desempenho foram satisfeitas. (O uso de computadores analdgicos ou digitais
facilitam a verificacéio das caracteristicas da resposta transitoria.) Se o sistema
compensado nao satisfaz as especificagoes de desempenho, repita o procedimento
de projeto ajustando o pélo e o zero do compensador até todas as especificacoes
serem satisfeitas. Se for exigido um coeficiente de erro estatico grande, coloque em
cascata uma rede em atraso ou altere o compensador em avango para um compen-
sador avango-atraso.
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Note que se os polos de malha-fechada dominantes selecionados nao forem
realmente dominantes, sera necessario modificar a localizagio do par de pélos de
malha-fechada atraves de uma abordagem de tentativa-e-erro. (Os pdlos de malha-
fechada que ndo sao dominantes modificam apenas a resposta obtida dos polos de
malha-fechada. A quantidade de modificagac depende da posigédo destes pdlos de
malha-fechada restantes.)

e
Exemplo 10.1 Considere o sistema indicado na Fig. 10.9(a). A fungao de transferéncia do

ramo direto €
e

= F 4 al Bla=E

4
Gls) = s(s+ 2) T e i : L =

O grifico do lugar das raizes para este sistema € indicado na Fig. 10.9(b)7 A fungio de
transferéncia de malha-fechada resulta em

Cls) _ @
R(s) s*+2r+4

_ 4
TGEH1+i/3)E+1 =) 3)

Os pélos de malha-fechada estao localizados em

r==1+4ja/3
4 5
s(s+2) e
|
()
Jw
+ jj
Fig. 10.9 (a) Sistema de controle:
o=a /2 (b) grafico do lugar das raizes.
i
- + - —!——t——.‘-
-5 ~4 =% =2 0 1 o
4
—,‘2
4=j3

(b}
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A relagio de amortecimento dos pélos de malha-fechada € 0.5. A freqliéncia natural nio
amortecida dos pélos de malha-fechada € 2 rad/s. 0O coeficiente de erro de velocidade estatico
€ 250

Deseja-se modificar os polosde malha-fechada de modo que uma_freqiiéncia natural néo
amortecida w, = 4 rad/s seja obtida sem modificar o valor da relagio de amertecimento.
=05 )

Lembre-se que a relagao de amortecimento £ de um par de pqlos compiexos no plano
complexo pode ser expressa em 1ermos do angulo ¢ que é medido & partir do eixo real
negativo, conforme indicado nd Fig. 10.1(a). com

{ =cosf

Em outras palavras. retas com relagao de amoriecimento { constantes SHO retas ‘radiais
passando pela origem conforme a Fig. 10,10(b). Por exemple, uma relagao de amortecimento
de 0,3 exige que os polos complexos se situem sobre as retas que passam pela origem e fazem
angulos de =60° com o eixo real negativo. (Se a parte real de um par de polos complexos €
positiva, significando que o sistema ¢ instavel. o ¢ correspondente € negativo.) A relagao de
amortecimento determina a posigio angular do polo. enquanio a distancia do_polo em
relacio 4 origem € determinada pela freqiéncia natural nio amortecida @,.
No presente exemplo. as posicaes desejadas dos pélos de malha-fechada sao

g= 2 L.7/3 =i e

Em alguns casos, apos haverem sido ohtidos os lugares das raizes dosistema original. os polos
de malha-fechada dominantes podem ser movidos para as posigoes desejadas atraves de um
simples ajuste do ganho. Este ndo ¢ 0 caso. entretanto. para o sistema apresentado. Portanto.
inserimos um compensador em avango no ramo direto.

Um procedimento geral para determinagao do compensador em avango € o seguinte:
[nicialmente. determine a soma dos angulos na posicao desejada de um dos polos de malha-fe-
chada dominante com os pdlos e zeros de malha-aberta do sistema original e o angulo &

&

{a)
Fig. 10.10 (a) Polos complexos: (b) retas de relagao de amortecimento ¢ constante.
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necessario para ser adicionado de modo que a soma total dos angulos seja igual a = 18092k +
1). A rede em avango deve contribuir com este angulo. (Se o angulo for muito grande. entao
duas ou mais redes em avanco podem Ser necessdrias em vez de apenas uma.)

Se o sistema original possui a funcio de transferéncia de malha-aberta G(s). entao o
sistema compensado possuira a funcao de transferéncia de malha-aberta

Ts+1 ]K,G(s) TR i

Gils) = (aaTs L1

onde o primeiro termo do segundo membro da equacio corresponde 4 rede em avango. o 1'
segundo termo K. € o ganho do amplificador, ¢ o ultimo termo Gls) e a fungao de transferéncia
de malha-aberta original, (Note gue o amplificador possibilita o casamento de impedancia
desejado bem como o ganho K, desejado.} Note que hd muitos valores possiveis para T que
resultario na contribuicao do angulo necessdrio para os polos de malha-fechada desejados.

O préximo passo € delerminar as posicoes do polo e zero da rede em a&vango; em outras
palavras, ¢ valor de T. Na escolha do valor de T, apresentaremos um procedimento para obter
o maior valor possivel para a de modo que o ganho adicional exigido do amplificador seja o
menor possivel. Primeiro, desenhe uma reta horizontal passando pelo ponto P, a posi¢io
desejada de um dos polos de malha-fechada dominantes. Isto ¢ indicado pela réta FA na Fig.
10.11. Desenhe também uma reta ligando o ponto P & origem. Bisseccione 0 angulo entre as
retas PA e PO, conforme indicado na Fig. 10.11. Desenhe duas retas PC ¢ PD que fazem
angulos de =¢/2 com a bissetriz PB. As intersecgdes de PC e PD com o eixo real negativo
fornecem as posicoes necessarias para o polo e o zero da rede em avango. O compensador
assim projetado tornara o ponto P um ponto sobre o lugar das raizes do sistema compensado.
O ganho de malha-aberta é determinado por meia da condicio do madulo.

Jw,

Fig. 10.11 Determinagao do pélo e
do zero de uma rede em avango.

No presente sistema. 0 angulo de G(s) no polo de malha-fechada desejado é
r‘ s(s + 2)

Portanto, para que o lugar das raizes passe através do pélo de malha-fechada desejado, arede <d
em avango deve contribuir com ¢ = 30° neste ponto. Seguindo o procedimento de projeto
anteriormente citada, determinamos o polo e 0 Zero da rede em avango, conforme indicado na
Fig. 10.12, obtendo

e e - SRR B

P T A .
7 = }r_- =i
B

~

Péloems = —5.4. Zeroems = —2.9
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Fig. 10.12 Grifico do lugar das
raizes do sistema compensado.

2 o
-j2
-—.'1'4
&
1L
LY
o AR 0
Ry
Ry
o s Fig. 10.13 Rede em avango.
Ry=345 k{1
R,=400 k§)
C =1uf

Funcéao de
. =4OO 0345s+1) _ 5+23
transferéncia 4% ("‘L——‘O,IBSsH /= '—Ls+5,4

Destes valores obtemos uma rede em avango possuinde os valores dos parametros indicados
na Fig. 10.13. O compensador em avango, que consiste nesta rede de avango e um amplifica-
dor, possui a funcao de transferéncia

(s +29)

Gls) = 5554)

K.

Portanto. a fungéio de transferéncia de malha-aberta do sistema compensado resulta em

_(s+29 4 K(s+2.9)
G (5)G(s5) = : == .
O66) = o5 ~ G L D6 + 58

O grafico do lugar das raizes para o sistema compensado € mostrado na Fig, 10.12. O ganho K
¢ calculado a partir da condi¢ao do médulo coﬁfﬂ segue: 2 s

Kis+29) =
35 - 20 + 58 ;=25 2v3

556

ou

K =187

Segue que

_ 18s =29
GLOGS) = 526 + 5,0

A constante de ganho K. do amplificador é

K=% -4

O coeficiente de erro de velocidade estatico K. é obtido da expressao

K, = lim 5G ()G () -

— i 518,7(s + 2.9)
T —n S8 Z)(s + 54)
= 5,025

O terceiro pdlo de malha-fechada ¢ obtido dividindo-se a equagio caracteristica pelos fatores
conhecidos como Segue:

s(s + (s +~ 5,4) ~ 187(s +29) = (s +2 43 +2 — 24/ 3)s + 3.4)

O método de compensagao anteriormente apresentado possibilita colocar os polos de
malha-fechada dominantes nos pontos desejados do plano complexo. O lerceiro polo. em
5 = —3.4. estd proximo do zero adicionado em s = — 2.9, Portanto, o efeito deste polo na
resposta transitdria ¢ relativamente pequeno. Desde que nao foi imposta nenhuma restrigao
em relacio ao pdlo ndv dominante € n&o foi fornecida nenhuma especificagao relativa ao valor
do coeficiente de erro de velocidade estatico. concluimos que 0 projeto apresentado ¢

satisfatono.

Se o valor do coeficiente de erro de velocidade estitica K, fosse especificado.
entao deveriamos satisfazer a especificagao modificando a posigao do polo-zero da
rede em avanco ou inserindo uma rede diferente. Note que modificando a localiza-
¢io do polo-zero da rede em avanco sem modificar o angulo &. o resultado ¢ uma
variacao no valor de K,. Alguma variacio no valor de K, pode, portanto. ser feita
pela alteragao das localizagoes do pélo-zero da rede em avango. Se for desejadoum
aumento maior no valor de K. entdo devemos alterar o compensador em avango
para um compensador avango-atraso.

Técnicas de compensagiio em avango baseadas na abordagem de resposta em
freqiiéncia. A fungao principal do compensador em avango é modificar a curva de
resposta em freqiiéncia para propiciar um angulo de avango de fase suficiente para
ajustar o atraso de fase excessivo associado com os componentes do sistema
fixado.
Vamos supor um dado sistema com realimentacio unitaria. Desejamos satis-
fazer as especificacoes de desempenho. que sio fornecidas em termos de margem
de fase. margem de ganho. coeficientes de erro etc. Os procedimentos para projetar
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um compensador em avango, através da abordagem de resposta em freqiiéncia.
podem ser estabelecidos como segue:
I. Determine o ganhode malha-aberta K afim de satisfazer as exigéncias dos
coeficientes de erro.
2. Usando o ganho'K anteriormente determinado. calcule a margem de fase
| do sistema nao compensado.
3. Determine o angulo de avango de fase necessdrio ¢ a ser adicionado ac
sistema.
4 Determine o fator de atenuagdo a pelo uso da Eq. (10.1), Determine a
freqiéncia onde o médulo do sistema nio compensado € igual a =20 log
(1/x @). Selecione esta fregiliéncia como a nova fregiiéncia de cruzamento do
ganho. Esta freqliéncia corresponde aw, € 0 deslocamento de fase maximo
& ocorre nesta freqliéncia.
5. Determine as freqiiéncias de canto da rede em avango a partir de

o = » =

2
al

==

Finalmente, introduza um amplificador com ganho igual a 1/e, ou aumente o
ganho do amplificador existente por um fator de Ifa.

Exemplo 10.2 Considere o sistema indicado na Fig. 10.14. A fungdo de transferéncia de
malha-aberia €

4K
=%+

Deseja-se determinar um compensador para o sistema de modo que o coeficiente de erro de

velocidade estatico K . séja 20 s, a margem de fase seja pelo menos 50°. e a margem de ganho
pelo menos 10 db,

4K
s(s+2) i

Fig. 10.14 Sistema de controle.

No presente exemplo, foram especificadas as margens de ganho e de fase; conseqiiente-
mente, empregaremos os diagramas de Bode.

O primeiro passo no projeto € ajustar o ganha K para satisfazer a especificacdo de
desempenho em regime estacionario, ou propiciar o coeficiente de erro de velocidade estatico
exigido. Desde que este coeficiente ¢ dade como 20 s™'. obtemos

K, = lim 5G(s) = lim AK
= ¥

L s Sl

ou
K=10

Com K = 10, o sistema da Fig. 10.14 satisfaz a exigéncia de regime estacionano.
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ol W=

Desenharemos agora o grafico do diagrama de Bode de
20 y D ok [ ,,{.-'.._.'

— —_—

G(jw) =

TGO+ JOOSJO 1) Sia =t [ 4 s @ it
A Fig. 10.15 mostra as curvas de madulo e angulo de fase de G(jm). Destes praficos. as
margens de fase e de ganho do sistema sao obtidas como 17°¢€ +3= db. respectivamente. (Uma
margem de fase de 17° implica gue o sistema ¢ quase oscilatorio. Portanto, satisfazendo
apenas a especificago de regime estacionario. resulta em um desempenho pobre na resposta

transiténia.) A espﬁcl@;ao_uiMWé de pelo menos 50°. Portanto,
determinaremos o angulo de avancode fase adicional pecessano igénciade

bt

estabilidade relativa, que ¢ igual a 33° Para conseguir uma. margem de fase de 50° sem
diminuir o valor de K. ¢ necessano introduzir no sistema um conveniente compensador em
avango.

Observando que a adi¢ao de um compensador em avango modifica a curva de modulo no
diagrama de Bode, verificamos que a freqUéncia de cruzamento do ganho devera ser deslo-
cada para a direita, Devemos ajustar o angulo de fase considerando um atraso de G(jw)
aumentado devido a este aumento na fregiiéncia de cruzamento do ganho. Considerando o
deslocamento da fregiéncia de cruzamento do ganho, devemos supor gue oy 0angulodefase
em 4vango MAXimo necessario, € aproximadamente 389, (Isto si gnifica que 5° foram adiciona-
dos para compensar o deslocamento na freqiiencia de cruzamento do ganho.) Desde que

I —a
1 +o

sen @, =

40

db o \_.l

l
=20
|
-40 \\
o°

-90"

\—\ ol

L R"“‘-—_“"/ |?' -
-180° K

1 4 * 8 10 20 40 B0 80100

w em rad/s

Fig, 10,15 Diagrama de Bode para G(jo) = 40/[juw(jw + 2)].
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d,, = 3R corresponde 4 a = 0.24. Uma vez que o fator de atenuagio a foi determinado com
base no dngulo de fase em avango exigido. 0 proximo passo & determinar as freguéncias de
cantow = 1/T ew = 1f{aT) darede em avango, Para assim proceder. note inicialmente gue o
angulo de avanco de fase maximo d, OCOITE N média geométrica das duas freqiiéncias de
canto, oue = 1 \/aT). [Vide Eq. (10.2).] A guantidade de modificacio na curva de modulo
emw = f(veal)é

l |
1-+j |
1 40T | Y e
T+ joaT jo-1/70) 2 W

Note que

T 1 S e
0T 0,24"@‘42“

¢|G(iw) = —6.2 dbcorresponde aw = 9 rad/s. Selecionaremos esla fregiiéncia como a nova
frequéncia de cruzamento do ganho w,. Observando que esta freqliencia corresponde a
1/in/aT). ou w, = 1/(\/aT). obtemos

—13,: = Bw. = 44l

e
T = Tﬁ =184
A rede em avango assim determinada é

s +4,41  0,24(0,227s + 1)
s+ 184 00545 -}

Para compensar a atenuagao devida a rede em avango. aumentamos o ganho do amplificador
por um fator de 1/0.24 = 4.17. (Se isto ndo fosse feito, o coeficiente de erro de velocidade
estatico nio poderia ser realizado.) Entao, a fungio de transferéncia do compensador, que
consiste na rede em avanco e no amplificador. resulta em

= s+441 02275+ 1
Ge(s) =4I 57g4 = 0,054s + |

A curva de médulo e a curva do dngulo de fase para G {jw) séo indicadas na Fig. 10.16. O
sistema compensado possui a seguinte funcao de transferéncia de malha-aberta:

s+441 40

0227s+1 20
s+ 18453 1 2)

Gd$)G(s) = 5082y — 15055 F1) — +7)

As curvas cheias na Fig. 10.16 indicam a curva do médulo e a curvado angulo de fase para 0
sistema compensado. O compensador em avango acarreta um aumenio na freqiiéncia de
cruzamento do ganho de 6.3 para 9 rad/s. O aumento nesta freqiiéncia significa um aumento
na largura de faixa, Isto implica um aumento na velocidade de resposta. As margens de ganho
e de fase sio obtidas como aproximadamente S0° e +o db, respectivamente. Q) sistema
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Fig. 10.16 Diagrama de Bode para o sistema compensado. (

compensado indicado na Fig, 10.17 satisfaz. porianto. lanto as exigéncias em regime esti- (

cionario come de estabilidade relativa. ! _ o

Note que para sistemas do tipe |. como o sistema considerado (com os valores agu .

considerados), o valor do coeficientede erro de velocidade Esta’zllicqﬁ.. € simplesmente 0 valor (
da freqiiéncia correspondente aintersecgao da reta inicial com inclinagio — 20 db/década com

4 reta 0-db. conforme indicado na Fig. 10.16. Yoy odiY
A Fig. 10.18 mostra os graficos polares de G{jw) (com K = 10)e de G (w)G(w). Da Fig.
10.18. verificamos gue a fregiiéncia de ressonancia do sistema nao compensado € aproxima-

damente 6 rad/s e que a do sistema ce.mpensado ¢ aproximadamente 7 rad/s. (Este fato |

também indica que a largura de faixa foi aumentada.) (

a7s+44) | [ 40 o (

s+184 s(s +2) - (

{

\

Fig. 10.17 Sistema compensado. {
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Fig. 10.18 Diagramas polares da fungao de transferéncia de malha-aberta nao compensada e
compensada. (G: sistema ndo compensado, GG sistema compensado.)

Da Fig. 10.18, venficamos que o valor do pico de ressonancia M, para o sistema nao
compensado com K = 10€ 3. O valor de M, para o sistema compensado € obtido em 1.29. Isto
mostra claramente que o sistema compensado apresentou uma estabilidade relativa melho-
rada. Note que o valor de M, pode ser facilmente obtido transferindo-se os dados do diagrama
de Bode para a carta de Nichols. Veja Exemplo 10.4.)

Note gue se o Angulo de fase de G(je) diminui rapidamente préximo a freqiién-
cia de cruzamento de ganho. uma compensa¢do em avancgo resulta ineficiente
devido ao deslocamento da freguéncia de cruzamento de ganho para a direita
resultar em uma dificuldade em obter-se suficiente avango de fase na nova freqién-
cia de cruzamento de ganho. Isto significa que, a fim de propiciar a margem de fase
desejada, devemos usar um valor muito pequeno paraa. O valor de a. entretanto,
nio deve ser menor do que 0.07 nem deve propiciar um angulo de fase em avango
méaximo ¢, maior do que 60° porque estes valores exigirao um ganho adicional de
valor excessivo. (Se for necessario mais do que 60°, duas (ou mais) redes em avango
devem ser utilizadas em série com um amplificador de isolagdo.)

10.4 COMPENSACAO EM ATRASO

Redes em atraso. A Fig. 10.19(a) mostra uma rede elétrica de atraso. A
denominacao ‘‘rede em atraso’’ provém do fato que quando a tensdo de entradae; €
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Fig. 10.19 (a) Rede elétrica de atraso: (b) rede mecanica de atraso.

senoidal. a tensdo de saida e, € senoidal porém atrasada em relacfio a entrada de um

angulo que é funciio da freqiiéncia da entrada senoidal. As impedancias complexas
Z, e Z.sho

Z =R, Z=R+

A fungao de transferéncia entre a tensao de saida Eq(s) e a tenséao de entrada E(s) €

dada por

Efs) _  Z, R,Cs + 1
T Z,+ 2. @&+ Kzt 1

Definindo.

Re=17, Brfi_p>
Entao. a fungao de transferéncia resulta em

1
En(s} Ts+ | | S+T

“PIsH1T P

1
s+ BT
i
A Fig. 10.19(b) mostra uma rede mecénica de atraso. Ela consiste emuma mola
e dois amortecedores viscosos. A equagao diferencial para esta rede mecanica €

Jixe = k(x, — xq) + f2(%;, — %)
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Considerando as transformadas de Laplace de ambos os membros desta equagao,
admitindo condigbes iniciais nulas e, entdo, reescrevendo. obtemos

P o ) s+ k
Xs) (Lh+fi)s+k

* '}T}S—,"l
~ Lt T
lk 23+]

Se definirmos

%=T, f‘—;.:—é=,8>l

entdo, a fungdo de transferéncia Xo(s)/X;(s) resulta em

T
Xy Tl LT

s+ g7

X PTs+1 P

Caract_eristicas de rede de atraso. Uma rede de atraso possui a seguinte fungao
de transferéncia: - L=

R gl T YER

No plano complexo. uma rede de atraso possui um polo em s = — 1/(87) e um zero
em s = — I/T. (O pélo estd localizado & direita do zero.)

A Fig. 10.20 mostra um grifico polar tipicode uma rede em atraso. A Fig. 10.21
mostra o diagrama de Bode de uma rede de atraso quando g = 10. As freqiiéncias de
canto da rede de atraso saow = 1/T ew = 1/(8T). Como pode ser verificado na Fig.
10.21, a rede em atraso € essencialmente um filtro passa-baixas.

Im |

-
=

Fig. 10.20 Diagrama polar de uma rede em atraso.
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Fig. 10.21 Diagrama de Bode de uma rede em atraso (joT + D(jwfT + 1) com g = 10.

Técnicas de compensacio em atraso baseadas na abordagem do lugar das rai-
zes. Considere o problema de determinar uma rede de compensagao convenienie
para 0 caso em que o sistema possut caracteristicas de resposta transitoria satisfato-
rias, porém caracteristicas insatisfatonias em regime permanente. A compensagiao
neste caso consiste essencialmente em aumentar o ganho em malha-aberta sem
modificar apreciavelmente as caracteristicas de resposta transitoria. Isto significa
que o lugar das raizes na vizinhanca dos polos de malha-fechada dominantes néao
deve ser modificado significativamente. porém o ganho de malha-aberta deve ser
aumentado tanto quanto necessario. Este resultado pode ser conseguido se for
colocado um compensador em alraso em cascata com a fungéo de transferénciado
ramo direto fornecida.

Para evitar uma variacio apreciavel nos lugares das raizes, a contribuicao
angular da rede em atraso deve ser limitada a um pequeno valor. digamos 5°, Para
assegurar esta hipdtese, colocaremos o polo e o zero da rede em atraso relativa-
mente proximo entre si ¢ préximos da origem do plano s. Entdo, os pélos de
malha-fechada do sistema compensado serao deslocados apenas ligeiramente de
sias posicoes originais. Consequentemente, as caracteristicas de resposta transito-
ria permanecerao essencialmente as mesmas.

Note que se colocarmos o péloe o zero darede em atraso muito proximos entre
si.entdos, + (1/T) es, + (1/BT) serao quase iguais, onde s, € 0 polo de malha-fecha-
da. Portanto, -

1
0 e e |

D
j S;TBT-_

Isto implica que o ganho de malha-aberta pode ser aumentado aproximadamente
porum fator de 8 sem alteragdo nas caracteristicas de resposta transitoria. Se o pélo
¢ o zero forem colocados muito proximos & origem. o valor de g pode ser feito
grande. Normalmente. | < 8 < 15. e 3 = 10 é uma boa escolha.

g
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Um aumento no ganho significa um aumento nos coeficientes de erro estatico.
Se a funcio de transferéncia de malha-aberta do sistema nao compensado € G(s).
entio o coeficiente de erro de velocidade estatico K. é

K, = lim sG{(s)

s=+0

Se o compensador for escolhido como

s
b Py it
_pdsed KA T 10.3)
Gt(S)—-K‘m—]—ﬁ 5_1_31_ ( )
T

entdo, para o sistema compensado com a fungao de transferéncia de malha-aberta
G A5)G(s). o coeficiente de erro de velocidade estitico K, resulta em

R, = lim sG{5)G(s) = lim G(5)K, = K.K,
] —0

Portanto, se o compensador for dado pela Eq. (10.3), entdo o coeficiente de erro de
velocidade estatico ¢ aumentado por um fator de K..

Os procedimentos para projeto de um compensador em atraso pelo método do
lugar das raizes podem ser estabelecidos como segue: (Suporemos gue o sistema
nao compensado satisfaz as especificacoes de resposta transitoria através de um
simples ajuste do ganho. Se este nao for o caso, referir-se 4 Segdo 10.5.)

1. Desenhe o grafico do lugar das raizes para o sistema nao compensado.
Com base nas especificagoes da resposta transitoria, localize os polos de
malha-fechada dominantes sobre o lugar das raizes.

2. Determine o ganho de malha-aberta utilizando a condigao do mdédulo.
3. Calcule o particular coeficiente de erro especificado no problema.

4. Determine a guantidade de aumento no coeficiente de erro necessaria
para satisfazer as especificagoes.

5. Determine o pélo e o zero da rede em atraso gue produz o aumento
necessario no coeficiente particular de erro sem alteragao apreciavel nos
lugares das raizes originais.

6. Desenhe um novo grafico do lugar das raizes para o sistema compensado.
Localize os pélos de malha-fechada dominantes sobre o lugar das raizes. (Se
a contribuicao angular da rede em atraso for muito pequena. isto €, poucos
graus, entao os lugares das raizes original e modificado s@o praticamente
idénticos. Haver4 uma leve discrepéncia entre eles. Localize, entao, sobre o
novo lugar das raizes os polos de malha-fechada dominantes desejados com
base nas especificagoes de resposta transitéria.)

7. Ajuste o ganho do amplificador por meio da condi¢do do maddulo para que

os polos de malha-fechada dominantes resultem nas posicoes desejadas.

Exemplo 10.3 Considere o sistema indicado na Fig. 10.22(a). A funcéo de transferéncia do
ramo direto &

1,06
GE) = =N+

— g e

1,06
s{s+1)(s+2)

(a)

jw
e
Pélos de y
malha-fechada /
FCs
Y a " _J.1
. e -
.-"... \
¥ b
T ¥ =i 5 - T
=3 -2 -1 \\ o 1 o
| S 11
(b)

Fig. 10.22 (a) Sistema de controle: (b) grafico do lugar das raizes.

O grifico do lugar das raizes para o sistema € fornecido na Fig. 10.22(b). A funga
transferéncia de malha-fechada resulta em . & Hoggs e

Cls) _ 1,06
R(s)  s(s+1)(s +2)+ 1,06
= i b%
(s + 0,33 — j0,58)(s -+ 0,33 + j0,58)(s + 2,33)

Os pélos de malha-fechada dominantes sao
5= —0,33 £+ 0,58

A relagiio de amortecimento dos polos de malha-fechada dominantes ¢ [ = 0.5. A fregiiéncia

natural ndo amortecida dos polos de malha-fechada dominantes ¢ 0,67 rad/fs. O coeficiente de
erro de velocidade estatico € 0,53 s7'.
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Deseja-se aumentar o coeficiente de erro de velocidade estatico K, para gproximada-
mente 5 5! sem mudanca apreciavel na localizagio dos polos de malha-fechads gominantes.

Para satisfazer esta especificagio, vamos inserirum compensador ematrasq, gue consiste
emn uma rede em atraso e um amplificador, em cascata com a fungio de transferépeja do ramo
direto fornecida. Para aumentar o coeficiente de erro de velocidade estitico por ypn fator de
aproximadamente 10, vamos colocar o polo e o zero da rede em atrascem s = —(.0les =
—0.1. respectivamente. A fungdo de transferéncia da rede em atraso € entao

(o)

A contribuicio angular destarede em atraso proximaaum pélade malha-fechag, gominante &
de aproximadamente alguns graus. (Isto €. aproximadamente o MAXIMO gUE PGiem0s PErMi-
iir.) Devido & contribuigdo angular desta rede em atrase NA0 ser MUt PeQuens. ha uma
pequena modificagac no novo jugar das raizes proximo aos pélos de malha-fechada dominan-
ies desejados.

Para levar em conta a atenuago devida @ rede em atraso, colocamos gm cascata um
amplificador com ganho K . A fungéo de transferénciado ramodireto do sistemg compensado
resulla entdo em

1 (5401 1,06
G\ =15 (s s 0,01)("‘") FTES e
_ K(s +0,1)
GFOOGE+ DG T2
onde
_ 1,06K,
K= 0

O diagrama de blocos do sistema compensado ¢ indicado na Fig, 10,23(a). O grafico do lugar
das raizes para o sistema compensado proxime a0s polos de malha-fechag, gominantes &
indicado na Fig. 10.23(b). conjuntamente com o lugar das raizes original.

~ Searelagio de amortecimento dos novos pdlos de matha-fechada domjpantes for man-
tida a mesma. entao os pélos sao obtidos do novo grafico do lugar das raizeg como segue:

5, = —0,28 + j0,51,
s, = —0,28 — j0,51
O ganho de malha-aberta K ¢

_ | sts + 0,01)(s + (s +2) = 098

K
s+0,l g=—0,284]0,5!

Portanto, o ganho do amplificador K. €
.
K.= I,OGK =9,25 ;

Entao, o sistema compensado possui a seguinte fungao de transferénc’” g, malha-aberta:

Gi(9) = 0,98(s + 0,1) . 4,9(10s + 1)
) = T 000G + D+ K105 + 1Xs + X0

I\.__».-‘
+ 1)
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malha-fechada
=

(b)

Fig. 10.23 (a) Sistema compensado; (b) graficos dos lugares dus raizes para o Sislema com-
pensado ¢ para o sistema nao compensado.

O coeficiente de erro de velocidade estatico K, €
K, = lim 5G,(s) = 4.9 gt
=0

No sistema compensado, o coeficiente de erro de velocidade estatico foi aumentado para
49 s, 0u4,9/0,53 = 9,25 vezes 0 valor original. (O erro de regime estaciondrio com entradas
em rampa foi diminuido de aproximadamente 11% daquele existente no sistema original.)
Conseguimos essencialmente atingir 0 objetivo do projeto de aumentar o coeficiente de erro
de velocidade estatico para aproximadamente 5 s~'. (Se desejarmos aumentar 0 coeficientede
erro de velocidade estatico para exatamente 5 <1, ou podemos medificar as posigoes do polo
e do zero da rede em atraso ou podemos usar a rede em atraso presente e escolher K. = 9,44,
Neste iltimo caso, entretanto, a relagao de amortecimento dos polos de malha-fechada
dominante ¢ menor do que 0,5. Neste problema. podemos considerar o projeto apresentado
como bem aceitavel.)
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Os dois pélos de malha-fechada restantes do sistema compensado sdo determinados
COomo Segue:

fy= =331, 5= —0,137

A inclusdo da rede em atraso aumenta a ordem do sisiema de {rés para quatro, acrescentan-
do-se um pélo adicional proximo ao zero da rede em atraso. Como o péle adicional em
s = —0.137 esta proximo ao zero em s = —0.1. o efeito deste polo na resposta transitoria ¢
pegueno, Desde que o poloems = 3 3] esta muito longe do eixojw comparado com 0s polos
de malha-fechada dominantes, o efeito deste polo na resposta transitoria também € pequeno.
Podemos portanto ignorar, com pequeno erro. 0s polos de malha-fechada s; € 54, Conclui-se
que os dois polos de malha-fechada s, ess sio verdadeiramente dominantes. Podemos prever
uma resposta bastante precisa considerando-se apenas os polos de malha-fechada dominan-
1es.

A freqiiéncia natural niio amortecida do sistema compensado ¢ 0,6 rad/s. Este valor €
aproximadamente 10% menor do que © valor original. 0.67 rad/s. Isto implica que a resposta
transitéria do sistema compensado € mais lenta do que a do sistema original, Resultard um
maior tempo para acomodagdo. Se este fato puder ser tolerado. a compensagio em atraso,
conforme agqui discutida, apresenta uma solucao satisfatéria para o problema de projeto
especificado.

Finalmente, note que os pontos de cruzamento dos lugares das raizes com 0 eixo ju tanto
do sistema original como do sistema compensado sio aproximadamente o5 mesmos. Isto
significa que o sistema compensado ainda € estavel mesmo que o ganho de malha-aberta seja
aumentado por um fator de aproximadamente 10 sobre o valor eritico original.

Técnicas de compensacio em atraso baseadas na abordagem de resposta em
fregiiéncia. A fungao principal de uma rede em atrasoé fornecer atenuacao na faixa
de alta-freqiiéncia de modo a propiciar uma margem de fase suficiente ao sistema. A
caracteristica de atraso de fase nao apresenta consequencias na compensagao em
atraso,

Os procedimentos para projetar um compensador em atraso, através da abor-
dagem de respesta em freqiéncia, podem ser estabelecidos como segue: (Supare-
mos que o sistema possui realimentacao unitaria.)

1. Determine o ganho de malha-aberta tal que seja satisfeita a exigéncia do
particular coeficiente de erro.

2. Usando o ganhodeterminado anteriormente. desenhe o diagramade Bode
do sistema nao compensado e determine as margens de ganho e de fase deste
sistema.

3. Seasespecificagdes relativas as margens de fase e de ganho nao estiverem
satisfeitas, entao, determine o ponto de fregiiéncia onde o angulo de fase da
funcdo de transferéncia de malha-aberta é igual & — 180° mais a margem de
fase exigida. A margem de fase exigida € amargem de fase especificada mais
593129, (A adigdo de 5° a 12° compensa o alraso de fase da rede em atraso.)
Escolha esta fregiiéncia como a nova freqiéncia de cruzamento do ganho.
4. Escolha a freqiiéncia de cantow = 1/T (correspondente ao zero daredeem
atraso) uma oitava aumadécada abaixo danova fregliéncia de cruzamento do
ganho. (Se as constantes de tempo da rede em atraso nao se tornarem
demasiadamente grandes, a freqliéncia de canto w = 1/T pode ser escolhida
uma década abaixo da nova fregiiéncia de cruzamento do ganho.)

5. Determine a atenuacio necessaria para fazer com que a curvade modulo
seja tal que o modulo é 0 db paraanova freqliéncia de cruzamento do ganho.
Verificando que esta atenuagio € —20 log 8. determine o valorde 8. Entdoa
outra fregiiéncia de canto (correspondente ao polo da rede em atraso) é
determinada a partir de w = 1/(B7).

et gy e

Exemplo 10.4 Considere o sistema indicado na Fig. 10.24. A fungao de transferéncia de
malha-aberta é dada por

el el
G = T DO +1)

[ K

s(s+11{0,5s +1)

Fig. 10.24 Sistema de controle.

Deseja-se compensar o sistema de modo que 0 coeficiente de erro de velocidade K seja
5 571, a margem de fase pelo menas-402. e a margem de ganho pelo menos 10 db.

O primeiro passo no projeto € ajustar o ganho K para satisfazer o coeficiente de erro de
velocidade estatico exigido. Portanto,

: : sK -
K, = limsG(9) =lim oo—rpypssy — K =3
ou
K=75

Com K = 5, o sistema da Fig. 10.24 satisfaz os requisitos de desempenho em regime
estacionario.
Construiremos o nova grafico do diagrama de Bode a partir de

. " 5
GU®) = TG0 THO5® + 1

A curva de médulo e a curva do dngulo de fase de G(jew) sdo indicadas na Fig. 10.25. Deste
grafico, 2 margem de fase obtida é —20°, significando que o sistema ¢ instavel.

A compensagao em avanco é ineficiente neste caso. Demonstraremos que o uso da
COmpensagao em atraso resultara na obtengao das especificagoes exigidas, Notando que a
adicao de uma rede em atrasomodificaa curva de fase do diagrama de Bode, devemos permitir
50 5 129 para a margem de fase especificada, a fim de compensar a modificagao na curva de
fase. Desde que a freqiiéncia correspondente a uma margem de fase de 402 € 0.7 rad/s, a nova

freqiiéncia de cruzamento do ganho (do sistema compensado) deve ser escolhida proximo a
este valor. Para evitar constantes de tempo exeessivas

paraarede-ematraso. escolheremosa—
ﬁl;q%_élwl_d,e_mm‘_@,-f 1/T (que corresponde ao zero da rede em atraso) como 0,1 rad/s,
gsde que esta freqliéncia de canto nao esta muito longe abaixoda freqgiiéncia de cruzamento
do ganho, a modificagio na curva de fase ndo deve ser pequena. Portanto, adicionamos
aproximadamente 12° a margem de fase dada para levar em conta o dngulo de atraso
introduzido pela rede em atraso. A margem de fase exigida é agora 52°. O ¢ angulo de fase da.
fungao de transferéneia de malha-aberta do sistema néol_cgmpgnsadoé_—ﬂﬂtmapmxima-
damente w = 0.5 rad/s. Assim, escolhemos a nova fregiiéncia de cruzamento do ganho em

0.5 7ad/s. Para gue a curvade médulo passe por 0 db nesta nova freqiiéncia de cruzamento do
eanho, a rede em atraso deve fornecer a atenuagao necessaria, que ¢, neste caso. —20 db.
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Fig. 10.25 Diagramas de Bode para o sistema nao compensado, para 0 compensador e para
si scllema compensado. (G: sistema ndo compensado. G compensador, G G sistema comper-
sado.)

Portanto.

20 mg-% = —20

2

ou
p =10

A outra freqiiéncia de cantow = 1(8T) (que corresponde ao pélo da rede em atraso) & entao
determinada como

 IEET
BT 0,01 rad/s
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Portanto. a fungao de transferéncia da rede em atraso necessaria € dada por (
1 s+401 (
105 + 0,01 C
A fungao de transferéncia de malha-aberta do sistema compensado € (
; 5(10s + 1) (
G:{-’)G{ﬂ 5{1005 —NE+ l}(O,SS‘ T (
As curvas de modulo e de angulo de fase de G (jw)Gjw) também sa0 indicadas na Fig. 10.25.
Note que o efeito no atraso de fase da rede € desprezivel em altas freqliéncias. q
A margem de fase do sistema compensado € aproximadamente 40P, que € o valor exigdo.
A margem de ganho € aproxi madamente 11 db. que € bem aceitdvel. O coeficiente de erro de (
velocidade estatico € § s~', conforme exigido. O sistema compensado, portanto. satisfaz as
especificagoes tanto em relagio a0 regime estacionario como de estabilidade relativa. (
Note que a nova fregiiéncia de cruzamento do ganho foi diminuida de 2.1 para 0.5 rad/s.
Isto significaque a largurade faixa do sistema foi reduzida. Portanto. a velocidade da resposta (
\ransitoria do sistema compensado serd mais lenta do gue aguela do sistema original.
Paramostrar os efeitos da cOmpensagao em atraso. o8 graficos do log-mdtulo versus fase (
dos sistenas nao compensado (com K = 5) e compensado sao indicados na Fig. 10.26. O
grafico de G{jw) mostra claramente que O sistemi nag compensado € instavel, A adigdo da (
rede em atraso estabilizao sistema. O grafico de G (jw)G(jw) & tangente 40 lugar geomeétrico de
M = 3 db. Portanto, o valordo picoderessonanciaM € 3db,ou 1.4, eestepicoocorreema = 0.5 (
rad/s.
Comparando o sistema compensado aqui projetado com aguele projetado no Exemplo (
10.3. nolamos gue sao muito parecidos. Este resultado, entretanto. pode nao ser necessaria-
mente verdadeiro em oulros casos. Compensadores projetados por metodos diferentes ou por (
(
24
e (
(
(
(
(
2
£ (
L]
Q (
(
/ { (
=2
G.G
~16ta ; = - {
g | (
—o40° -20° -180° -150° —120° -a0® (
lﬁ .
. , . _ e
Fig. 10.26 Gréficos do log-médulo versus fase do sistema nao compensado e do sistema
compensado. (G: sistema nao compensado, G/G: sistema compensado.) (
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projetisias diferentes (ainda que utilizando a mesma abordagem) podem resultar significati-
vamente diferentes. Qualquer sistema bem projetado, entretanto, resultara em especificagoes
em regime estaciondrio e regime transitorio similares. A melhor entre muitas alternativas
pode ser escolhida a partir da consideragao economica de que as constantes de tempo da rede
em atraso nac devem ser muito grandes desde que os valores e dimensées dos resistores
exigidos sao relacionados diretamente com os valores das constantes de tempo.

Alguns poucos comentarios sobre a compensacao em atraso

1. As redes em atraso sao essencialmente filtros passa-baixas. Portanto. &
compensacao em atraso permite um alto ganho em baixas fregiiéncias (o que
melhorz 0 erro em regime permanente) e reduz o ganho na faixa critica de
maiores freqiiéncias de modo a evitar a instabilidade do sistema. Note que na
compensacio em atraso. utilizamos a caracteristica de atenuacao da rede em
atraso em altas fregliéncias a0 invés da caracteristica de atraso de fase. (A
caracteristica de atraso de fase ndo é utilizado para fins de compensagao.)
2. A alenuagio devida a rede em atraso desloca a freqliéncia de cruzamento
do ganho para um ponto de freqiéncia menor, onde a margem de fase €
aceitavel. Portanto. a rede em atraso reduz a largura de faixa do sistema
resultando em uma resposta transitoria mais lenta. [A curva do angulo de
fase de G.jw)G(jw) é relativamente inalterada préximo e acima da nova
fregiiéncia de cruzamento de ganho.]

3. Desde que um compensador em atraso tende a integrar o sinal de entrada.
ele age aproximadamente como um controlador proporcional-mais-integral.

40 T T ; T T

db
o] —4
N
o \\_ J’\ Ganho grande
—20 '\\
Y
b ¢
Ganho™"
pequeno N\
-90°
=
iy
>0 \
-150'\ ‘-""'-7‘/\ 3

7T 4 \
<0
210ty . : ,

07 1 3 5 € B 0 70
w em rad/s

Fig. 10.27 Diagrama de Bode de um sistema condicionalmente estavel.

574

PREE—— T

Por esta razio. um sistema compensado em atraso tende a tornar-se menos
estavel. Para evitar esta caracteristica indesejavel. a constante de tempo T
deve ser suficientemente maior do que a maior constante de tempo do
sisterna.

4 Pode ocorrer estabilidade condicional quando um sistema. possuindo
saturagiio ou limitagdo. ¢ compensado através de um compensador em
atraso. Quando ocorrer a Saturacao ou limitacdo no sistema. 0 compensador
reduz o ganho de malha efetivo. Entao. o sistema lorna-se menos estavel.
podendo resultar uma operagio instavel. como indicada na Fig. 10.27, Para
evitar esta ocorréncia. o sistema deve ser projetado de modo que o efeito da
COmMpEensagao em atraso setorne significativo somente quando a amplitude da
entrada para o elemento saturante for pequena. (1sto pode ser feito por meio
de uma compensagao por lago de realimentagao interna. )

10.5 COMPENSACAO AVANCO-ATRASO

A compensagao em avango aumenta a largura de faixa. o que melhora a
velocidade de resposta. e também reduz a sobrelevagao. Entretanto. a melhora no
desempenho de regime permanente ¢ muito pequend. A COMPENSaguo em atraso
resulta em uma grande melhoria no desempenho de regime permanente porem
resulta em uma resposta mais lenta. devido a largura de fgl.xg reduzida.

Se forem desejadas melhorias tanto na resposta transitoria como na resposta
em regime estaciondrio (isto €. um aumento significativo no ganho e na largura de
faixa). entao devem ser utilizadas simultaneamente uma rede em avanco e umarede
em atraso. Ao invés de introduzir uma rede em avango e uma rede em atraso como
elementos separados, entretanto, € mais economico utilizar uma unica rede avan-
¢o-atraso. A rede avango-atraso combina as vantagens das redes em avango € €m
alraso.

A rede em avango-atraso possui dois polos ¢ doi_s. zeros. Portanto. esta com-
pensagio aumenta a ordem do sistema por duas unidades. a menos gue OcoITa
cancelamento de um polo € um zero no sistema compensado.

Redes avanco-atraso. A Fig. 10.28 mostra uma rede elétrica de avango-atra-
so. Para uma entrada senoidal a saida € senoidal com uma defasagem que € fungéo
da freqgiiéncia de entrada. Este angulo de fase varia de atrasado para avangado
conforme a fregiiéncia € aumentada desde zero a infinito. Note que o avango € ©
atraso de fase ocorrem em diferentes faixas de frequencia.
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Fig. 10.28 Rede clétrica avango-atraso.
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_ Obteremos a seguir a funcao de transferéncia da rede avango-atraso. As
impedancias complexas Z, e Z, sdo

A funcao de transferéncia entre Eyls) e Eils) €

7 W < et (R,C;s + I)(R,C,ys + 1)
EG)  Z,+Z, RCis+ DNRCs+ 1)+ RCys

0 denominador desta fungao de transferéncia pode ser fatorado em dois termos
reais. Vamos definir

RICI =S T::
R.C, + R,C, + R,C, = % LB (B0

R,C, = T,

Entéo. Eys)/Es) pode ser simplificada para

Efs) _ (Tis 4+ D(Tys+1) (““1%)(” il":)
%45 (%H 1)(ﬁns+ ) (s—: %)(5-1-3%)

Caracteristicas da rede avanco-atraso. Considere a fungéo de transferéncia da
rede avango-alraso

s—l—TL

1

1
s—|—T2

7 T
s+ =/\s
AN

O primeiro termo

S L e B> 1)
s+_£-l ﬂ(%s+1)

produz o efeito da rede em avango, e o segundo termo

1
S+T;, =ﬁ(T23+l)
P

BT,

produz o efeito da rede em atraso.

B>1
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Fig. 10.29 Diagrama polar de uma
rede avango-atraso.
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Fig. 10.30 Diagramz de Bode de uma rede avango-atraso.
(jwT: + DijwT: + D/{[GwT /B + NGefT: + 1) com f=10¢eTr= 10T,

A Fig. 10.29 mostra o diagrama polar da rede avango-atraso. Pode ser verifi-
a rede atua como ima rede €m atraso, enquanto paraw, <

cado que paral < @ < w;. edec u 1=
@ < = elaatua como uma rede em avango. A freqliénciaw, na qual o angulode fase €

zero €
1

S : TlTZ

A Fig. 10.30 mostra o diagrama de Bode de uma rede avango-atraso qu_a_nd.odg
_ 10eT.= 10T,. Note que acurvade madulo apresenta o valor 0 dbnas regioes g
baixa e de alta freqéncias, em virtude de a funcao de transferéncid da rede
avango-atraso como um todo nao conter B como fator.
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Técnicas de compensacio de avango-atraso baseadas na abordagem do lugar das
raizes. Os procedimentos para projetar um compen sador avango-atraso podem ser
estabelecidos como segue:
1. A partir das especificagdes de desempenho fornecidas. determine a locali-
zacao desejada para os polos de malha-fechada dominantes.
2. Para obter os polos de malha-fechada dominantes nas posicoes desejadas.
calcule a contribui¢io do angulo & necessaria para a parte do avango de fase
da rede avanco-atraso.
3. Usando a seguinte fungao de transferéncia do compensador avanco-alra-
s0:

R 1 fo g

A
I k K,
ST =——[\S§

7\ BT,

e

G.(5)=

determine a constante K, a partir das exigéncias do coeficiente de erro
particular especificado no problema de projeto.

4. Para o compensador avango-atraso. escolha T. suficientemente grande de
modo que

seja gaproximadameme unitirio. onde s = 5, ¢ um dos pélos de malha-fechada
dominante. Determine os valores de T, e 8 das exigéncias que

il
j [KG(s5,)| = 1
) T’
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0 valor de BT,. a maior constante de tempo da rede avango-atraso. nao deve
ser demasiadamente grande para ser fisicamente realizavel.

Exemplo 10.5 Considere o sistema de controle indicado na Fig, 10.31. A fungdo de transfe- -
réncia do ramo direto @

Gis) =

e it
s(s — 0,3)

Fig. 10.31 Sistemz de controle.

Este sistema possui polos de malha-fechada em
s=—0.25 % j1,98

A relagao de amortecimento € 0.125, a freqiiéncia natural nio amortecida € 2 rad/s, e 0
coeficiente de erro de velocidade estatico € 857"

Deseja-se que a relagdo de amortecimento dos polos de malha-fechada dominantes seja
igual 2 0.3 ¢ também que aumente a fregiéncia natural nao amortecida para 5 rad/s e 0
coeficientede errode velocidade estitico para50s™. Projeteumcompensadorapropriadopara
satisfazer lodas as especificagoes de desempenho.

A partir das especificagoes de desempenho. os pdlos de malha-fechada dominantes
devem ser

5= —2,50 « j4,33

Desde que,
/ 4

| —F== = —235°
i S(S T 7 0.5) s=—2.50+ /4,33
a parte do avango de fase da rede avango-atraso deve contribuir com 55° de modo que o lugar
das raizes passe através das posigdes desejadas dos pélos de malha-fechada dominantes.
O compensador avango-atraso possui a fungdo de transferéncia
1

s+ 7\ ¢ + TL

GAs) = ——-13 -—-"-1 K.
s+ L [\s+
T, B T,

Portanto o sisiema compensado terd a funcgo de transferéncia

] 1
8= ot | I + T
GAHG(s) = | —F ———3-1 K.G(s)

.Tl"l'?l S+E



Desta forma. o coeficiente de erro de velocidade estatico resulta em

K, = lim sG(syG(s) = liu: sK.G(s)
=0 F ool

K. = 50 s7'. Portanto.

O requisito sobre o coeficiente de erro de velocidade estatico €

s4K,

K, = lim SK.G(S) = lim 52 = 8K. = 50

Portante. K. resulta

K, = 6,25
Cbonscqﬁenlemcnte. o sistema compensado possuira a funcao de transferencia de malha-
aberta
1 15
¢t T 5 T
= ] 3 25
GG =\ B 1 |sG+03)

+ 2 \s+ =
I BT,

Desde que escolhem©% T. suficientemente grande para

2 e
& + IBT: J=-115+j4:33
se desejarmos que 03 pélos de malha-fechada estejam em s = =2.5 = j4.33. 2 condigao do
modulo resulta em
stgl o ‘5 + |
o | ' =D
Gf G == 333 —_—t T S =
[GA8)G(s) |o=-2,5+14:22 e i |56+ 0‘5}!‘.'_1‘““‘“ ‘s —F |57 1
T, i 1)

¢ a condigdo do anp;ulo resulta em

1

S+ 7
Wl 1 — s5°
S g s=~2\544,33

E relativamente fiscil determinar graficamente os valores de 7, ¢ § que satisfazem estas
condigdes de modulo € angulo. Referindo-se a Fig. 10.32, podemos facilmente localizar os

pontos A e B de meodo que

|APB = 55% BB 5
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Fig. 10.32 Grafico do lugar das raizes do sistema compensado.

Graficamente. a partir da Fig. 10.32. oblemos

A0=05  BO=5

Entéo.
(e . B
= = —0,5, = 5
Portanto

r.=2, B=10

Conseqiientemente, a parte do avango de fase da rede avanco-atraso resulta em
s+05
s+ 5
Para a parte do arraso de fase da rede avango-atraso. € exigido que
1
s+ .}7 s+
o | 3 S e < ¥
: ) D

® + TOT, htyssmiss TOT, |13, 0083
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Para satisfazer estas relacdes e, a0 mesmo (EMPO. asscgurar gue a maior constante de tempo
(107,) da rede avango-atraso nao seja demasiadamente grande para ser fisicamente realizavel,
escolhemos

T, = 10 .

Entio. a fungéo de transferéncia do compensador avango-atraso e .

Sistema nao
compensado t

“tn
T

m
=
L
w
Sistema \_/
05 compensado
| | | ! »
5 1 z 3 4 5
4
o
Erro em regime ¢
Fr estacionério do 7
sistema nao 7
compensado = 0,125 A
3
/ )
(]
b
0 Sistema

2k compensado

Erro em regime
- estaciondrio do sistema

compensado = 0,02 i
1+ .’&
T Sistema nao L]
compensado Y
.
1 1 1 1 1 T
0 1 2 3 4 5 1

Fig. 10.33 Curvas de resposta transitéria para o sistema nao compensado e para o sistema

compl_:nsado. {a) Curvas de resposta ao degrau unitario; (b} curvas de resposta a rampa
unitaria.
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e o sistema compensado possuira a fungdo de transferencia de malha-aberta

(s ~0,5(s +0,1)25

G,(J‘]Gfs) G SJE-S AT 0,01}5(5 — 0,5}

i

= 25(s = 0,1)
s + S)s +0,01)

Devido a0 cancelamento dos termos (5 + 0.3). o sistema compensado € um sistema de
terceira-ordem. (Matematicamente este cancelamento ¢ exalo, porém. praticamenie. esie
cancelamento nao serd exato em virtude de algumas aproximagdes estarem normalmente
envolvidas na deducao do modelo materatico do sistema. €. COmMo resultado. as constantes de
%mpn n&o sio precisas,) O grafico do agar das raizes do sistema compensado ¢ indicado na
ig. 1032,

Como a contribuicio angular da parte de atraso de fase da rede avanco-atraso € muilo

pequena. nao ha modificag o apreciavel na localizagio dos polos de malha-fechada dominan-

tes em relacio a localizag o desejada. 5 = —2.5 = j4.33, Portanto. o sistema compensado
catisfaz todas as especificagoes de desempenho exigidas. O terceiro polo de malha-fechada do
sistema compensado estd iocalizado em s = —0,102. Desde gue este polote malha-fechada

esta muito proximo ao zera em s = —0.01, o efeito deste polo na resposta € relativamente
pequeno. (Note que, em geral. se um pélo e um zero estao proximos um do outro sobre o eixo
real negativo e proximos da origem, entdo esta combinagao de polo e zero resultara em uma
duracéo longa e de pequena amplitude na resposta transitona. )

‘As curvas de resposta ao degrau unitario e as curvas de respasta a rampa unitaria. antes e
apos a compensagao. 820 indicadas na Fig. 10.33.

Exemplo 10.6 Considerc o sistemade controle do Exemplo 10.5. Suponha que o coeficiente
de erro de velocidade estatico deve ser 80 57'. As outras especificagdes permanecem idénti-
cas as fornecidas no Exemplo 10.5. Isto €. a relagao de amortecimento e a freqiiéncia natural
nao amortecida dos pdlos de malha-fechada dominantes sao dadas como 0.5 e 5. respectiva-
mente. Projete um compensador avango-alraso apropriado.

O requisito em relagao ao coeficiente de erro de velocidade estatico € que K, = 80 57!
Este dado resulta em

K. =10

A constante de tempo T, ¢ o valor de 3 sao determinados a partir de

1 1
e et
T 40 ‘ W
| S s = SR
L _B ‘F(S‘-FG.SJL_-—L,M;AJJ ‘S—— E 3
! i T1| I TI
1
5=
= — 55°
3 =

i3 sm—1,54 j4,33

Referindo-se & Fig. 10.34. podemos facilmente localizar os pontos A e B de modo gue

PA 3
= 557 ——
[APB 5, PB 5
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Fig. 10.34 Delerminagao da localizagio do polo e do zero desejados.

0 resultado €
AO =24, BO =83
ou

=0416, f =83T, =345

Ty~ 24

A parte do avango de fase da rede avan{o-airaso resufta em

s+24
s +83

Para a parte de atraso de fase. podemos escolher

Portanto, 0 compensador avango-atraso se torna

6.0 = (5553) 5 osm) 10

() sistema compensado possuira a fungao de transferéncia de malha-aberta

E (s + 2,4)(s + 0,1)40
Gds)GB) = 578 3)(s + 0,029)s(s + 0.3)

Neste caso nao ocorre cancelamento. e o sistema compensado é de quarta-ordem. Devido a
contribuigao angular da parte do atraso de fase da rede avango-atraso ser muito pequena. 08
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polos de malha-fechada dominantes estio localizados muilo proximos da localizagio dese-
jada.
Os dois polos de malha-fechada restantes sao obtidos como

5 = —0,09, s= —374

Desde que o polo de malha-fechada em s = —0.09 e 0 zero em s = —0.1 praticamente se
cancelam. o efeito deste polo de malha-fechada ¢ muito pequeno. O polo de malha-fechada
restante (s = — 3.74) esta relativamente proximo do zero ems = — 2.4, e o efeito deste pélo de
malha-fechada na resposta transitéria novamente sera relativamente pequeno. Os polos em s
= —2.5 = j4.33 resultam como pdlos de malha-fechada dominantes.

Compensacio em avango-atraso haseada na abordagem da resposta em freqién-
cia. O projeto de um compensador avango-atraso pela abordagem da resposta em
fregiisncia ¢ baseado na combinagdo das técnicas de projeto discutidas para a
combinagio em avango e para a combinagao em atraso. O valor de @ para arede em
avanco deve ser igual ao inverso do valor de B para a rede em atraso. Se a €
escolhido como 1/8, entdo podemos simplesmente combinar os compensadores em
avanco e em atraso projetados separadamente a fim de obtermos o compensador
avanc¢o-atraso unico.

A parte do avango de fase da rede avango-atraso altera a curva de resposta em
freqiiéncia adicionando oangulo de fase em avanco e aumentando a margem de fase
na freqiéncia de cruzamento do ganho.

A partedoatrasode fase darede emavango-atraso acarretaatenuagio, proximo
¢ acima da fregiiéncia de cruzamento do ganho. e permite ainda 0 aumento de ganho
na faixa de baixas freqiiencias afim de melhorar o desempenho emregime estaciond-
TI0.

Tustraremos os detalhes do procedimento projetando um compensador em
avango-atraso através de um exemplo.

Exemplo 10.7 Considere o sistema com realimentagdo unitéria cuja funcaa de transferéncia
em malha-aberta ¢

K
Gy s(s + (s + 2)

Deseja-se que o coeficiente de errode velocidade estitico seja 10 57!, amargemde fase U
4 margem de ganho seja 10 db ou mais. :
Da especificagdo do coeficiente de erro de velocidade estatico, obtemos

: ; sK _
K, =lim sG(s) = 1im gy, = 10

Portanto,
K=120

A seguir desenhemos o diagrama de Bode do sistema nao compensado com K = 20, conforme
indicado na Fig. 10.35. A margem de fase do sistema nao compensado é determinada, sendo
—329 o que indica que o sistema nao compensado € instavel.
O préximo passo no projeto de um compensador avango-atraso & escolher uma nova
. fregiiéncia de cruzamento do ganho. Da curva de angulo de fase paraG(jw) . note que [Glw) =
—180° emw = 1.5 rad/s. E conveniente escolher a nova freqiiéncia de cruzamento de ganho
em 1.5 radls. de modo que o angulo de avanco de fase exigidoemw = 1.5 rad/s é aproxima-
damente 50°. 0 que é bem possivel pelo uso de uma rede em avango-atraso unica.
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40

20

db

_2T0°0,0| 0,02 004006 O, 02 04 08 1 2 B

w em rad/s

Fig. 10.35 Diagramade Bode para o sistema ndo compensado, para o compensador € para o
sistema compensado. (G: sistema nao compen sado. G,: compensador, G G: sistema compen-
sado.)

Uma vez escolhida a freqiiéncia de cruzamento do ganho em 1.5 radfs, podemos deter-
minar a freqiiéncia de canto da parte de atraso de fase darede avango-atraso. Vamos escolher
a freqiiéncia de cantow = 1/T; (que corresponde a0 zero da parie em alraso de fase da rede)
como sendo uma década abaixo da nova freqiiéncia de cruzamento do ganho, ou em
w = 0,15 rad/s. Vamos escolher ainda

ﬁ=10

Entéio, afreqiiéncia de cantow = 1/8T; (que corresponde a0 poloda parie em atraso defaseda
rede) resulta w = 0,015 rad/s. A fungdo de transferéncia da parte em atraso de fase da rede
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avango-alraso. entao, resulta em

s4+045 6,675 + 1
s+ 0,015 10(66.?5 -+ l)

A parte de avango de fase pode ser determinada como segue: Desde gue a nova
freqiiéncia de cruzamento do ganho esta em w = 1.5 rad/s. a partir da Fig. 10.35. G(j1.5) ¢
determinado em 13 db. Portante, se a rede avango-atraso contribuir com —13 db em
w = 1.5 rad/s, entio a nova frequéncia de cruzamento do ganho € a desejada. Desta especifi-
cacdo. ¢ possivel desenhar uma reta com inclinagao de 20 db/década passando pelo ponto
(—13 db: 1.5 rad/s). As interseccoes desta reta e as retas de 0-db e —20 db determinam as
freqiéncias de canto. Portanto. as freqiiéncias de canto para a parle em avan¢o Sao
w= 0.7 rad/sew = 7 rad/s. Conseqiientemente. a funcio de transferéncia da parte em avango
da rede avango-atraso resulta em

s +0,7 _L(l,43s 5 1)
s+ 7  10\0,143s 1

Combinando as fungdes de transferéncia das paries em alrdso e em avango da rede.
obtemos & funcio de transferéncia do compensador avango-atraso:

() - (N

As curvas de médulo e angulo de fase do compensador avango-atraso que acabamos de
projetar sdo indicadas na Fig, 10.35. A fungdo de transferéncia em malha-aberta do sistema
compensado €

v (s = 0,7)(s - 0,15)20
Gd)G) = TG = 0,01556 — NG + 2
3 10(1,435 + 1)(6.67s = 1)
= XOT43s £ (6675 = D(s = NOSs + D

(10.4}

As curvas de médulo e angulo de fase do sistema da Eq. (10.4) também sdo mostradas na Fig.
10.35. A margem de fase do sistema compensado € 50° a margem de ganho 16 db. e o
coeficiente de erro de velocidade estatico ¢ 10 s7'. Todos 0s requisitos foram, portanto,
satisfeitos e o projeto completado.

A Fig. 10.36 mostra os graficos polares do sistema nao compensado e do sistema
compensado. O lugar geométrico de G (jw)G(jw) € tangente a0 circulo M = 1.2 em aproxima-
damentew = 2 rad/s, Obviamente. isto indica que o sistema compensado possui uma estabili-
dade relativa satisfatéria. A largura de faixa do sistema compensado € ligeiramente maior do
que 2 rad/s.

10.6 SUMARIO DOS METODOS DE COMPENSACAO DE SISTEMAS
DE CONTROLE

Nas Segdes 10.3 até 10.5 apresentamos os procedimentos para projeto de
compensadores em avango, em atraso e em avango-atraso através do uso de
exemplos simples. Um projeto satisfatorio de um compensador para um dado
sistema exigira a aplicagio criativa destes principios de projeto basicos. (Lembre-
se que h4 uma riqueza de informagoes na literatura sobre projetos de sistemas de
controle complexos, e o leitor deve referir-se a ela para quaisquer problemas
especificos que encontrar.)
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F_ig. 10.3@ Diagramas polares do sistema ndo compensado e do sistema compensado. (G:
sistema nao compensado. G .G: sistema compensado.)

Comparagio das compensaces em avango, em atraso, € em avango-atraso
1. A compensagio em avango atinge o resultado desejado através dos méri-
tos de sua contribuicio em avango de fase: enquanto gue a COMPEensagac em
atraso atinge o resultado através dos méritos da sua propriedade de atenua-
¢ao em altas fregtiéncias.
2. No dominio s a compensagao em avango nos possibilita modificar o lugar
das raizes e. portanto, propicia os polos de malha-fechada desejados. No
dominio de freqiiéncia, a compensagao em avango aumenta a margem de
fase e a largura de faixa. Uma largura de faixa aumentada significa uma
reducao no tempo de acomodagao. A largura de faixa de um sistema com
COMPpEensagao em avango é sempre maior do que um outro com COMPENsagao
em atraso. Portanto, se for desejada uma maior largura de faixa, ou re sposta
mais rapida, deve ser empregada a COMPENSagao em avango. Se, entretanto,
estiverem presentes sinais de ruido, entao pode nao ser desejavel uma grande
largura de faixa desde que torna o sistema mais susceptivel a sinais de ruido,
devido a0 aumento do ganho em altas freqéncias. Neste caso, deve ser
usada a compensacao em atraso.
3. A compensagio em atraso melhora a precisao em regime estacionario;
entretanto, reduz a largura de faixa. Se a redugao da largura de faixa for
excessiva, O sistema compensado apresentara uma resposta lenta. Se forem
desejadas tanto resposta rapida como boa precisdo estatica. deve ser empre-
gado um compensador avango-atraso.

588

4. A compensagido em avanco exige um aumento adicional no ganho para
compensar a atenuagao inerente da rede em avango. Isto significa que a
compensagao em avango requer um ganho maior do que o exigido pela
compensacao em atraso. (Um ganho maior., em muitos casos, implica maior
espaco. maior peso e mais alto custo.)

5 Embora um grande niimero de compensacdes praticas possam ser conse-
guidas com redes em avanco. em atraso. ou em avango-atraso, para um
sistema complicado uma compensacao simples. atraves do uso destas redes.
pode nao fornecer resultados satisfatorios. Entéo, devem ser empregados
diferentes compensadores possuindo diferentes configuragdes de polos e
zeros. Note que uma vez especificada a configuracao de pdlos e zeros de um
compensador, a rede passiva necessaria pode ser realizada pelo uso de
técnicas padroes de sintese de redes.

Cancelamento de polos indesejaveis. Desde que a funcao Qe transferéncia de
elementos em cascata € o produto de suas fungoes de transferéncia individuais. €
possivel cancelar alguns palos ou zeros indesejaveis colocando um elemento com-
pensador em cascala, COm Seus pélos e zeros sendo ajustados para cancelar 0s
pélos ou zeros indesejaveis do sistema original. Por exemplo. uma constante de
tempo T, muito grande pode ser cancelada pelo uso de uma rede em avango (Tys +

)(Tas + 1) como segue:

() (F551) = 7=

Se T, é muito menor do que T, podemos efetivamente eliminar a constante de
tempo muito grande. A Fig. 10.37 mostra o efeito do cancelamento de uma grande
constante de tempo na resposta transitéria ao degrau.

Se um pélo indesejavel do sistema original estiver no semiplano direito do
plano s. este esquema de compensagdo nao pode ser utilizado desde que. embora
matematicamente seja possivel cancelar o polo indesejavel com um zero adicio-
nado, € fisicamente impossivel o cancelamento exato devido as imprecisoes envol-
vidas na localizacdo dos polos e zeros. Um polo no semiplano direito do plano s.
ndo exatamente cancelado pelo zera do compensador. eventualmente redundara
em uma Operacao instavel. porque a resposta possuira um termo exponencial gue
aumenta com o tempo.

Deve ser observado que o sistema de controle ideal ndo é aquele que possul
uma funcéo de transferéncia unitiria. Fisicamente, este sistema de controle nao
pode ser construido. J& que nio se pode transferir energia instantaneamente da
entrada para a sajda. Além disso. desde que ruido esld sempre presente de uma
forma ou de outra, um sistema com uma funcao de transferéncia unitaria nao &
desejavel. Um sistema de controle desejado. em muitos casos praticos, pode

T o
Tis+1

!

A=W,

x 'lT,5+1 ¥y

Tas+1 2

Fig. 10.37 Curvas de resposta ao degrau mostrando o eféito do cancelamento de uma cons:
tante de tempo grande.
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possuir um conjunto de pdlos conjugados dominantes de malha-fechada com uma
relagao de amortecimento e uma freqiiéncia natural nao amortecida razoaveis. A
determinacio da parte significativa da configuracio de polos e zeros de malha-fe-
chada, tal como a localizagao dos polos de malha-fechada dominantes. € baseada
nas especificagoes que fornecem 0 desempenho desejado do sistema.

Cancelamento de pélos complexos conjugados indesejaveis. Se a fungao de
transferéncia de um processo contém um ou mais pares de pdlos complexos
conjugados, entao um compensador em avanco. atraso ou avanco-atraso pode nao
fornecer resultados satisfatérios. Neste caso, uma rede que possui dois zeros e dois
polos pode ser util. Se os zeros forem escolhidos de modo a cancelar os pélos
complexos conjugados indesejaveis do processo, podemos. essencialmente, substi-
tuir os polos indesejaveis por aqueles aceitaveis. Isto ¢. se 0s polos complexos
conjugados indesejaveis estiverem no semiplano esquerdo do planos e possuirem a
forma

1
s + 2L,w,5 + @}

entao a insergao de uma rede compensadora possuindo a funcio de transferéncia

st 4+ 20 0,5+ @
s+ 200,85 + 0F

resultara em uma mudanga efetiva dos pélos complexos conjugados para aqueles
aceitaveis. Note que mesmo que o cancelamento nao seja exato. 0 sistema compen-
sado possuira melhores caracterfsticas de resposta. (Conforme estabelecido ante-
normente, esta abordagem nao pode ser utilizada se os pélos complexos conjuga-
dos indesejaveis estiverem no semiplano direito do plano s.)

Redes familiares que consistem apenas em componentes RC cujas fungoes de
transferéncia possuem dois zeros e dois pélos sdo as redes em ponte tipo T.
Exemplos de redes em ponte tipo T. e suas funcoes de transferéncias. sao forneci-
dos na Fig. 10.38.

Ca M2
!-——w-——

o AN A 2 3 L—|

1 i 1 *I c . c

& o g % ) o

| l l
S L % ),
Eols) _  RCRCys% +2RCys +1 Eols) _ RiCR,Cs% + 2RyCs +1

F(s)  RCRCys: +(RCi+2RCy)s +1 E()  RCRCs:+(RC+2RCls +1

(a) (b)

Fig. 10.38 Redes em ponte tipa T.
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Compensacio por realimentacdo. A realimentacio tacomeétrica é muito co-
mumente utilizada em servomecanismos de posicao. Na Secéo 6.4 discutimos um
problema de projeto simples utilizando a realimentacio tacométrica. Portanto, nao
o repetiremos agui.

Um tacémetro € um dos dispositivos denominados dispositivos de realimenta-
¢ao portaxa. Um outro dispositivode realimentacio por taxa muito comum € ataxa
de rotagao. Dispositivos de taxade rotagdo sao comumente utilizados em sistemas
de aeronaves com pilote automatico.

Eliminagio de efeitos indesejaveis de distirbios por controle no ramo direto. Se¢
os distirbios forem mensuraveis. o controle no famo direto é um método util de
cancelamento de seus efeitos na saida do sistema. Por controle no ramo direto.
designamos o controle de efeitos indesejaveis de distirbios mensuraveis através de
compensagao aproximada dos mesmos antes que eles se materializem. lIsto ¢
vantajoso porgue em um sistema de controle com realimentd¢@o usual. a agao
corretiva somente se inicia apos a saida haver sido afetada.

Controlador Cantrolador

Tangue de nivel @ de temperalure

Vapor -
i // G LIPS LIS
G
o2
b
/ : Permutador
o /7 de calor
— . .7
27 7, /.a”/ﬁ

Medidor

(a) de fluxe
Distirbio
(variagan
ni fluxo)

—

Medidor
de fluxo

—

Ponto de
ajuste

Controlador de
temperatura

Atuador
(walvula)

Permutador

Temperatura
BRSNS
da calor

Elemento medidor
de temperatura

()
Fig. 10.39 (a) Sistema de controle de temperatura: (b) diagrama de blocos.
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Como um exemplo. considere o sistema de controle de temperatura indicado
na Fig. 10.3%(a). Neste sistema, deseja-se manter a temperatura de saida em um
valor constante. O distiirbio neste sistema é uma variagdo na taxa de fluxo de
entrada, que depende do nivel no tanque. O efeito de uma variagao nesta taxa nao
pode ser sentido imediatamente na saida devido ao atraso de tempo envolvido no
sistema.

O controlador de temperatura, que controla a entrada de calor para o permuta-
dor térmico, nfo atuara até perceber o erro. Se o sistema possui grandes tempos de
atraso. transcorrera um certo intervalo de tempo antes de haver qualquer agio
corretiva. De fato. quando o erro for percebido apOs Um Certo atraso e a agao
corretiva comegar, pode ser muito tarde para manter a temperatura de saida dentro
dos limites desejados.

Se for utilizado o controle direto neste sistema. entao. logo que ocorrer uma
variagdo no fluxo de entrada, havera simultaneamente uma medida corretiva,
ajustando a entrada de calor através do permutador de calor. Isto pode ser realizado
alimentando-se o controlador de temperatura tanto com o sinal do fluximetro como
com o sinal do elemento medidor de temperatura.

O controle direto pode minimizar o erro transitorio, porém. desde que 0
controle direto é um controle de malha-aberta. ha limitagdes em relacio a sua
precisao funcional. O controle direto nao cancelara os efeitos de distirbios ndo
mensuraveis sob condicées de operagio normais. Portanto. € necessario que um
sistea de controle direto inclua um lago de realimenta¢io, como mostrado nas
Figs. 10.3%a) e (b).

Essencialmente, o controle direto minimiza o erro transitério causado pelos
distirbios mensuraveis, enguanto o controle por realimentacéo compensa quais-
quer imperfeices no funcionamento do controle direto e possibilita corregoes para
distirbios ndo mensuraveis.

Controle direto de um processo. Considere o sistema indicado na Fig. 10.40.
S.upc_mha que sao conhecidas a fungiio de transferéncia G(s) e a funcao de transfe-
réencia do distirbio G,(s). lustraremos um método para determinagao de uma

fungio de transferéncia do controlador conveniente G(s) e a fungao de transferén-
cia direta do distirbio G(s). Desde que a saida C(y) ¢ dada por

C(s) = GA)G(S)E(s) + G,(s)N(s)
onde
E(s) = R(s) — C(s) + G,(s)N(s)
obtemos
C(s) = G()G(S)[R(s) — C(s)] + [G()G(5)Gy(s) + GL(]N(5)
Os efeitos de N(s) podem ser eliminados se G(s) € escolhida de modo que
G(s)G(s)G4(s) + Gs) =0

ou

G.(s)

G.)= G eE)

(10.5)
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Gls) =i

Gels)

Fig. 10.40 Sistema de controle.

Projetando apropriadamente a funcao de transferéncia do controlador G s) (con-
forme discutido nas Segoes 10.3 até 10.5). o sistema de contrqle de malha-fcc’riada
pode apresentar o desempenho desejado. Uma vez determm_ada G {s5), entdo a
funcao de transferéncia direta do distirbio G,(s) pode ser obtida da Eq. (10.5).

Comentdrios conclusivos. Nos exemplos de projeto apresentados neste capi-
tulo. consideramos principalmente e apenas as fungoes de tl:ansferéncia de com-
pensadores. Nos problemas de projeto reais, devemos determinar os com ponentes.
Portanto. devemos satisfazer limitagoes de projeto adicionais talis como custo,
dimensao. peso e confiabilidade. : - N _

O sistema projetado pode satisfazer as especificacbes sob condigoes de opera-
¢Ao normais, porém pode desviar-se consideravelmente das especificagoes quando
ocorrerem variagoes ambientais consideraveis. Desde que as variagdes ambientais
afetam o ganho e as constantes de tempo do sisterna, € necessario propiclar meios
aulomaticos ou manuais para ajustar o ganho a fim de compensar estas variagoes
ambientais. os efeitos nao lineares que nao foram levados em consideragao no
projeto, e também para compensar tolerancias de fabricagdo de unidade para
unidade na produgao dos compenentes do sistema. (Os efeitos das tolerancias de
fabricagao sao amenizados em um sistema de malha-fechada; portanto. os efeitos
podem nfo ser criticos em operagao de malha-fechada, porem podem tornar-se
criticos em operacdo de malha-aberta.) Além disso. o projetista deve Iembrar—sc;
que qualquer sistema esla sujeito a pequenas variagoes devidas principalmente a

deterioragiao normal do sistema.
PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.10.1 Mostre que arede em avanco e a rede em atraso inseridas em cascata em
uma malha-aberta atuam como um controle proporcional-mais-derivativo (na regiac de w
ueno) e controle proporcional-mais-integral (na regiao de w grande), respectivamente.
Solugio. Na regido de w pequeno, o diagrama polar da rede em avango € aproximadamente o
mesmo do diagrama correspondente ao controlador proporcional-mais-derivativo. Isto €
mostrado na Fig. 10.41(a). .
Analogamente, na regiao de & grande. o diagrama polar da rede em atrasa se aproxima
daquele do controlador proporcional-mais-integral. conforme indicado na Fig. 10.41(b).
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Fig. 10.41 (a) Diagramas polares de uma rede em avango ¢ de um controlador proporcio-

nal-mais-derivativo; (b) diagramas polares dc uma rede em atraso e um controlador propor-
cional-mais-integral.

Problema A.10.2 Sea fungdo de transferéncia de malha-aberta G(s) possui polos complexos
conjugados ligeiramente amortecidos, entdo, mais do que um lugar geométrico M pode ser
tangente ao lugar geométrico de G{jm).

Considere o sistema com realimentacio unitaria cuja fungiio de transferéncia de malha-
aberta é

g 9
6 = 03167 3 065 = 10) (10.6)

Desenhe os diagramas de Bode para esta fungao de transferéncia de malha-aberta. Desenhe
também o grafico log-médulo versus fase e mostre que dois lugares geométricos M sao
tangentes ao lugar geométrico de G(jw). Finalmente, desenhe o grafico dos diagramas de Bode
para a fungao de transferéncia de malha-fechada.

Solucao. A Fig. 10.42 mostra osdiagramas de Bode de G(jw). A Fig. 10.43 mostrao graficodo
log-médulo versus fase de G(jw). Pode ser visto que o lugar geométrico de G(jw) € tangente ao

lugar geométricode M = 8 dbemw = 0.97 rad/s e tangente ao lugar geométricode M = —4 db
emw = 2.8 rad/s.

A Fig. 10.44 mostra o diagrama de Bode da fungao de transferéncia de malha-fechada. As
curvas de resposta em freqiiéncia de malha-fechada indicam dois picos de ressonancia, Note
que este fato ocorre quando a fungdo de transferéncia de malha-fechada envolve o produto de
dois termos de segunda-ordem ligeiramente amortecidos e as duas fregiiéncias de ressonancia
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Fig. 10.42 Diagrama de Bode de G(jw) dado pela Eq. (10.6).

correspondentes estio suficientemente separadas uma da outra. De fato. a fungéo de transfe-
réncia de malha-fechada deste sistema pode ser escrita

€y _ _G)
R(s) 1+ G@)
- 9
= (s 10,4875 + I)(s* +0,613s +9)

Obviamente, a fungio de transferéncia de malha-fechada ¢ um produto de dois termos de
segunda-ordem ligeiramente amortecidos (as relagoes de amortecimento sdo 0,24 ¢ 0,1) e as
duas freqiiéncias de ressondncia estio suficientemente separadas.

Problema A.10.3 Considere o sistema mostrado na Fig. 10.45. Determine 0s valores do
ganho K do amplificador e do ganho K da realimentacao de velocidade de modo a serem
satisfeitas as seguintes especificacoes:

1. relagdo de amortecimento dos polos de malha-fechada € 0.5.

2. tempo de acomodagéo = 2 s.

3. coeficiente de erro de velocidade K, = 50 s7".



30 : ]
| |
| | (| MT_O 5do
! E‘ 01
4 . + - - 1
2 I 1 i r——
| T o st
I [ ~
| | 7 | N
| v
'8 1 | T I# ] \‘L
f M=7
M=-2db / | L__ib /)(
A K B A S
€L T 1 | t
= 1 “l\ l | !/ I. M=8dt ~ | 1
g 6 | ™, “ f ! V.| ':?15 J
oo T i i |
(¢] F \ \ | !“ ‘J ;/
R | |27 7
bR " |
6 \\-..*‘\:n s -2 -~ :
s R s
==
3,5 : 2,5
—i2 : | 2
|
-8 | |
—380° —-275° —ia0® “ap®

VA4

Fig. 10.43 Grafico do log-mdédulo versus fase de G(jw) dada pela Eq. (10.6).
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Solugdio. A especificagao da relagao de
estejam sobre retas a
acomodagao p

cE

Fig. 10.45 Sistema de controle.

amortecimento exige gue os polos de malha-fechada 2
plano s. A especificagdo do tempo de

60° no semiplano esquerdo do
omplexos conjugados de

ode ser escrita em termos da parte real dos polos ¢

malha-fechada como

ou

Portanto, os polos de malha-

l,=%_<;2s

c=2

fechada devem estar sobre as retas cheiasAB e CD no semiplano

esquerdo do plano s, como indicado na Fig. 10.46.

Desde que o coeficiente de erro de velocidade K, ¢ definido por

K, = lim sG(s)H(s)
1—0

4

¢ i

o

Fig. 10.46 Localizacdes possiveis pard os polos de malha-fechada no plano s pard © sistema
do Problema A.10.3.
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obtemos

. sK(Q + Kis) 3
= SRS ke — K
K, I:_mﬂ S+ 1)

Da especificagia fornecida relativa a0 coeficiente de erro de velocidade. obtemas

K> 50
Para este sistema, os polos de malha-aberta estdo ems = 0 es = —1fz. O zero de
malhacaberta estd em s = — /Ky onde K, € uma constante indeterminada. Inicialmente.

consideremos que os pélos de malha-fechada estejamems = —2 = j3.4(pontosA eC nza Fig.
10.46), A soma dos angulos, na localizacio do pélo de malha-fechada escolhido, com o5 polos
de malha-aberta é 1200 + 115 = 2359, Portanto, necessiamos de uma contribuigo de 35°do
zero. de modo gue a soma total seja — 180°. Para satisfazer a condigio do angulo, escolhemos
o zero em 5 = —4.4. Entao Kyée

*

e ‘_:2 — 0227

A condicio de modulo estabelece que

K(1 +0,.2275)

s(Zs + 1) le=zeyze =

Portanto,
K =131

Desde que K < 50, a escolha dos pélos de malha-fechada em —2 + j3,4 ndlo € aceitavel,

Como uma segunda tentativa. consideremos 08 pélos de malha-fechada em — Izj51A
soma das contribuicdes angulares dos polos de malha-aberta ¢ 236°. Necessitamos de uma
contribuicao de 56° para o zero. Isto implica que © zero deve estar em s = —6.4.

A aplicagio da condigao do médulo fornece K = 70. Este resultado € bastante satisfato-
rio. Desde que K, =0.156, esta satisfeita a exigéncia em relagdo a K. Portanto, estao
satisfeitas todas as especificagoes. Um conjunto de valores aceitaveis para K e K, portanta, €
0 seguinte:

K =10,
K, = 0,156

Problema A.10.4 Um sistemade malha-fechada possui a propriedade de que sua fungio de
ransferéncia de malha-fechada é aproximadamente igual a0 inverso da funcio de transferén-
cia do ramo de realimentacao guando o ganho de malha-aberta ¢ muito maior do que a
unidade. ;

A caracleristica de malha-aberta pode ser modificada adicionando-se uma malha de
realimentacio interna com uma caracleristica igual ao inverso da caracteristica de malha-
aberta desejada. Suponha que um sistema com realimentacio unitdria possua a seguinie
funcao de transferéncia de malha-aberta:

K
GO =TT DT + D
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Fig. 10.47 (a) Sistemade controle: (b) adigio da malha de realimentacao interna para modifi-
car a caracteristica de malha-fechada.

Determine a fungio de transferéncia H(s) do elemento na malha de realimentacao interna de
modo que a malha interna resulte ineficaz tanto em baixas como em altas fregiéncias.
Solucao. A Fig. 10.47(a) mostra 0 sisterna original. A Fig. 10.47(b) mostra a adigao da malha
de realimentagao interna em volia de Gls). Desde que

Cs) _ Gl 1 G(9)H()
E(s)~ 1 +GHEs) HE) 1 T GHG)

se o ganho ao longo da malha interna € muilo maior do que a unidade, entao G(s)HE)[1 +
G(s)H(s)] & aproximadamente igual a unidade e 2 funcao de transferéncia C(s)/E(s) € aproxi-
madamente igual a 1/H(s).

Por outro lado, se o ganho G(s)H(s) é muito menor do gue a unidade, a malha interna
resulta ineficaz e C(s)/E(s) ¢ aproximadamente igual a G(s).

Para tornar a malha interna ineficiente tanto na faixa de baixas como na faixa de altas
fregliéncias, necessitamos que

GU@H(®) <1 pram<Kl ¢ @3>l

Desde que neste problema

: . K
G(jw) = - -
(j®) = TFjaT)1 +joT)
a exigéncia pode ser satisfeita se H(s) for escolhida como sendo

H(s) = ks




porgue
. L gl Kkjw o

S CUBE R = U T — e

Kkjo 0

ImeUaB (e =Im n g =

Portanto. com Hi(s} = ks. o lago interno torna-se ineficiente tanio nas regides de baixas
frequéncias como nas regides de altas frequéncias.

Problema A.10.5 Quando um distirbio age sobre um processo. transcorre um certo intervalo
de tempo antes que gualguer efeito possa ser detectado na saida. Se medirmos o proprio
distirbio (embora isto possa nao ser possivel ou possa ser muito dificil) ao invés da resposta ao
distirbio. entao uma agio corretiva pode ser tomada rapidamente. mais cedo. e podemos
esperar um resultado melhor. A Fig. 10.48 apresenta um diagrama de blocos mostrando a
compensacio direta para o disnirbio.

Discuta as limitagoes do esquema direto do disturbio em geral. Discuta posteriormente
as vantagens e limitagoes do esquema indicado na Fig. 10.48.

Disturoio
"
Gals) :
e )
1
7
G35l

)

G 5] p—ais i Processo ‘—"—E"
4 — __ _}

Fig. 10.48 Sistema de controle com compensacao direts para o distirbio.

Solugdo. Um esquema direto do distirbio ¢ um esquema de malha-aberta e portanto depen-
dente da constincia dos valores dos parametros. Qualguer deriva nestes valores resultara
em uma compensacio imperfeita.

No sistema aqui apresentado, os esquemas de malha-aberia ¢ de malha-fechada estio em
operacao simultaneamente. Os grandes erros. devidos 4 fonte de distirbios principal. podem
ser muito reduzidos pela compensagio em malha-aberta sem exigir um alto ganho de malha.
Erros menores devidos a outras fontes de distiirbio podem ser levados em consideragio pelo
esquema de controle de malha-fechada. Portanto. erros devidos a todas as ongens podem ser
reduzidos sem exigir um alto ganho de malha, Esta ¢ uma vantagem do ponto de visia de
estabilidade.

Note que este esquema nio pode ser usado a menos que o praprio distirbio principal
possa ser medido.

PROBLEMAS

Problema B.10.1 Desenhe os diagramas de Bode da rede em avanco e da rede em atraso
indicadas nas Figs. 10.49(a) e (b). respectivamente.
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Fig. 10.49 (a) Rede em avanco; (b) rede em atraso.

Problema B.10.2 Considere um sistema de controle com realimentagio unitaria cuja fungio
de transferéncia do ramo direto € dada por

K
sSs+ D+ 2)(s 4+ 3)

Gis) =

Determine o valor de K de modo que os polos de malha-fechada dominantes possuam uma
relacdo de amortecimento = 0.5.

Problema B.10.3 Considere um sistema com realimentagio unitaria cuja fungéo de transfe-
réncia do ramo direto € dada por

1
G(S} = :;i

Deseja-se inserir um compensador série de modo que a curva d_e: resposta em fregléncia de
malha-at}_e_rta_seja tangente aocirculoM = 3dbem w = 3rad/s. O sistema estasujeito aruidos de
alta freqiiéncia e, portanto, deseja-se um corie agudo. Projete um compensador serie apro-
priado.

Problema B.10.4 Determine os valores de K, T, e T, do sistema mostrado na Fig. 10.50 de
moda gue os polos dominantes de malha-fechada tenham { = 0.5 ¢ w, = 3 rad/s.

lid Ts+1 | [¢] €

K
E Tas +1 s{s+1)

Fig. 10.50 Sistema de controle.

Problema B.10.5 Considere um sistema de controle com realimentacio unitiria cuja fungdo
de transferéncia do ramo direto ¢ dada por

10

) = =6 +9)
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Projete um compensador tal que o coeficiente de erro de velocidade estatico K, seja igual a
80 s~' e 0s polos dominantes de malha-fechadd estejam localizados em s = —2 = j23/3.

Problema B.10.6 Considere o sistema indicado na Fig, 10.51. Se o distirbio N puder ser
detectado, pode-se passé-lo através de uma fungao de transferéncia G e adiciona-lo ao ramo
direto entre o amplificador e o processo, conforme indicado na Fig. 10.51.

N
63 |
i 6, o _ <L

Fig. 10.51 Sistema de controle.

Para reduzir o efeito deste distiirbio N no erro de regime estacionario, determine uma
fungao de transferéncia G, apropriada. O que limitara a presente abordagem na redugao dos
efeitos deste distirbio?

Problema B.10.7 A'Fig. 10.52 apresenta o diagrama de blocos de um sistema de controle de
taxa de atitude. Projete um compensador G (s) de modo que os polos complexos conjugados
(dominantes) estejam em § = —2 = j2.

7 |
T U T e T ¢
i s+0,ls+4
Servo-hidraulico Aeronave
1 e
=

Girasedpio com taxa de rotagao

Fig. 10.52 Sistema de controle de taxa de atitude.
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Analise de
Sistemas de
Controle nao
Lineares por
Funcao
Descritiva

11.1 INTRODUGAO A SISTEMAS NAO LINEARES

J4 é bem sabido que muitas relagdes entre quantidades fisicas nao sao muito
lineares, embora freqiientemente sejam aproximadas por equagoes lineares, prin-
cipalmente pela simplicidade matematica. Esta simplificagio pode ser satisfatéria
desde que as solugoes resultantes estejam de acordo com os resultados experimen-
tais. Uma das caracteristicas mais importantes de sistemas nao lineares € a depen-
déncia do comportamento da resposta do sistema em relagdo a amplitude e tipo da
entrada. Por exemplo, um sistema nao linear pode-se comportar de forma comple-
tamente diferente em resposta a entradas em degrau de diferentes amplitudes.

Conforme mencionamos ne Cap. 4, os sistemas néo lineares diferem dos
sistemas lineares em que o principio da superposi¢ao nao vale para os nio lineares.
Os sistemas nao lineares apresentam muitos fenémenos que nao podem ser vistos
em sistemas lineares. e ao investigar tais sistemas devemos estar familiarizados
com estes fenomenos.

Nesta secao. iremos apresentar uma breve discussao de vario® dos fenomenos.
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Dependenua freqiéncia-amplitude. Considere a oscilag@o natural ou livre do
sistema mecanico visto na Fig. 11.1, gue consiste em uma massa, um amortecedor
viscoso, ¢ uma mola nio linear. A equagdo diferencial que descreve a dindmica
deste sistema pode ser escrita como

it gt

l\f\/\/\m\;\g=

.l '
1
L |
‘s Mola nac linear ! x| -
1 1}
k'=0
:l Massa 3 .
Fig. 11.1 Sistema mecédnico. =
1
Amortecedor
viscoso
X

- DAAAAAA

slocamento da massa i U V V V

o

x=de

m = massa i

f = coeficiente de atrito viscoso do amortecedor -
kx + k'x®= forga da mola néo linear

Fig. 11.2 Formas de onda de oscilagées naturais do sistema descrito pela Eq. (11.1).

Os parametros m, f e k sdo constantes positivas, enguanto que k' pode ser tanto
positivo como negativo. Se k' é positivo, a mola é chamada uma mola dura (hard
spring); se k' é negativo, mola macia. O grau de néo linearidade do sistema é
caracterizado pela magnitude dek’. Esta equacao diferencial nao linear, Eq. (11.1), : k=0
¢ conhecida como a equagao de Duffing e tem sido freqiientemente discutida no '
campo da mecanica néo linear. A solugio da Eq. (ll.l} representa uma oscilagao 3
amortecida se o sistema € sujeito a condi¢des iniciais nao nulas. Em uma investiga-
¢ao experimental, observa-se que gquando a amplitude decresce, a freqiiéncia da
oscilagao natural ou decresce ou cresce, dependendo sek' > 0 ouk’ < 0, respecti-
vamente. Quandok' = (. afreqiiéncia permanece inalterada quando a amplitude da
oscilagio natural decresce. (Isto corresponde aum sistema linear.) Estas caracteris-
ticas sao vistas na Fig, 11.2, que mostra as formas de onda das oscilages naturais.
A Fig. 11.3 mostra relagio de amplitude-freqliéncia para os trés casos em que k' €
maior, igual, ou menor que zero.
Em um estudo experimental de sistemas nao lineares. a dependéncia 0
amplitude- [requcncxa pode ser facilmente detectada. A dependéncia arnphmde~ Fregaéncia
frcquencta € uma das caracteristicas mais fundamentais de oscﬂag:oes em sistemas
néo lineares. Um grifico da forma visto na Fig. 11.3 revela se uma néo linearidade
estd presente ¢ também indica o grau de nao lineandade.

Amplitude

Fig. 11.3 (.unva.s de amplitude em fungéo da fregiiéncia para osr.-:las;oes naturais para ¢
X sistema descrito pela Eq. (11.1).
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Respostas com miltiplos valores e ressonancias com saltos. Ao se fazer experi-
mentos com oscilacoes forcadas no sistema visto na Fig. 11.1. cuja equagao
diferencial &

mx — fx + kx - k'x* = Pcos ot
onde
P cos or = funcao de excitagao

podemos observar varios fendmenos. tais como respostas com multiplos valores.
ressonancias com saltos e uma variedade de movimentos periodicos (tais como
oscilagdes sub-harménicas e oscilagoes super-harmonicas). Estes fenomenos nao
ocorrem nas respostas de sistemas lineares,

Ao realizar experimentos em que & amplitude P da funcdo de excitagao €
mantida constante, enquanto sua fregiiéncia € variada lentamente e a amplitude X
da resposta observada, podemos obter uma curva de resposta em freqiiéncia
semelhante as vistas nas Figs. 11.4(a) e (b). Suponha que k" = 0 e que a freqiiéncia

eV

(b)

Fig. 11.4 Curvas de resposta em frequéncia mostrando ressonancias com saltos. (a) Sistema
mecanico com mola dura: (b) sistema mecinico com mola macia.
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de entradaw € baixa no comeco no ponto | da curvada Fig. 11.4(a). A medida guea
freqiiéncia € aumentada. a amplitude X’ aumenta at€ que o ponto 2 € alcancado.
Um aumento adicional na freqgiiéncia @ causard um salto do ponto 2 ao ponto 3,
acompanhados de mudancas na amplitude e fase. Este fendmeno é a chamada

_ ressonancia com saltos. Quando a freqiliéncia w € aumentada ainda mais, a ampli-

tude X sepue a curva do ponto 3 em dire¢cao ao ponto 4. Ao se fazer o experimento
no outro sentido. isto é. comegando de uma freqiéncia alta, observamos que
quandow € diminuido. a amplitude X’ cresce devagar passando pelo ponto 3, até que
o ponto 5 € alcancado. Um decréscimo adicional em @ causard um outro salto do
ponto 5 ao ponto 6, acompanhado por mudangas de amplitude e fase. Apos este
salto. a amplitude X' diminui com @ e segue a curva do ponto 6 em dire¢do ao ponto
1. Portanto. as curvas de resposta sao na realidade descontinuas, e um ponto
representativo na curva de resposta segue caminhos diferentes para freqiiéncias
crescentes e decrescentes. As oscilacoes de resposta correspondentes a curva
entre o ponto 2 e o ponto 5 correspondem a oscilagoes instdveis e ndo podem ser
observadas experimentalmente. Saltos semelhantes acontecem no caso de um
sistema com uma mola macia (k' < 0), como visto na Fig. 11.4(b). Portanto vemos
que para uma dada amplitude P da fungao de excitagao, ha uma gama de freqiiéncias
em que pode ocorrer uma das duas oscilagoes estaveis. Deve-se notar que para a
existéncia de ressonancia com saltos é necessario que o termo de amortecimento
seja pequeno e que a amplitude da fungao de excitagio seja suficientemente grande
para levar o sistema para uma regiao de operacao consideravelmente nao linear.

Oscilagoes sub-harménicas. Chamamos de oscilagdes sub-harmanicas as osci-
lagoes nao lineares estaciondrias cujas fregiiéncias sao um inteiro submultiplo da
freqiiéncia de excitagdo. Um exemplo de uma forma de onda em oscilacao sub-
harmonica € visto na Fig. 11.5, juntamente com a forma de onda da entrada. A
geragio de oscilaces sub-harmonicas ¢ dependente de parametros do sistema e de
condicoes iniciais, bem como da amplitude e freqiéncia da funcao de excitagao. A
frase dependéncia de condigoes inicials significa que as oscilagoes sub-harmonicas
nio comegam por si 5o, E necessdrio dar uma espécie de “empurrao’’, por exem-
plo, uma variagao abrupta da amplitude ou fregliéncia da fungéo de excitagio para
iniciar tais oscilagdes. Uma vez que oscilagoes sub-harmdnicas sdo excitadas, elas
podem ser bastante estiveis para certa faixa de freqliéncias. Se a freqliéncia da
fungio de excitagao € mudada para um novo valor. ou as oscilagoes sub-harmonicas
desaparecem ou a freqliéncia da oscilag@o sub-harménica também muda para um
valor que € w/n. onde w € a freqiéncia de excitacdo e n € a ordem da oscilagio
sub-harmonica. (Note que uma oscilagao cuja fregliéncia ¢ a metade daquela da
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Fig. 11.5 Formas de onda de entrada e saida sob oscilagdo sub-harménica,



fyncao de excitagdo pode acontecer em um sistema linear se os parametros do
sistema sao modificados periodicamente com © (€mpo. Um sistema linear conser-
vAtivo pode também apresentar oscilagoes gue S€ parecem com oscilagoes sub-
harmonicas de sistemas nao lineares. mas as oscilagoes em sistemas lineares sao
essencialmente diferentes das oscilagoes sub-harmonicas.)

Oscilacies auto-excitadas ou ciclos limite. Um outro fendémeno que € obser-
yado em certos sistemas nio lineares 6 uma oscilagio auto-excitada ou ciclo limite.
Considere um sistema descrito pela seguinte equagao:

mi — f(l — x*)x + kx=0

onde m, f e k sao grandezas positivas. Esta equagdo ¢ chamada equagdo de Vander
pol. Ela & nao linear no termo de amortecimento. Ao examinar este termo, obser-
Jamos que para pequenos valores de x o amortecimento serd negativo e, na
realidade, adicionard energia ao sistema, enguanto que para valores grandes de x
¢le sera positivo, removendo energia do sistema. Portanto, pode-se esperar que tal
sistema apresente uma oscilagio mantida. Como este nao é um sistema forgado.
¢sta oscilagao é chamada de oscilacao auto-excitada ou ciclo limite, Note que seum
gisiema apresenta apenas um ciclo limite. como no caso do sistema presente, a
amplitude deste ciclo limite néao depende da condigao inicial.

Sincronismo de fregiéncia. Um exemplo de um fenomeno interessanie que
e ser observado em alguns sistemas nao lineares € o sincronismo de fregiiéncia.
Se uma forga periédica de freqliéncia o ¢ aplicada ao sistema capaz de apresentar
um ciclo limite de freqiiéncia w,, 0 fenomeno bem conhecido de batimento &
phservado. Quando a diferenga entre as duas fregiiéncias decresce. a freqliénciado
batimento também decresce, Em um sistema linear se determina. tanto experimern-
tal quanto teoricamente, que a freqliéncia de batimento decresce indefinidamente
quando w tende @ w,. Entretanto, em um sistema nao linear auto-excitado se
determina experimentalmente que & fregiiéncia w, do ciclo limite entra em sincro-
nismo. ou é sincronizada. pela freqiéncia de excitagdow dentro de uma certa faixa
de fregiiéncias. Este fenomeno € normalmente chamado de sincronismo de fre-
giiencia. ¢ a banda de freqiiéncia em que 0 sincronismo ocorre € chamada zona de
sincronismo.
A Fig. 11.6 mostra a relagao entre lw — wg e w. Para um sistema linear, a

relagio entre |w — wql € w seguina as linhas tracejadas e (o — @ Seria zero apenas

|"’“"oi1

0 g

Fig. 11.6 Curvade|w — wy em fungiodew mostrandoaregidodessi neronismo de freqiiéncia.
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para um valor de @; @ = @o. Para um sistema nao linear auto-excitado, ocorre 0
sincronismo de fregiiéncia, € na zona de sincronismo, que ¢ indicada pela regiao Aw
na Fig. 11.6, as freqiéncias @ €&, ¢ tornam iguais e existe apenas uma fregiiéncia
. Tal sincronismo de fregiiéncia € observado naresposta de fregiiéncia de sistemas
ndo lineares que apresentam ciclos-limite.

fregiiéncia w, € possivel suprimir a oscilagao de ciclo limite forcando o sislema a
uma fregiéncia w;. onde w, e w, nao sdo relacionadas uma com a outra. Este
_ fenomeno € chamado de supressdo assincrona. ou estabilizagdo de sinal.

fenomenos nao lineares nao mencionados aqui. ocorre em sistemas lineares. Estes
fenémenos nao podem ser explicados pela teoria linear; para explica-los. devemos
resolver as equagoes diferenciais nédo lineares que descrevem adinamicado sistema
em forma analitica ou grifica.

Supressio assinCrona. Em um sistema nao linear que exibe um ciclo limite de

Comentdrio. Nenhum dos fenémenos mencionados acima, bem como outros

11.2 SISTEMAS DE CONTROLE NAO LINEARES

Muitos tipos diferentes de nao linearidades podem ser achados em sistemas de
controle reais e divididos em duas classes, dependendo de serem inerentes ao
sistema ou inseridos propositadamente no sistema.

A seguir, primeiro discutiremos nao linearidades inerentes, e entdo as nao
linearidades intencionais. Finalmente discutiremos abordagens a andlise e projeto

de sistemas de controle néo lineares.

Nao linearidades inerentes. As nao linearidades inerentes sao inevitdveis em
sistemas de controle. Exemplos de tais nio linearidades sao

e ;
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saturagao

. zona morta (
histerese (
. folga (hacklash)

. atrito estatico, atrito de Coulomb, e outros atritos nao lineares (
. mola nao linear

. compressibilidade de fluido (

s e e L b

De uma forma geral , a presencade tais ndo linearidades no sistemade controle (
afeta prejudicialmente o desempenho do sistema. Por exemplo, a folga pode causar
instabilidade no sistema, ¢ a zona morta pode causar ermo estacionano. (

Nao linearidades intencionais. Alguns elementos nao lineares sao intencional- (

mente introduzidos em um sistema para melhorar o desempenhe do sistema ou
simplificar a construgao deste, ou ambos. Um sistema nao linear adequadamente
projetado para uma certa fungdo geralmente € superior do ponto de vista econo- (
mico, de peso, espago, e confiabilidade quando comparado com sistemas lineares
projetados para a mesma fungio. O exemplo mais simples de um sisterna nao linear (
intencional é um sistema operado convenientemente a relé. Outros exemplos
podem ser achados em sistemas de controle Stimo que fregiientemente empregam
controladores nio lineares complicados. (Para uma discussdo de sistemas de con- (
wrole 6timo, referir-se ao Cap. 16.) Deve-se notar que embora elementos nao
lineares intencionais possam melhorar o desempenho do sistema sob certas condl-(
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coes especificadas de operagio, em geral eles degradarao o desempenhodo sistema
sob outras condicoes de operagao.

Efeito de nio linearidades inerentes na precisao estdtica. Uma caracteristica de
sistemas de controle é que a poténcia € transmitida através do ramo direto. en-
quanto que a precisio estatica do sistema ¢ determinada pelos elementos no ramo
de realimentacio. Portanto, o dispositivo de medida determina o limite superior na
precisio estatica: a precisio estatica nao pode ser melhor que a precisao desle
dispositivo de medida. Portanto. quaisquer nio linearidades inerentes nos elemen-
tos de realimentagio devem ser minimizadas.

Se os elementos de realimentagio sofrem os efeitos de atrito, folga etc..entao e
desejivel aplicar o sinal de erro em um dispositivo de integracao. porgue o sistema
ndo pode detectar um erro muitc pequeno, @ Menos que O €rro pequeno seja
integrado continuamente, tornando a amplitude grande suficiente para ser detec-
tada.

Abordagens usadas na andlise e projeto de sistemas de controle naolineares. Nao
ha um método geral para se lidar com todos os sistemas nao lineares porque as
equagdes diferenciais nao lineares praticamente nao permitem um método geral de
estudo. (Solugoes exatas podem ser achadas apenas para certas equagoc- diferen-
ciais ndo lineares simples. Para muitas das equagoes diferenciais néo lincaies de
importancia pritica, sdo possiveis apenas solucdes aproximadas, e estas sulugoes
se aplicam somente sob as condigdes limitadas em que foram obtidas.) Como nao ha
um método geral, podemos tomar cada equacéo nao linear. ou grupo de equacoes
similares. individualmente e tentar desenvolver um métode de andlise que se
aplicard satisfatoriamente para aquele grupo particular. (Note que embora se possa
fazer uma quantidade muito pequena de generalizagoes dentro do grupo de equa-
cdes similares. € impossivel uma generalizagao ampla de uma solugao particular.)

Uma maneira de se analisar e projetar um grupo particular de sistemas de
controle ndo lineares. em que o grau da néo linearidade € pequeno, € usar técnicas
de linearizagao equivalente e resolver o problema linearizado obtido. O método da
fungdo descritiva a ser discutido neste capitulo ¢ um dos metodos de linearizagao
equivalente. Em muitos casos particulare<. estamos primordialmente interessados
na estabilidade de sistemas de controle nao lineares. e solugdes analiticas de
equacoes diferenciais no lineares podem néo ser necessarias. (O estabelecimento
de critérios de estabilidade é muito mais facil do que 4 obtencéo de solugoes
analiticas.) O método da funcdo descritiva nos permite estudar a estabilidade de
muitos sistemas de controle nao lineares simples do ponto de vista do dominio da
freqiéncia.

O método da fungio descritiva fornece informagao sobre a estabilidade para
um sistema de qualquer ordem, mas nao da informagao exata sobre as caracteristi-
cas de resposta temporal.

Outras formas de analisar e projetar sistemas de controle ndo lineares, que
podem ser altamente néo lineares, incluem a atual solugao das equagoes diferen-
ciais ndo lineares ou simplificacoes destas por meio de técnica do plano de fase ou
aplicando técnicas baseadas no segundo métode de Liapunov. (Para discussoes
sobre 0 método do plano de fase e do segundo método de Liapunov, referir-se aos
Caps. 12 e 15, respectivamente.)

0 método do plano de fase fornece informagao tanto sobre estabilidade quando
comportamento de resposta temporal, mas € limitado a sistemas de primeira e
segunda-ordem.

0 segundo métodode Liapunov pode ser aplicado na andlise de estabilidade de
qualquer sistema nao linear, mas sua aplicacio pode ser prejudicada devido a
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dificuldade de se achar fungoes de Liapunov para sistemas nao lineares complica-
dos. (Para funcoes de Liapunov, vide Cap. 15.)

Solugoes em computador de problemas nao lineares. Computadores modernos
levaram a métodos novos de se estudar problemas ndo lineares. Técnicas de
simulagio em computadores pelo uso de computadores analogicos efou digitais sdo
muito poderosas para analisar e projetar sistemas de controle néo lineares. Agoraé
possivel estudar sistemas n@o lineares bastante complicados através do uso de
computadores em um espaco de tempo pegueno. Quando a complexidade de um
sistema nao permite o uso da abordagem analitica. as simulagdes em computadores
podem ser muito vantajosas para se obter a informacio necessana para fins de
projeto. =

Comentdrio. E importante lembrar que embora a predi¢ao do comportamento
de sistemas ndo lineares. seja normalmente dificil, ao se projetar um sistema de
controle nao devemos tentar forgar o sistema a ser o mais linear possivel, porque &
exigéncia de linearidade do sistema pode levar ao projeto de um sistema caro e
menos desejavel do que um sistema nao linear adequadamente projetado.

11.3 FUNCOES DESCRITIVAS

~ Esta secao apresenta representacoes de fungao descritiva de elementos nao
lineares comumente encontrados.

Funcées descritivas. Suponha que a entrada para um elemento nao linear ¢
senoidal. A saida do elemento nao linear €, em geral, ndo senoidal. Suponha que a
safda ¢ peridica com o mesmo periodo que a entrada. (A saida contém harmonicas
superiores. em adigio 4 componente harmanica fundamental.)

Na andlise por fungao descritiva. supomos gue apenas a componente harmo-
nica fundamental da saida ¢ significativa. Tal suposigo ¢ freqientemente vilida
uma vez que harménicas superiores na saida de um elemento nao linear sao
freqiientemente de menor amplitude do que a amplitude da componente de harmé-
nica fundamental. Além disso. a maioria de sistemas de controle sao filtros passa-
baixas. com o resultado de que as harmonicas superiores sio muito atenuadas
quando comparadas com a componente harmonica fundamental.

A funcio descritiva ou funcao descritiva senoidal de um elemento nio linear é
definida como a relagio complexa entre a componente harménica fundamental da
saida ¢ a amplitude da entrada. Isto €.

N=%,@

onde

N = fungao descritiva

X = amplitude da senéide de entrada

Y, = amplitude da componente harmonica fundamental da saida
&, = defasagem da componente harmonica fundamental da saida

Se nio ha elemento de armazenamento de energia incluido no elemento nao
linear. entaa N é uma fungao apenas da amplitude da entrada para o elemento. Por
outro lado. se elementos armazenadores de energia sao incluidos, entao N € uma
fungdo tanto da amplitude como da freqliéncia da entrada. .

Ao se calcular a fungdo descritiva para um dado elemento nao linear. necessi-
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tamos achar a componente harménica fundamental da saida. Para a entrada senoi- Se a ndo linearidade € simétrica, entdo Ao= 0. A componente da harménica
dal x(1) = X sen wt para o elemento ndo linear, a saida y(f) pode ser expressa como ( fundamental da saida é
uma série de Fourier como segue:

¥i() = A, cos wt + B, senwf

H0) = Ay + 3 (4, cos noot + B, sennax) = Ao + 3 ¥, sen (naot + ¢,) = Y, sen(wi + ¢,)

A fungdo descritiva é entao dada por

onde
& Z F

L o - i ¢ S i v

A, = = J- (1) cos nwt d(wr) 1
L -

1 2= Claramente, N é uma grandeza complexa quando ¢, € nio nula.
Bi— _[ ¥(t) sen noxt d(er) A Tabela 11.1 mostra trés ndo linearidades e suas funcdes descritivas. (Na

R Tabela 11.1, k., k, € k indicam as inclinagées das linhas.) Calculos ilustrativos das
Y. =A% | B? fungdes descritivas de néo linearidades comumente encontradas sao dados a seguir.
¢, = tan~! (gg) Nio linearidade tipo liga-desliga (on-off). A nio linearidade tipo liga-desliga é

muitas vezes chamada de uma nao linearidade de duas posigoes. Considere um
elemento tipo liga-desliga cuja curva caracteristica entrada-saida é vista na Fig.
11.7(a). A saida deste elemento é ou uma constante positiva ou uma constante
ok s e : = oo i ig. 11.7(b) mostra as formas de onda da entrada e da saida.
Tabela 11. T : e _ negativa, e a Fig. 11 t orl ! T
Elt r8s 630 lineandades & Suas filngGes deseritivas Vamos obter uma expansao em série de Fourier da saida y(1) de tal elemento.

i z W) = A4, + E (A, cos nwt + B, sennwi)
2 Rl |

ky

-
>
=
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+
n
E
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-
L
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]
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2 x(t) = X senwt

-— 3 —
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H |8
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t

>
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. ‘," L
i mX x2 \"&“y,(r) = Yysenwl
5 . (@ (b)

Fig. 11.7 (a) Curvada caracteristica de entrada-saida para a nao linearidade tipo liga-desliga;
] (b) formas de onda de entrada e saida para a nao linearidade tipo liga-desliga.
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Como visto na Fig. 11.7(b), a saida € uma funcao impar. Para uma fungao impar.
temos A, = 0 (n = 0. 1. 2....). Portanto.

y(t) = i B, sennwt
n=1

A componente harmonica fundamental de v(i) €
y,(1) = B, senwt =Y, sen &
onde

Y= % jlﬂﬂ y(r) sen wt d(wi) = -i— [:y{:j sen ! d(wt)

Substituindo y(7) = M nesta ultima equagao. resulta

Y, = M [ senword(on) = =
]

Portanto,

vl = %{ sen !

A funcio descritiva N € entao dada por

o Yo e WM
A_T‘@‘_TEX

Claramente. a fungéo descritiva de um elemento tipo liga-desliga € uma grandeza
real e uma fungao apenas da amplitude de entrada X. Um grafico desta fungae
descritiva em fungao de M/X € visto na Fig. 11.8.

Nio linearidade tipo liga-desliga com histerese. Considere um elemento tipo
liga-desliga com histerese cuja curva caracteristica de entrada-saida é vista na Fig.
11.9(a). As formas de onda da entrada e saida sao vistas na Fig. 11.9(b). Clara-
mente. a saida é uma onda quadrada. mas esti atrasada em relacéo a entrada por
wl, = sen~*(h/X). Portanto a fungao descritiva para este elemento nao linear €

£ conveniente fazer um grifico de

=g [ (%)

em fungao de A/X ao invés de N em funcio de h/X porque AN/M é uma fungao

apenas de h/X. Um grifico de hN/M em fungao de hIX é visto na Fig. 11.10.
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Fig. 11.9 (a) Curvada caracteristica de entrada-saida para a nio linearidade tipo liga-desliga
com histerese:, (b) formas de onda-de entrada e saida para a nuo linearidade tipo liga-desliga
com histerese.
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(1

Fig. 11.10 Fung¢ao descritiva para a nao linearidade upo liga-desliga com histerese.

Nio linearidade tipo zona morta. A nio linearidade tipo zona morta € as vezes
chamada de nao linearidade de limiar. Uma curva caracteristica de entrada-saida e
vista na Fig. 11.11(a). A Fig. 11.11(b) mostra as formas de onda da entrada e da
saida. Em um elemento de zona morta. nao hd saida para entradas dentro das

amplitudes de zona monta.
Para o elemento com zona morta visto na Fig. 11.11(a). a saiday(r) para 0 < w?

< 7 € dada por
y)=20 para 0 < t < 1,
= k(Xsenwt — A) para f,<r<%—‘ll

=0 pa.raf—:,<r<:~n—
@ w

Como a saiday(f) € novamente uma fungao impar, sua expansao em sériede Fourier
tem apenas elementos senoidais. A componente harménica fundamental da saida é

dada por

() =Y, senoot
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Fig. 11.11 {a) Curva caracleristica de entrada-saida para a nao _iinearidadu: tipo zona morta;
(b) formas de onda da entrada e saida para a nao linearidade tipo zona morta.
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onde

Y | s deor)
= ;L y(r) senwt d(wt)
- 4 [nid
== j.n (1) sen ot d(wr)
= '-a-z (X senwi — A) senw! d(wr)
g .
Note que

A = X senmf,

ou
o, v (3)
Portanto,
Y, = i‘j;_kU: sen® @t dwt) — sen i, K:-sfn w! d(ﬂ?f)}

22 ()4 B

A funcio descritiva para um elemento com zona morta pode ser obtida como

I A s L B ol AN
N—?‘@_-—k E-Ls.en‘j;-v-yl\:l (X)_l

A Fig. 11.12 mostra um grafico de Nfk em fungéo de A/X. Note que para
(A/X) > 1 a saida é nula, assim como o valor da fungao descritiva.

Nio linearidade tipo saturacdo. Uma curva caracteristica da entrada-saida
para a nao linearidade tipo saturagao € vista na Fig. 11.13(a). Para sinais de entrada
pequenos, a saida de um elemento de saturagao € proporcional a entrada. Para
sinais de entrada maiores a saida nio aumentard proporcionalmente, e, finalmente,
para sinais de entrada muito grandes a saida ¢ constante. A Fig. 11.13(b) mostra as
formas de onda da entrada e da saida para a nao linearidade tipo saturagao.

A fungio descritiva para um tal elemento pode ser obtida como

b Z_k[ i S) s Sy
V=2 (3)+ 341 - (3)]
A Fig. 11.14 mostra um grifico de N/k em fungaode S/X. Para(5/X) > 1.0 valor da
fungio descritiva € unitario.
Observe que a fungdo descritiva para a nao linearidade tipo zona morta e

aguela para a nao linearidade tipo saturagao sio relacionadas como segue:

N ona moria = K — Nsawragao para A =S
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Fig. 11.12 Fungao descritiva para a nao linearidade tipo zona morta.

x[t)= X sen ywf

Saida *
Inclinagao = k
=2 ; o
S Entrada
1 -
}"1( t] = Yq&@ﬂwr
(a) (b}

Fig. 11.13 (a) Curvade caractenistica entrada-saida para a ndo linearidade tipo saturagio: (b)
formas de onda da entrada e saida para a ndo lineanidade tipo saturacao.
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Fig. 11.14 Fungdo descritiva para a nao linearidade tipo saturagao.

11.4 ANALISE DE SISTEMAS DE CONTROLE NAO LINEARES
ATRAVES DA FUNCAO DESCRITIVA

Muitos sistemas de controle contendo elementos ndo lineares podem ser
representados pelo diagrama de blocos visto na Fig. 1 1.15. Se as harmdnicas
superiores geradas pelo elemento nao linear sao suficientemente atenuadas pelos
elementos lineares de tal forma que apenas a componente harmonica fundamental
dd saida fio elemento nao linear ¢ significativa, entao a estabilidade do sistema pode
ser prevista por uma anilise por fungao descritiva.

_ Andlise por fungao descritiva. Primeiro discutiremos como as fungoes descri-
tivas de elementos nio lineares podem ser usadas na andlise de estabilidade de
sistema de controle ndo lineares. Mostraremos que se existe uma oscilagao mantida
na saida do sistema, entdo a amplitude ¢ a freqliéncia da oscilagao podem ser
determinadas por um estudo grafico no dominio da frequéncia.

r
£ Elemento Elementos g
nao linear lineares -

Fig. 11.15 Sistema de controle nao linear.
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Fig. 11.16 Sistema de controle nao linear.

Considere o sistema visto na Fig. 11. 16. O bloco N indica a fungdo descritiva
do elemento nao linear. Se as harménicas de ordem superior sdo suficientemente
atenuadas, a fungdo descritiva N pode ser tratada como um ganho de varidvel real
ou complexa, Entao a resposta em freqiiéncia de malha-fechada se torna

C(jw) _ _NG(jw)
R(jo) 1+ NG(jo)

A equagdo caracteristica é
1 + NG(jw) =0
ou
Gjw) = —% (11.2)

Se a Eq. (11.2) é satisfeita, entao a saida do sistema _exibiré. um ciclo limite. Esta
de a0 caso em que O lugar geométrico de G(jw) passa pelo ponto

situagao corTespon ]
critico. (Naandlise convencional de resposta em freqiiéncia de sistemas de controle

lineares. 0 ponto critico € o ponto -1 +j0.)

Na andlise de fungdo descritiva, a analise convencional da resposta em fre-
giiéncia € modificada de tal forma gue todo o lugar geométrico — 1/N se torna
o lugar geométrico de pontos criticos. Portanto, a posigao relativa dos lugares
geométricos de — 1/N e de Gljw) provera a informacao de estabilidade.

Para determinar a estabilidade do sistema, fazemos um grafico dos lugares
geométricos de — 1/N e de G(jw). Napresente andlise, supomos que a parte linear do
sistema ¢ de minima fase ou que todos os polos e Zeros de G(s) estido no semiplano
esquerdo do planos, incluindo o eixojo. O critério para estabilidade é que se o lugar
geométrico de — 1/N nao ¢ interceptado pelo lugar geométrico de G(jw), entao o
sistema & estdvel, ou ndo hd ciclo limite em regime estaciondrio.

Por outro lado, se o lugar geométrico de — /N ¢ interceptado pelo lugar
geométrica de G(jw), entao 0 sistema é instavel, e a saida do sistema, guando sujeita
a qualquer perturbagao, crescera até que haja danificagio ou que se atinja um valor
limite determinado por um obsticulo mecanico ou outro dispositivo de seguranca.

Se os lugares geométricos de — 1/N e de G(jw) se interceptam, entao a saidado
sistema pode apresentar uma oscilagio mantida, ou um ciclo limite. Tal oscilagéo
mantida nao € senoidal, mas pode ser aproximada por uma sendide. A oscilagao
mantida é caracterizada pelo valor de X no lugar geométrico de — 1/N e o valordew
na intersecgao do lugar geométrico de G(jo).

Em geral, um sistema de controle nao deve apresentar comportamento de ciclo

limite. embora um ciclo limite de amplitude pequena possa Set aceitavel em certas

aplicagoes.
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Estabilidade de oscilagbes mantidas, ou dclos limite. A estabilidade de um ciclo
limite pode ser prevista como segue: Considere o sistema visto na Fig. 11.17.
Suponha que o ponto A NO lugar geoméltrico de — 1/N corresponde a um baixo valor
de X . onde X ¢ a amplitude do sinal de entrada senoidal no elemento nao linear. e
que 0 ponto B no lugar geométrico de — 1/N corresponde aum valor grande de X. O
valor de X no lugar geométricode — 1/N aumenta na diregio do pontoA ac pontoB.

Vamos supor que O sistema esla sendo operado no pento A. A oscilagao tem
amplimde X, e freqliéncia w 4. determinados a partir dos lugares geomeétricos de
—1/N e de G{jw). Tes pectivamente. Suponha que uma leve perturbacao ¢ dada ao
sistema. sendo operado no ponto A de tal forma que a amplitude da entrada ao
elemento nao linear € levemente aumentada. ( Por exemplo. suponha gue o ponto de
operagao se move do ponto A a0 ponto C no lugar geométrico de —1/N.) Entao 0
ponto de operacao C corresponde ao ponto critico ou ao ponto — 1 + j0 no plano
complexo para sistemas de controle lineares. Portanto, como visto na Fig. 11.17. 0
lugar geométrico de G{jw) circunda o ponto C no significado de Nygquist. Como isto
é semelhante ao caso em que O lugar geométrico de malha-aberta de um sistema
linear circunda o ponte =1 +j0. a amplitude aumentara e 0 ponto de operagao se
move em direcao ao pento B.

Em seguida suponha que uma pequena perturbagio diminui a am plitude da
entrada senoidal ao elemento nao linear. Suponha que o ponto de operagao é
movido do ponto A ao ponto D no lugar geométrico de —1/N. O ponto D entao
corresponde ao ponto critico. Neste caso, o lugar geométrico de G(jw) nao ci rcunda
o ponto critico €, portanto. & amplitude da entradado elemento nao linear diminui, e

=

Gl jw)

av

Fig, 11.17 Andlise de estabilidade de operacoes de ciclo limite de sistema de controle nao
linear.
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0 ponto de operagao se move além do ponto D para a esquerda. Portanto, o ponto A
possui caracteristicas divergentes e corresponde a um ciclo limite instavel.

Considere a Seguir o caso em gue uma pequena perturbacao é dada ao sisiema
operandonoponto B. Suponha que o ponto de operagao é movido para o ponto E no
lugar geométrico de — 1/N. Entao. neste caso, o lugar geométrico de G(jw) nao
circunda o ponto critico (ponto E). A am plitude da sendide de entrada do elemento
nao linear decresce, € © ponto de operagao se move em direc¢do ao ponto B.

De forma similar. suponha que uma pequena perturbagdo faz com que o ponto
de operagao do sistema se movado pontoB ao ponto F. Entao o lugar geométricode
Gijw) circundard o ponto critico (ponto F). Portanto, a amplitude da oscilagao
crescera. ¢ 0 ponto de operagao se move do ponto F em diregdo ao ponto B. Desta
forma. o ponto B possui caracteristicas convergentes, € a Operagao do sistema no
ponto B ¢é estavel: em outras palavras. 0 ciclo limite neste ponto € estavel.

Para o sistema visto na Fig. 11.17, o ciclo limite estavel correspondendo ao
ponto B pode ser abservado experimentalmente. mas nao o ciclo limite instavel que
corresponde ao ponto A.

Precisao da andlise por fungio descritiva. Observe que 4 amplitude e fregiiéncia
do ciclo limite indicado pela interseccao dos lugares geométricos de —1/N e G(jw)
sio valores aproximados.

Se os lugares geométricos de —1/N e G(jw) se interceptam quase perpendicu-
larmente, entdo a precisao da analise por fungao descritiva é geralmente boa. (Se as
harmonicas de ordem superior sao todas atenuadas, a precisio é excelente. Caso
contrario a precisao ¢ boa a razoavel.)

Se o lugar geométrico de G(jw) € tangenie, ou quase tangente ao lugar geomeé-
trico de — 1/N, entdo a precisao da informagao obtida da anilise por fungao descri-
tiva depende de quao bem ird G(jw) atenuar as harmonicas de ordem superior. Em
alguns casos, ha uma oscilagao mantida. em outros casos, ndo ha tais oscilagoes.
Este fato depende da natureza de G(juw). Entretanto, pode-se dizer que o sistema
gstd a ponto de apresentar um ciclo limite quando os lugares geometricos de — IINe
de Gljw) sao tangentes entre si.

Exemplo 11.1 A Fig. 11.18 mostra um sistema de controle com uma nao linearidade tipo
saturacdo. Supomos que Gfs) € uma funcao de transferéncia de minima fase. A Fig. 11.19
meostra um grafico dos lugares geomeétricos de — 1N & Gljw). O lugar geométrico de —1/N
comega no ponto — | no eixo real negativo e se estende até —=. Claramente N € uma fungao
apenas da amplitude do sinal de entrada x(1) = X sen wi. O lugar geométrico de G(jw) € uma
fungao apenas de w,

A Fig. 11.19 mostra que os dois lugares geométricos se interceptam. Esta interseccao
corresponde a um ciclo limite estavel. A amplitude dociclo limite é lida do lugar geométricode
— 1IN como sendo X = X, A freqiiéncia do ciclo limite ¢ lida do lugar geométrico de Gljw)

como sendow = .
1
% = G(s) 7=
1

Fig. 11.18 Sistema de controle com nio linearidade tipo saturagao.
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Fig. 11.19 Grifico de — 1/N e G(jw) para andlise de estabilidade.

Na auséncia de qualquer entrada de referéncia. a saida deste sistema em regime estacio-
nirio apresenta uma oscila¢do mantida com amplitude igual a X, e freqiéncia igual a w,.

Se o ganho da funcgdo de transferéncia G(s) € diminuido de tal forma que os lugares
geométricos de — 1/N e G{jw) ndo se interceptem. como visto na Fig. 11.20, entdo o sistema se
torna estavel, e quaisquer oscilagdes gue possam ocorrer na saida do sistema como resultado
de perturbacoes se extinguirdo e nao haverd oscilagée s mantidas em regme estacionano. Isto
acontece porque o lugar geométrico de — 1/ estd a esquerda do lugar geométncode Gijw). ou
o lugar geométrico de G{jw) nao intercepta o lugar geomeétrico de — 1[N,

Imy

W :
N
—1 L. |

DX X=0 o Re

Gljwk

Fig. 11.20 Grifico de —1/N e G(jw) para anidlise de estabilidade.

Exempio 11.2 A Fig. 11.2]1 mostra um grifico do lugar peométrico de — IN para a nido
lingaridade tipo zona morta bem como o lugar geométnco de G(jw). Neste sistema. os lugares
geométricos de — 1/N e G(jw) se interceptam. O ciclo limile neste caso€ instavel. A oscilagao
ou se extingue ou aumenta de amplitude indefinidamente. Isto indicauma situagao indesejavel
e deve ser evitada.
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Fig. 11.21 Grifico de —1/N e G(jw) para andlise de estabilidade.

Exemplo 11.3 Considere o sistema visto na Fig. 11.22. Determine o efeito de histerese na
amplitude e freqliéncia da operagdo de ciclo limite do sistema.

Os lugares geométricos de — 1/N para trés diferentes valoresde h -k = 0,1,0,2 0.3, sio
vistos na Fig. 11.23, juntamente com o lugar geométrico de G{jw). Os lugares geométricos de
— 1N sao retas paralelas ao eixo real. Os valores de N sdo obtidos a partir da Fig, 11.10,

Da Fig. 11.23. pode-se ver que as amplitudes e freqiiéncias dos ciclos limite sao

X==027, w=17 se h =0,1
X =042, w=359 seh=02
X=057, w=351 seh=03

A inspegdo destes valores mostra que aumentando a largura da histerese se diminui a
fregiiéncia mas se aumenta a amplitude do ciclo limite, como esperado.

N G

1
r X ¥ L £

10
(o‘4s+n(as+.nr "4

-1
=4
Y

Fig. 11.22 Sistema de controle ndo linear.

11.5 COMENTARIOS CONCLUSIVOS

A analise por fungio descritiva € uma extensao de técnicas lincares ao estudo
de sistemas nao lineares. Portanto. aplicagdes tipicas sao para sistemas com um
baixo grau de nao linearidade. O uso da fungdo descritiva na andlise de sistemas nao
lineares de grau elevado pode levar a resultados muito errados: 1st0 limita a
aplicabilidade da funcio descritiva para a andlise ¢ projeto de sistemas nao lineares
de baixo grau.
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Para concluir este capituio. resumiremos 0 metodo dafunclo descritiva para a

analise € projelo de sistemas de controle niac lineares.

1. O mélodo da fungdo descritiva € um método aproximado para determinar
a estahilidade de sistemas de controle ndo lincares n&o excitados. Ao aplicar
este método. deve-se ler em menie as suposighes basicas e limitagbes.
Emborz muitos sistemas de controle na pratica satisfagam as suposigies
basicas do método de fungio descritiva. ha alguns sistemas gue 5do o fazem.
Portanto. sempre € necessarioexaminara vafidade dométodo em cada caso.

2. Naandlise por fungo aescritiva. a natureza da nao linearidade presente
no sistema determina a complexidade da andlise. Em outras palavras. 0%
eiementos lineares de quaiquer ordem nac afetam a complexidade. Uma
vaniagem deste mélodo€ quca analise ndo € essencialmente mais complicada
para sistemas com dindmica complexa nas suas partes lineares. & precisio da
andlise ¢ melhor para sisiemas de ordem alta do que de ordem baixa porque
sistemas de ordem elevada em geral 1ém melhores caracteristicas de filtragem

passa-baixas.

3. Embora o método da fungdo descritiva seja bastante 4itil na predicdo da
estabilidade de sistemas ndo forgados. ele fornece pouca informagéo sobre

caracterisficas de resposiz transitonia.

4. O método da funcio descritiva é convenienle para sef aplicado a proble-
mas de projeto. O usode fungOes descrilivas nos permite aplicar métodos de
resposta em freqiiéncia para o reajuste ou modificaggodo lugar geométricode
Gljw). A andlise por fungéo descritiva € particularmente il quando ¢ proje-
tista quer ler uma idéia a grosse modo dos efeitos de certas pao linearidades
ou dos efeitos da modificacio de componentes lineares ou ndo lineares na

maiha de controle. A anaise fornece informagéo grafica sobre a estabilidade

e sugere maneiras de melhorar as caracteristicas de resposta. €aso necessa-
tio. Quande o lugar geométrico de — 1N e de Gijw} sao colocados em um
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Fig. 11.23 Grifico de — 1N € G para © sistema visle na Fig. 11.22.
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grafico do plano complexo. 0 desempenho do sistema pode ser estimado
rapidamente a partir do grifico. Se quaisquer meihoramentos de desempenho
sao necessarios. eies podem sey consepuidos modificando-se os lugares geo-
métricos. Esta modificagdo dos lugares geomelricos sugere o tipo de uma
rede de compensagdo adequada. (Projetos através da funcho descritiva
podem sugerir certo ugar geométrico de ~ I/N . em particular. ao invés de
sugerir a modificagao do iugar geométrico de Gljw). Entretanto. a realizagio
fisca de um elemento nao linear com uma funcao descritiva especificada
pode ser dificil.) E interessante notar gue embora 0 método da funcao
descritiva nos permita predizer ciclos-limite com boa precisio em lermos de
engenharia. em problemas de projeto o métedo é usado como um critério
negativo. em que parametros do sisterma sao ajustados até gue condigoes de
ciclo fimite sejum eliminadas e garantida uma estahilidade relativa adequada.
5. U sistema fisico pode possuir dois ou mais elementos nao lineares.
Quando apenas um elemento n&o linear se torna significativo para uma
particutar condicio de operacdo. os efeitos dos outros elementos nao ineares
podem ser desprezados naa ilise. Por exemplo. se o sistema apresenta tanto
ndo linearidade para baixos sinais como néao inearidades para sinais grandes.
¢ primeiro pode ser desprezado guando a amplitude do sinal & grande e
vice-versa. £ importante manter em mente guea fungdo descritiva de duas
ndo linearidades em série €, em geral diferente do produto das fungdes
descritivas individuais. Portanto, se dois ou mais elementos ndo lineares, que
n&0 sao separados entre si por filtros passa-baixas efetivos. se tornam simul-
taseamente significativos sob certas condiges de operagio, eles podem ser
combinados em um bloco, € a fungac descritiva equivalente deste bloco pode
ser determinada. Neste caso. a fungao descritiva pode-se tornar tanto depen-
dente da amplitude como da fregiléncia.

6. Naandlise por fungio descritiva usual. supbe-se quea entrada para a nao
linearidade é senoidal, mas esta hipdtese pode ser estendida. A entradaparaa
nio jinearidade pode ser um sinal senoidal, somado com wm sinal adicional,
embora esta complicacio adicional possa tornara analise muito magante. As
fungdes descritivas que correspondem a esle caso s&0 chamadas de fungbes
descritivas de entradas duais.

7. Emalguns casos a analise de estabilidade de sistemas de controie pode ser
de interesse primordial, mas em oulros Casos pode-se desejar uma resposta
btima (em certo sentido). Problemas de projeto otimo podem envolver a
determinacao de um controfador néo finear { out computador) a ser inseridono
sistema. O desempenho do sistemanae linear depende bastante dos sinais de
entrada. Esto significa que so necessdrias descriges precisas da entradaeda
saida desejada. Em virtude da pequena corTelagio entre a resposia ein
fregiiéncia e a resposla temporal de sistemas nao lineares, o mélodo da
funcio descritiva deixa de ser dtil no projeto de sistemas de controle HGMOS
com entradas aperiddicas. (Sistemas de controle dtimos com entradas ape-
riddicas sdo discutidos no Cap. 16.)

PROBLEMAS ILUSTRATIVOSE SoLucHEs

Probems A.11.1 A Fig. 11.24a)} € um diagrama esquemnztico de um sistema de controle de
njvel de liquido. O movimenio da bia posiciona a chave elétrica de mercuric que energiza o
desenergiza a valvila eléttica operada por solendide. Quando a véalvitla estd aberta. entra
fiquido no tangue. A agio de controle é liga-destiga com histerese. A curva da 1axa de infiuxo
em fungdo do erro é vistana Fig. H 24(b). (A Jargura da histerese 2k ¢ chamada de abertura
{gapy diferencial}

627



(a

Taxa de |
influxe

0 Erro

{b)

Fig. 11.24 (a) Sistema de controle de nivel de liquido; (b) curva da taxa de influxo em funcio
do erro para o controlador.

Facaum grifico da altura doliquido em fungao dotempo em operagio estaciondria sob as
seguintes condigoes:
| A taxa de subida na altura do liquido quando a vdlvula de influxo estd aberta ¢
consideravelmente menor que a taxa de descida na altura do liquido quando a vélvula
estd fechada.
7. A taxa de subida na altura do liquido quando a vélvula de influxo estd aberta €
consideravelmente maiordo que a taxa de descida na alturado liquido quandoa vialvula
estd fechada.

Solugdo. Suponhaque o nivel doliquido estd baixando e que a vdlvula de influxo estd fechada.
Quando o nivel atinge o nivel AA " na Fig. 11.24(a), 0 limite inferior da abertura diferencial, os
contatos da chave de mercirio serio fechados e 2 vilvula de influxo serd aberta, permitindo a
entrada de liquido no tanque. A altura do liquido comecard a aumentar guando a valvula de
influxo é aberta. No comego haverd uma taxa de subida alta. A medida que o nivel do tanque
sobe. o efluxo aumentard devido 4 maior altura de liguido. O resultada € um influxo total
menor no tangue. Quando a altura alcanca o nivel BB' na Fig. 11 .24(a), os contatos da chave
de meretirio serdo abertos e a vilvula de influxo serd fechada. A altura do liquido entao
comegard a cair.

A Fig. 11.25(a) mostra a curvada altura do liquido em fungdo do tempo soba Condicao 1.
quando a taxa de subida na altura com a valvula de influxo aberta é consideravelmente menor
do que a taxa de descida na altura quando a valvula estd fechads. Aqui o tempo de permancn-
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Fig. 11.25 (a) Curva da altura do liquido em fungéo do tempo sob a Condigdo 1; (b) curvada
altura do liquido em fungdo do tempo sob a Condicio 2.

cia no estado ligado é consideravelmente maior do que o tempo desligado. A Fig. 11.25( b)
mostra uma curva de altura de liquido em fungao do tempo soba Condigdo 2. O tempoligado €
consideravelmente menor do que o tempo desligado.

Em qualquer das condigoes, o nivel oscila em torno do valor desejado. Portanto o sistema
apresenta comportamento de ciclo limite. Em qualquer caso, o influxo médio € igual a0 efluxo
médio. As taxas de influxo-efluxo determinam aforma da curvado nivel em fungao do tempo.
Se 4 altura sobe com uma taxa gue € igual i de descida com a valvula fechada, entao o tempo
ligado & o tempo desligado serdo iguais.

Note que alargando a abertura da histerese (gap), haverd operacdo menos freqiente da
chave de merciirio e da vilvula operada por solendide. Isto normalmente significa vida mais
longa para o equipamento. A desvantagem de se operar com menor freqiéncia € que a

vanacao da altura do liquido no tanque se torna maior.
Finalmente, deve-se notar que o contrale liga-desliga oferece a melhor economia, amaior

sensibilidade e facilidade de manutengdo. Portanto, se um ciclo limite de amplitude pequena é
permitido em uma aplicagao particular, entao o uso de qualquer outro tipo de controle senia
um erro.

Problema A.11.2 Obtenha a fungdo descritiva para a nao linearidade liga-desliga com zona
morta vista na Fig. 11.26.

Saida ?

Lo
{

-

* E Entra'da

e e =T . Y . Y Y W N .

e e

Fig. 11.26 Curva da caracteristica de entrada-saida para 2 néo linearidade tipo liga-desliga
L

com Zona morta.
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Selugdo. A Fig. 11.27 mostra as formas de onda da entrada e da saida paraum elemento com a
dada nao linearidade.

A saida do elemento ndo linear para 0 = wr = = ¢ dada por

¥Me)y=20 para 0 < t <1,

=M parar,{f{%—-h

n
=0 arg — — I, < <7
p @ I

A forma de onda da saida € uma fungao impar. Portanto a componente harmonica fundamen-
tal da saida y(r) é dada por

»ilr) = Y, senw!
onde

Y= = Mi)senwi dwr)
a

= % J:z y(t)senwr diwr)

=

= 4 =2
= Im M senwr d(wi)

aM
= cos

x{t) = X sen wi

~¥

~¥

yilt) = Y, sen at

Fig. 11.27 Formas de onda de entrada e saida para a nio linearidade tipo liga-desliga com

Zona morta.
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Como sen wt, = AfX, obtemos

cosoty; = ,f1 — (ﬁ)z

X
Portanto
_4M AN
»(r) = Al (T) senm!

A fungao descritiva para um elemento liga-desliga com zona morta é

NN, :

A funcao descritiva neste caso € uma fungao apenas da amplitude de entrada X. A Fig. 11.28
maostra um grafico de AN/M em fungao de A/X.

1,0
0g
08 —_—
" //
|/ \
A \
- Hiy \

Fig. 11.28 Fungdo descritiva para a nao linearidade tipo liga-desliga com zona morta.

Problema A.11.3 A Fig. |1.2%a) mostra a curva de caracteristica entrada-saida para uma nao
lingaridade tipo liga-desliga com zona morta ¢ histerese. A Fig. 11.29(b) mostra as formas de
onda da entrada e saida de uma chave de contato com esta nio linearigade.

A chave ndo se fecha até que a entrada exceda o valor A + h. A chave permanece fechada
até que a entrada se torna menordoque A — h, Naregidoentre A — h e A + h, a saida depende
da hislléria passada da entrada. A chave abre ou fecha de forma semelhante para uma entrada
negativa,

Obtenha a fungdo descritiva para a chave com esta ndo linearidade.
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- X(t) = X sen wt onte
2 = o (e 4hA
Saida | —_ r dl — —J MCO —
A, = .[n W) cos wr d(@r) = — s s it d(wr) 4
2h
; ‘ o
T B, = = [* snsenor don)
u T-da
-.ﬂ ! ‘||_ - 7 [m-wir
I | i e, = { Msenmr d(w?)
M ! ( T isal
1 _2MT ,'l_(A—h)=_r ﬁ_(ﬁrhn -
2h [ T LY X A X
‘ Vamos definir
h=al
M=B4 h=0A, M=§A
: 1 ] =
2 o
: ! \\ T -Ic*
yalt) = Yo sen (wit — &) | ‘
| \ \ . \ \ 1 -20°
(@) (=] | | \ =0,2 N
| _w a
s . . . . ¥ i L]
Fig. 11.29 (a) Curva da caracteristica entrada-saida para a nao hneandade lpo liga-desliga | \ a=04 Jil
com zona morta e histerese: (b) formas de onda da entrada ¢ saida para a ndo lineandade tipo | | | N\ a=6l— —ag®
liga-desliga com zona morta e histerese. 3 : ! |az08 |
| 1
| b
|
1 0.8 |
[
Solugdo. Da Fig. 11.29(b). obtemos 2 seguinte equagao: J
| =
06 = W
wWy=M para:,{t{%-—r; : | ' ligas
LA )N
T s
=0 para——r1<r<£+f, " / /l Uou-oﬁ )
y ’ iﬂ oa /£ ja=08 47061 —a=02
onde 1, € 1, sao definidos por ) /
2 / \
sen @1, = = 0,2 //
—h
Sen Wiy = X * |
1 0 0,2 0,4 06 0,8 1,0
Como visto na Fig. 11.29(b), a saida estd atrasada em relagao a entrada. A componenie oy
harmoénica fundamental da saida pode ser obtida como segue: X
Fig. 11.30 Funcdo descritiva para a nao linearidade tipo liga-desliga com zona morta ¢

histerese.

|
|
y,(1) = A, coswt + B, senawt f
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Os valores de a e 8 sio constantes para uma dada nAo linearidade tipo hga-desiiga com zona
morta ¢ histerese. Entdo.

-3

b ¢
8- 281 (@0 o 0]

Portanto a fungo descritiva para esta ndo lingaridade ¢

v=JBY < G) e (@)

il

Hsta fungio descritiva € wma grandeza complexa. A Fig. 11.30 mostra grificos de INVf8] em
funcdo de AX eNJg em fungio de AfX.

Problema A.I14 O sistema visto na Fig. 11.31 apresenta um ciclo ¥imite com a freqiiéncia de
oscilagdo de 5.9 radis, como visto na Fig. 11.32. Queremos dimitusir a fregiéncia do ciclo
limite para 4 rad/s. Determine a modificagdo necessaria no ganho de Gis), supondo que 0
elomento ndo fisear ¢ prefizado.

Gish

Fig. 11.31 Sistema de controle ndo linear.

Im;

¥
G o w =4 I

i
0,36 6{jw)

Fig. 11.3} Grifico de ~ UN e G{jw).
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Fig. 11.33 {4} Disgrama em blocos de um servomecanismo com folga: {by curvas caracieristi-
cas da nao lineandade tipo folga: (<} curva du caracteristica entrada-saida para urma nio
linearidade tipo folgs tou histeresel.

Sobucao. Dy Fig. 11.32. JBJ/OA é determinado como sendo 0.36. Portanto. se o valor do
ganho de Gis; & diminuido para 36% do valor oniginal, a fregiiéncia do novo ciclo limite serd 4
rad/s. A amplitude também diminui, de 0.47 para .35,

Problema A.11.5 A Fig. 11.33(a; mostrz o diagrama em blocos de um servomecanismo
consistindo em urm amplificador, um moter e engrenagens. A posigao da saida ¢ realimentada
pars a entrada a fim de gerar o sinal de erro. Supde-se que ainércia das engrenagens édesprezi-
vel comparada com a do motor. ¢ também se supde uma relacio de engrenagens igual 2 um.
Em virtude da foiga. os sinais x(7) e ¥(#; sao relacionados como visto na Fig. 11.33¢h). A
Fig. 11.33(c) mostra a cuirva da caracteristicade entrada-saida para a nio inearidade tipofolga

-atis considerada. A fungdo descritiva para esta nao fnearidade € mostrada pa Fig. 11.34.

Usando esta fungde descritiva. determine a amplitude e freqiiénciado ciclo limite guando
a fungio de transferéncia da combinagio amplificador-metor € dada por

A
sy — 1)

¢ a ampktude da folga ¢ dada como unitdria. ou kr = I
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Fig. 11.34 Fungiodescritiva paraumanao linearidade tipo folga. ou uma ndo linearidade Hpo
histerese vista na Fig. 11.33(c).

Solugio. Do enuaciado do problema. o diagrama de blocos do sistema pode ser desenhade
como visto na Fig. 11.35. A informagéo sobre a operagdo de ciclo limite do sistema pode ser
facimente oblida se fizermos um grifico no dominio da frequiéncia.

A Fig. 11.36 mostra um grafico dos fugares geométricos de - 1IN e de Gijw; no diagrama
do logaritme do médulo em fungéio da fase. Como visto ao grafico, b duas fnterseegoes dos
dois lugares geométricos. Aplicando oteste de estabilidade para o cicle Bmite. como disgutido
na Secdo 11.4. percebemos gue o ponto A corresponde aum cicio fimite estdvel ¢ gue 0 poaid
B corresponde a tm ciclo limite instdvel. O ciclo imize estaveltem uma fregliénciade 1.6 radfs
¢ uma amplitsde de 2. {O cicio Emite estdvel ndo pode ocorrer fisicamente.)

Para evitar comportamento de ciclo limite, o ganho do amplificador deve ser diminuido
suficientemente para que o lugar geométrice de Gijw) se localize bem ahaixo do lugar
geométrice de — UN no diagrama do log do médudo em fungio da fase. Se os dois lugares
geoméiricos sio tangentes, a precisdo da andlise por fungio descritiva ¢ baixa. e podemos
esperar um ciclo limite ou uma oscilagio amortecida lentamente.

;9]

sls+ t} [—L-% -

Fig. 1135 Representacie em diagrama em blocos para 0 servomecanismo visto na Fig.
11.33a).
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fig. 11.36 Grafico de -~ 1IN & Gijw) do servomecanismo visto na Fig. 11.35.

PROBLEMAS

Problema $.11.1 Para o sistema visto na Fig. 11.3%. determine 3 amplitude ¢ freqiiéncia do

cicio limite.

| i | 10 -
sis + s+ 2}

Fig. 11.37 Sistema de controje nio jinear.




Problema B.11.2 Determine a fungio descritiva para o elemente ndo lnear descrito por
o3

onde

X
¥

en:zrada para o elemento ndo linear (sinal senoidal}
saida do elemento oo Enear

B

Problema B.11.3 Determine a estabilidade do sistema visto na Fig. | 1.38.

x

1 sis+ s+ 2}

Fig. 11.38 Sistema de controle nio Hnear.

mtgems B.11.4 Determine a amplitude ¢ a freqliéncia do ciclo limite do sistema visio na Fig.

38-—0‘13
—ind 2 T FrE h

Fig. 11.39 Sistema de controle nio linear.

Problems B.11.5 Determine a equagio da fungao descritiva N para a néo linearidade de
histerese vista na Fig. 11.330¢).

Probiema B.11.6 Referindo-se &s formas de onda da entrada & saida para 2 ndo lincandade
Lpo saturaglo vista na Fig. 11.13(b}, obtenha a amplitude da componente terceira harmonica
da smfia_ efaga um grafico de ¥/ Y, como fungdo de S/X. ende ¥, é a amplitude da componente
harmonica fundamental ¢ ¥, € 4 amplitade da componente terceira harmdnica.

Problema B.11.7* Considere um elemento ndo linear cuja caracteristica de entrada-saida ¢
definida por

ye=jbx “é"ngl b bex® e byx7 e o
onde
x = entrada para o elemento ndo linear (sinal senoldal}
¥ = saida do elemento ndo linear
Mostre que a fungdo descritiva para esta ndo Hrearidade pode ser dada por
N by 4 3ba X2 - b X4 -+ 3hbo X5~ o

onde X € a amplitude da sendide de entrada x = X sen wi.
*Referéncia W1,
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12

Analise por
Plano de Fase

12.1 INTRODUGAO

Considere um sistema de segunda-ordem descrito pela seguinte equagio dife-
rencial ordiparia;

£ flx, %) =0

onde fx, £) é uma fungdo lingar ou ndo sinear de x € x. A solugio temporal deste
sistema pode ser Hustrada através de um grafico de x(t) em fungéo de s Fiatambém
pode ser ilustrada fazendo-se o grafico de xf1) em fungéo de x{rj usando f como
pardmetso.

Se tomamos x € ¥ como as coordenadas de um plano. a cada estado do sistema
corresponde um ponto neste plano. Quandor varia. gsie ponto descreve uma curva
noplanox — X . indicandoa histériado sistema. tal curva é chamada umatrajetoria.

A representacdo geométrica do comportamento do sistema em termos de
trajetérias ¢ chamada uma representacao de pianode fase da dindmicado sistema,
Embora o diagrama do plano de fase fornega uma visyalizagio clara das trajetdriay
para sistemas de segunda-ordem. normalmente ¢ dificil visualizar ou construis
trajetérias para sisternas de terceira-ordem, Para sistemas de ordem maior que irés,
& impossivel visualizar as trajetdsias: entretanto. nogdes sobre 0 movimento de um
ponto representativo em espago de duas dimensdes podem ser conceitualmente
estendidas para espagos n-dimensionais.

Este capitulo apresenta o método do plano de fase para andlise de sistemas de
segunda-ordem. O método € especialmente util no tratamento de sistemas com
fortes nao linearidades. Ao contrdrio do método da fuagao descritiva, 0 métododo
piano de fase ndo € restrito a pequenas néo iinearidades, A familiaridade com este
método pode nos permitir resolver problemas de controle nio linear especificos,
bem como entender as caracteristicas fundamentais de certos sistemnas nao linea-
res, Embora os sistemas que podem ser analisados por este método sejam pratica-
mente limitados a sistemas de primeira ¢ segunda-ordem, os resuitados obtidos
estiidando-se os efeitos de uma ndo lineandade na resposta de um sistema de
segunda-ordem fornecem considerdvel intuicdo no comportamento de sistemas de
ordem superior tendo a mesma nao linearidade. Neste sentido, o métododo plano
de fase é bastante 1itil para analisar sistemas de controie Bao lineares’ Também ¢ util
para sintetizar tais sistemas. Em particular. 0 controle étimo de sistemas de segun-
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da-ordem pode ser estudado convenientemente no plano de fase (veja Cap. 16).
Note. entretanto. que as limitagdes na orderm do sistema diminuem a utilidade deste
método no estude de sistemas de controle otimo de sistemas de ordem superior.

Método do plano de fase. O método do plano de fase introduzido por Poincare ¢
um me'tode de se obter graficamente a solugio das seguintes equagdes diferenciais
simultaneas de pnimeira-ordem:

dx,
o = lxcx) (12,11
dx,
75 =S %) (12.2)

onde fi{x, Xy €fyfx;. X sBo fungdes lineares ou nao lineares das vanavels x, € Xz,
respectivamente. As £qs. (12.1) e (12.2) sdo chamadas autéromas, o que significa
gue a vandvel independente r aparece apenas na forma de derivadas. (Porianto, em
?m sistema auténome. nem as forcas nem as condicdes de contorno vanam com o
empo.J

O plano com coordenadas retanguiares x, € x» € chamado piano de fase. ou
p§a§w de estados, (O planc de fase ou plano de estados € um espacgo de estados
bzdzmensz9aa]. Biscutiremos em detalhes o espago de estados no Cap. 14

Fregientemente as Egs. (12.13e(312.2}assumem a seguinte forma simplificada:

gi!. = X

&

dx, .

TZ ““"‘f{-‘zfxx)

S_e definirmos x; = x. entao x, = &, O plano de fuse mais comum ¢ o planox — X,
?\eesu_e capfteio. a nfo ser que mencionemos O contrario. supomos que ¢ planoe de
fase € 0 planox — ¥,

A andlise por plano de fase dos sistemas de Eqs. (12,1 ¢ (1221 fornece uma
visdo geral das sclugGes para quaisquer condigoes inicials possiveis. No campo de
sistemas de controle, 0 método do planc de fase ¢ parucylurmente adequado na
andlise ¢ sintese de sistemas de segunda-ordem sujeitos a condighes miciais efou
entradas apenddicas. comoe entradas em degriu, entradas em rampa. entradas em
puiso e entradas impulsivas.

Trajgtérig no planc de fase. Do reoremna fundamental da unicidade da solugdo
de equagdes diferenciais simultaneas. sabemos que a solugaoc das Egs. (12,11 ¢
(12.2) com umadada condigdo inicial é iinica, desde quefifx,. xy efifx,. x) nas Eqgs.
{12,1’) e (12.2) sdo analiticas. ({Jma funcio & analitica em um certc ponto se €
possivel obter uma expansdo em série de Taylor da fungac ao redor do dade ponto.)
Este resuliado de upicidade néo se aplica aos pontos onde fi(x,. xo = Gefx,. xy =
0:smuitancamem(?.'Talspomas sdochamados pontos singalares. Pontos singulares
sdo pontos de equilibrio. Qualquer outro ponto no plano de fase ¢ chamado um
ponte ordindric.

_Se ndo haﬂ outros pontos de equilibrio nas vizinhancas de um dado ponto de
equilibrio, entdo este ponto de equilibrio ¢ chamado de um ponto isolado. Embora
miztos sistemas rears envoivam apenas pontos de equilibrio isolados. hd alguns
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¢asos em que isto ndo é verdade. Por exemplo. para o sisterna
FLx =

todos 0s poatos no €iX0C X SA0 pontos de equilibrio, ¢, portanto, 0s ponles de
equilibrie nio sdo isclados.

Obtencio de equagdes diferenciais de primeira-ordem a partir de sistemas de
segunda-ordem. A eliminagic da varidvel independente ¢ das Egs. (12.1ye (12,2}
fornece

gﬁ_,{g&xr%} ,
dx{ - fl{‘xn xz} (2&3)

A Eg. (12.3)é uma equagio diferencial de primeira-ordem relacionandox; ex,. €, de
fato. esta equagio d4 a inclinagho da tangente & trajetona passando pelo ponto (x;.
X}
O estade do sistema dado pelas Eqgs. (12.1) ¢ (12.2) {ou Eq. (12.3)] pode ser
determinadc a gualquer instante 1 pelos valores de x, € x..
A solugio da Eqg. (12.3) pode ser escrita

X, = 9{x,) (12.4)

A Eq. {12.4) representa uma curva no plano de fase ¢ indica um movimento de um
ponto representativo sobre a curva. A curva-selugdo. ou trajetdria, que € um
graficodex, emfungiodex,, € umacurva integral do sistemarepresentado pela Eq.
(12,3} A trajetdria ndo mostrainformagio temporal de forma explicita. Se necessa-
rio, a trajetoria pode ser graduada em unidades de tempo.

Gréficos de plano de fase. Uma familia de trajetorias ¢ chamada um grafico de
plano de fase {phase-plane portrait). A condiciio inicial determina a localizaglo
inicial de um ponto representativo na trajetdria. Quando o lempo aumenta. o ponio
representativo se move ac longoda trajeténia, A representagio por planode fase de
um sistema autdnomo mostra a totalidade de todos 0s possiveis estados do sistema,
¢ portanto a natureza da resposta do sistema ¢ mostrada diretamente no grafico de
plano de fase. Como hd uma ¢ apenas uma trajetéria passando por qualquer dado
ponto ordindrio no plano de fase. as trajetorias geradas por todas as possiveis
condigdes iniciais R0 s CTUZAM, EXCEt0 em poNios singuiares. Em pontos singuia-
res. dxgjdx, é indeterminado pois € da forma zerc sobre zero. Uma infinidade de
trajetGrias podem-se aproximar ou se afastar de um ponto singular. i

Para um sistema tendo uma néo linearidade de dois valores, tal como & nao
Lincaridade tipo histerese, o sisterna perde a sua analiticidade, Em tal caso. entre-
tanto, pode ser possived dividir aregizoem sub-regides em que o sistema € analitico,
¢ portanto o método do plano de fase pode ser apticado. Entao a soluglo comgleta
pode ser obtida coneciando-se solugGes analiticas por trechos. Deve-se notar que
quando a resposta do sistema € definida por.duas ol raais equagdes diferencials de
segunda-ordem, as trajetérias podem se cruzar,

Exemplo 12.1 Considere o sistema de primeira-ordem descrito por

X o= X



x]

e, T WA T jbo-'.U‘ﬂ—wif

7,1 Fig. 12.1 Grafico de plano de fase de um
- sistema descrito porx = —x.

X}
:
Fip. 12.2 Grafico de plano de l[
fase de um sistemna deserito
pors = —x +x* :
3] x

instével Estave] —we ingtavel
1

No plano de fase. ou plano x—x. a E£q. 12.5) representa uma linha reta. como visto ra Fig.

12.1. Para qualquer condigao inicial xt(y. o sistema volta para seu ponto singular. a origem.

apds um tempe infinite. A condigho inicial x{0) determuna o ponto de partida da trajetdng.
Considere em seguida o seguinte sistema de primeira-ordem:

X o=y b X3

A trajetoria € vista na Fig. 12.2. Pode-se ver que a rajetdria & dividida em trés partes. ums
parte estdvel e duas partes instdveis. Isto €. se x(0) > L, entdo xixj—» *. Sei>x@>-L
entdo x(x) — . Se x{h < — [, entdo xi=) — —x.

Exemplp 12.2 Considere o sistema representado pela seguinte equagio:

A Fig. 2.3 mostra um grifico de plano de fase para este sistema. A Eq. (12.6) resulta em

di
E_di_df_—i-x
¥ T dx dx T X

ar
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Na origem

dx _ 0

0

A origen é portanto m ponte singular. istoé. o sistema esta em equikibrio na origem. Quando
as condighes inicais da Eq. (126} sBox(@} = O ¢ 60 = 1) a trajetdria correspondente € a
curva ABCDO na Fig. 12,3, De forma semelhante. parax{® = 2ex{0} = —7. atrajetdria¢ a
curva EFG.

Se um pento representative estd na metade superior do plano x X {por exemplo, o ponto
B na Fig. 12.3} o ponlo se move parz a direita em uma traetéria quando o tempo aumenta.
pois uma vetocidade positiva (t > ) corresponde a um aumento no valor de x com ¢ tempo.
e forma similar. s¢ um ponlo representativo estd na made inferior do plano x-x (por
exermplo. o ponto D na Fig. 12.3}. entdo o ponle s¢ move para a esquerda em uma trajetoria
quando o lempo aumenta. Uma veZ que uma velocidade negativa & < 9) corresponde a um
decréscimo emx com otempo. Portanto. movimentos ao iongo de uma wajetdriano planox—1
se fazem na diregdo hovdria. Quando a trajetdria cruza o eixo x, & velocidade X € nula.
Portanto. a trajetéria cruzard o eixo x perpendicularmente.

x

A

Fig. 12.3 Grifico de plano de fase de um sistema descrito porf + X + x = 0.

1&2NEEODOSPARACON&H&HRT%AEEH%&AS

Na andlise de ptano de fase de sistemas de segunda-ordem as trajetorias podem

ser construidas analiticamente, graftcamente ou experimentaimente. Nesta segao

apresentaremos métodos analiticos € graficos para construir trajetorias.
Os métodos analiticos so tteis para sistemas cujas equagoes diferenciais 320

simples ¢ lineares por frechos. Obviamente, se a andlise do sistema € de ieresse

primordial e s¢ a solucio temporal da equagio diferencial do sistema pode ser
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obtida facilmente por métodos analiticos. ha pouca justificativa de se fazer um
grafico de plano de fase do sistema. Entretanto. métodos analiticos para s¢ obleras
equagdes das trajetdrias se mostram iieis em casos onde as expressdes analiticas
das trajetdrias de equages diferenciais lineares simples s#o necessdrias para sine-
tizar sistemas nio fineares o para auxiliar em uma demonstracio de existéncia de
uma curva fechada no plano de fase etc.

Os métodos graficos sao titeis quando ¢ cansativo. dificil ou impossivel de se
resolver a dada equagio diferencial analiticamente. Métodos graticos podem ser
aplicados tanto para equagoes lineares quanto néo lneares. Estes métodos forne-
cem diretamente grificos de trajetérias no plano de fase. Como a maioria das
equagdes diferenciais nio lineares de segunda-ordem ndo podem ser resolvidas
analiticamente. entlio, € para tais equagdes que os métodos graficos 1ém muito que
oferecer.

Todos os métodos grificos sao essencialmente baseados em procedimentos
tipo passo-a-passo. O numero de passos necessirios para se obter uma trajetoria
depende do tamanho dos incrementos utilizados. Estes incrementos devem ser de
magnitude adeguada de tal forma que ocorram apenas variagdes relativamente

‘pequenas durante cada incremento. Eles nio devem ser nem muito pequenos nem
muito grandes. Se o incrementos forem muito pequenos. o8 caiculos podem levar
muto tempo.

A precisiao de métodos graficos depende da maneira com que se faz a constru-
¢io. Obviamente, o grau de precisdo pode ser aumentado até um certo ponto. a
medida que o tamanho da figura ¢ aumentado. Deve ficar claro que se os incremen-
tos 3o muito grandes, a precisio provaveimente sera ruim. No entanto devemos
notar que. mesme que os incrementos sejam pequenos. se 0 mimero de incrementos
for muito grande. a precisio provavelmente também serd ruim. Isto ocorre por
causa de erros inevitdveis. pois. mesmo gue eles selam pequencs a cada passo.
tendem a se acumuiar ¢ podem causar uma faita de precisio na porgio final da
solugio.

Osdois métodos graficos discutidos neste capitulo sdo o método das isoclinas e
o método delta. Quaisquer parametros na dada equagio devem. obviamente. ter
associados valores numéricos antes que os métodos grificos possam seraplicados.

Também existem i€cnicas experimentais para a obtengéo das rajetorias. Uma
vez que MON{amos as equagdes para a analise do planode fase. podemos em seguida
usar um computador analdgico e um osciloseopio ou tragador xy. Por exemplo. as
trajetorias podem ser visualizadas na tela aplicando-se s placas defletoras de um
asciloscopio tensdes proporcionais a x para a deflexdo horizontal e 2 X para &
deflexdo vertical. Tal técnica experisental para a obtengfo das trajetésias permite
fazer uma analise de pianode fase geral para o problema além de economizar tempo
que seria necessario no calceio manual para Consiryir as trajetdrias.

Simetria nos graficos de plano de fase. Em certos casos. o grifico de plano de
fase pode ser simétrico em torno do eixo x. do eixo X, ou de ambes. A simetria no
gréfico de plano de fase pode ser facilmente determinada 2 partir das equagdes
diferenciais originais ou da equagio representando 2 trajetéria.

Simetria em 1orne do ¢ixo x: Considere & seguinte equagio:

£+ f(x, %) =0
ou

dx _ _ ftx, X}

dx x
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Para que as trajetdrias sejam simeétricas em torro do eixox. a inclinagiodx /dx deve
ser igual mas de sinal oposto parax > 0 ex < 0 paratodox. Destacondigio pode-se
mostrar gue. se o grafico de plano de fase € siméirico em torno do eixo x. entio

f(}-‘, X) ﬁf(x, "'X}

ou seja. flx. ¥ ydeve seruma fungio pardex. Portanto. o grafico de plancde fase de
uma equagio diferencial que ndo contém X ¢ sempre SIMELICo em 1OTNO doeixox.

Se o grafico de plano de fase € simétrico em torno do eixox, ainica diferenca
entre o prafico no semiplano superior daguele no serniplano inferior ¢ a diregio do
movimento. 1sto €. omovimento de um poste represeatativo no semiplano superior
¢ para a direita. € no semiplancinferior € para a esquerda. Portanto. para este caso.
pode nic ser necessdrio levantar o grafice de plano de fase para ¢ semipiano
inferior.

Simetria em torno do eixo ¥: Para simetria em torno do eixo X, & inclinagdo
difdx deve ser igual mas de sinal oposto para x > 0. & x < 0 para qualquer X. Isto
TeQuer gue

S, 3) = =f(=%, %)

ou fix. Xj deve ser uma funglo impar de x.

Simetria em lorno tanio do eixo x como do eixo £. Para o gréfico do plano de
fase ser simEtTico em Lorno de ambos 0s eixesx eX. as condigdes para os dois casos
anteriores devem ser satisfeitas simultanearnente. Isto requer que

f(wxs I} == M'f{x? MX}

Métodos analitices para construir trajetérias. Ha dois métodos para a determi-
nagio unalitica das equagdes das trajetorias. Ummétodoe integrara Fq.{i2. ) para
obter a sepuinte equagio da trajedria:

xy == lxs) (12.7)

Este método s € aplicivel se a Eq. (12.3) puder ser integrada. Uma vezquea Ee.
(12.73 é obtida. a relagio entre x, € x; pode ser diretamente posta aum grafico. O
outro método ¢ obier x; e x, como funcgoes de 7 ¢ entdo eliminar ¢ dessas duas
equagdes. Este método pode ser aphicado se a eliminagdo de 7 das Egs. (12.1) e
{12.2) pode ser feita sem muita dificuldade.

Exempto 12.3 Considere a seguinte equagio diferencial de segunda-ordem simples:
F o @hx =0
tisando a refacio ¥ = dijdt = idifdx. podemos mudar a equacho para a seguinte forma:

jd_x_ Loly = 0 {128
dx
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O primeiro método analitico € mtegrar a Eq_ {12.8). Isto pode ser feito facilmenie. e a equagio
para & wajetoria ¢ obtida como

X
Al = A2 (13.9)
7 X A

onde A ¢ uma conslante. determinada a partiv das condides iniciais. ]
Para um sistema simples como esle. o segundo método analitico também pode ser
aplicado. A soluglo x(1) pode ser determinada como :

x(t) = A cos (wr = 0} {12305

onde A ¢ o s30 constanies a serem determinadas das condicdes iniciais. Derivando a Eq.
£12.50) com respeito a £. obtemos

Y wm — ACOsen(f -+ &) {12,113

Eliminando ¢ das Eqs. (12.10) e {12.11). podemos obler a £q. (11.9).

Exemplo 124 Considere a seguinte equagao:

£ =M (M = constante) (12.123
con as condigdes iniciais

x{() == x, (0 =
A Eq. {12.12) pode ser escrita como

di ,
T (12.13;

Separando as varidveis e integrando a Eq. ¢12.13). obtém-se
X Hxg - XM 11214}

onde a constante de integracio foi delerminada das condicoes iniciais dadas. A Eq. 112.14)
representa uma trajcldéna passando peio ponto {xg. 0).

A Eq. (12.14) pode wambém ser obtida achando-se x = &,(/}. ¥ = é,{1) & eliminando 1
destas duas equacdes. Usando as condicbes iniciais dadas. (1) ¢ 201} 30 delerminadas como

21 = —Mt {12.13;

x(£) = —§Mt? + xq (12.16)
Eliirzﬁnandm das Eqs. (12.15) e (12.18). resulta na Eq. (12.14). Qs graficos de planode fase do
sistema cotrespondendo a M = 1 e M = ~ | sio vislos na Fig. 12.4. A lrajetdria particular

correspondendo 2 M = | e passando pelo ponto {x,. 0} ¢ mostrada COMO UM3 Curva mas
Brossa.

‘Meétodo grifico de construgio de trajetorias.. o método das iséclinas. O método
das isoclinas € usado para obter o campo de trajetdrias graficamente. sem ter que
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Fig. 11.4 Grdficosde planode fasede um sistemadescritopor = — M paraM = leM = — 1,

resolver uma dada eguagho diferencial. O método das isdclinas ¢ aplicivel &
seguinte equacic diferencial de primeira-ordem:

dx .,,fz(x 5 X,)
d_x? _fz(x:,xz) 2.1

onde fi(x,, x2) £ f3tx|. x,) sic analiticas. Na Eq. (12.17}. 1, é considerada 2 variave!
independenie e x. a varidvel dependente.

© lugar geoméirico de uma inclinagic constante da trajetéria. isto é. o lugar
geométrico de

ez sw CORSLante (12,18

no plano de fase pode ser obtido das Egs. (12,175 e (12.18). Ou seja. a seguinte
equagao:

Fixy, x50 = af | (x,, x,)

fornece o jugar peométrico de inclinagio constante a. O lugar geoméirico de pontos
onds as trajetdrias €m uma dada inclina¢do € chamado de uma iséclina. Se dese-
nharmos iséclinas correspondendo a varios valores de a, 0 campo de direcoes de
tangentes as trajetorias pode ser obtido.

Quando construimos um grafico de plano de fase pelo método das isdclinas,
todo o plano de fase pode ser preenchido por pequenos segmentos de reta gue fixam
diregdes de campo, como visto na Fig. 12.3. Em mintos casos, as isdclipas para

- inclinagdo zero ¢ infinite podem ser faciimente construidas. Como a mclinagdo €

indeterminada em um ponto singular, nio se pnde desenhar nenhum segmento de
reta neste ponto. A trajetoria passando por um dado ponto ordindrio qualquer no
plano de fase pode ser construida desenhando-se uma curva continua seguindo as
dire¢des do campo.

Como vm exemplo, considere a equagio diferencial

%+ 2w 4+ wPx =0 (12.19)

o7




Fig. 12.8 Um exemplio de um diagrama de plano de fase preenchido com segmenios de reta
curtos dando as diregdes do campo.

A Eq. (12.19) pode ser reescrita como segue:

x?g . 25&3}5 e %y == {1230

Fazendo d¥fdx = a. podemos esgrever a Eq. (12.28) como

.\.{_ — '_O}1 el |
p T{IBW“' p (12210

A Eq. (12.21) representa uma isécHna. o lugar geométrico de tangente constanie a.
e € uma equagho de uma reta. As isoclinas para equagoes lineares de segunda-
ordem sao linhas retas'e passam pela origem do plano de fase.

A Fig. 12.6 mostraisoclinas e uma particular trajetéria parao sistema dadopela
Eq. (12.19) quando { = 0.5ew = 1. A trajet6ria comegando no pontoA na Fig. 12.6
pode ser construida como segue: Quando a irajetoria esta nu regiao delimitada
peias fséclmas correspondendoaa = ~lea=—1.2.2 nclipacao da trajetoria €
aproximadamente {— 1 - 1,2)f2 = —1.1. Portanto. se a reta com inclinagio — 1.1 e
desenhadadopontoA, interceptandoaiséclinacorrespondendoae = — 1.2 noponto
B.areta AB é aproximadamenite uma parte da ttaletéria. Similarmente. a trajetoria

passande pelo ponto B tem uma inchinagio de aproximadamente ¢~ 1.2 ~ L4&)f2
= -1 .3 na regidio delimitada pelas isoclinas correspondendoaa = ~1.lea = ~ 1.4
Entdo a reta BC com inclinagio ~ 1.3. interceptando a iséelina o = — 1.4 ao ponto
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Fig. 1.6 Diagrama de plano de fase mostrando isoclinas ¢ uma trajetdria tipica para um
sisterna desertopor & + 04+ & = 0.

. & uma parte da trajetéria. A inclinagdo da trajetéria entre os pontos C e D€ i 5
Construindo a trajetéria desta forma. podemos obter a curva ABCDEG.

Para um sistema linear. hd apenas uma trajeloria passando por qualguer por
ordinario ne plano de fase. Portanto. a trajetoria partindo do ponto D na Fig. 12.¢
4 curva DEQ. uma parte da curva ABCDEO. Obviamente. a trajeténa pode sei
construida tanto na diregio horariacomo anti-hordria. a partir de gualquer ponto zo
plano de fase.

Deve-se potar que. a0 se construiras trajetérias desta forma. podemos acumu-
tar erros gue podem ocorrer durante o Curso da construcio, e a trajeténia resultante
pode nio ser precisa. Para boa precisio. é conveniente primeiro preencher uma
certa regiao do plano de fase poy pequenos segmentos de reta que indicam direcdes
do campo. Entdo constroi-se uma trajetoria fazendo um esbogo cuidadoso. se-
guindo as diregdes do campo. Deste forma. pode-se evitar a eventualidade de se
acumular certos ermros.

t_embre-se de que aprecisio doresultado pode pAo ser boa se. COMONO Caso de
certas equacbes diferenciais nao lincares. as inclinagdes das trajetdrias variam
rapidamente em certas regides doplanode fase. A precisdo deste metodo. em ge_rai,
depende do nimero de iséchnas utifizadas. Parauma razodvel precisio. as isocknas
podem ser desenhadas a cada 50 ou {0°.
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Para o sistema dado pela Eq. {12.19), a equagho da isoclira. Eq. {12.21). pode
SEr esCria como

a}z ) e i
o e (12.7223
- (2{@ tan §

onde usamaos a relagic

X o= tang
X

¢ o angulo 6 € aquele visto na Fig. 12.7. Usandoa kg £12.22). poxlemos desenhar
isoclinas para qualquer valor de 8.

O método das iséclinas discutido agui ¢ conveniente quando as iséelinas 520
linhas retas. Se ndo o forem, o método delta. gue serd discutido a seguir. pode ser
menos moRGLoRe para se construir a trajetéria passando por um dado ponto.

Deve-se notar quea inclinagioa = di /dx é uma quantidade com uma dimensao
¢ seu valor depende da unidade de tempo. E muito conveniente usar as mesimas

" escalas 20 longo dos eixos de x e & para que o valor dea ¢ a correspondente
inclinacio geométrica da trajetéria sgjam 0s mesmos.

xd
Tanganie = o

Fig. 12.7 Diagrama mostrando o
angule 6 da Eq. (12221

¥

Exemplo 12.5 Obtenha um grafico de plane de fase da seguinte equagdo usando o método
das isoclinas:

F4alx|+x=0 (a0 (1223

Em geral. quando a equacdo do sistema envolve valores absolutos de x ou X ou ambos. a
substitnigio dz equagio diferencial ndo fnear por varias equagdes diferencials lineares
simplifica a construgo das isoclinas.

Vamos substituir s Eg. {12.23) por

¥arak-t+x=0 parax>0

. 12.24
¥—-ak-+x=0 parax <0 ( )

No semipiano superior do plano x—3%. 3 equagho das isocknas ¢

e no semiplano inferior ¢

A Fig. 12.8 mostra um grafico de plano de fase. juntamente com isochinas para o sistema da
Eg. 1224 quandoe = 1. As linhas retas séo isoclinas e 0s segmentos de rela curtos em cada
tinha indicam o campe de diregdes de tangentes &s trajetdrias. (Segmentos de reta curios sao
colocados para que as trajeldnias possam ser faciimente visualizadas.) Para gste sistema. as
trajetdrias S30 CUrvas OVAES CONCEntricas. € o Movimento ¢ perigdico para quaisquer condi-
ches iniciais dadas. exceto na origem. [sie pode estar ¢laro também pela Eq. (12.24) uma vez
que  energia dissipada durante o meio cicio tcorrespondendg aum periodo paraoquals > 0)é
a4 mesma energa fornecida ao sistema durante o eulro meio-ciclo {correspondendo a um
periodo para o qualx < 0}, e portanio a dissipagio total de energia € nula para um ciclo. Neste
exemplo. a natureza simétrica do grafico de plano de fase pode ser previstadirelamente da Eq.
£12.23). Como a substituigao de ¥ por —¥ nao modifica a equagio. ela ¢ simétnica em tomo do
eixe x.

xk
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Fig, 128 Grifico de plano de fase para um sistema descrito por X + & +x = 0.

Método grifico para construir trajetérias — o método delta. Nométododelta.a
trajetéria € obtida como uma segiiéncia de arcos circulares cujos centros se deslo-
cam ac longo do eixo x. O método deita pode ser aplicado a equagdes da forma

F = —f(%, X, ) (12.25)

onde fix. x. t} pode ser tanto linear como nao linear ¢ pode ser variante no empo.
mas deve ser continua e univoca. Ao aplicar este método. modificamos 2 Eq.
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'12.25; para a seguinte forma:
X+ @rx = —f{%, X, 1) + @fx (12.26)

Um termo i é adiciorado a ambos os kadoes da Eq. {12.25). Este termo deve ser
escolhido adequadamente de tal forma que os valores da funcao  definida abaixo

NAo sgjam REm MUILo pequencs nem muito grandes para a gamade valoresdex. x et
considerados.

it 1 2 .
8k, x, 1) = f(*, xéarz) - 00X (12.27

Usando a Bg. (12.27), podemos escrever a Eg. (12,26} como
P-etx =0t dkx 0 £12.28)

A funcéo 8%, x. 1) depende das varidveisx. x e 1. Para pequenas vartaghes nestas
varidveis, entretanto. 8, x. 1} pode ser considerado constante. Entdo. nas ViZi-
nhancas do estadox =x,, £ = X3, [ = /50U 5€2, X = Xy = Ary ¥ =4, = At =
¢, = At,. onde Ax. A¥,, A, sBo supostos pequenos, 0 valor de d pode ser supostio
constanle, §,. ¢ a Eq. {12.28) pode ser modificada para

Fapdx—48)=0 £12.29)

A Eq. (12.29) mostra um movimenio harmonico simples, As trajetonas para esie
sislema sio circunferéncias centradas em x = .. ¥/w = 0 no plano de fase normali-
zado {plano x ~ (#/w)]. Portanto, podemos ver que para lm pequenc incremenio
nas vizinhangas do estado x = x,, fw =X Jw. 1 = [ & trajetdria € um arco da
circunferéncia centrada em x = &,, f/w = 0 com rajc igual a

JG) ey

Nota-se que no método delta € essencial usar um plano de fase normalizado de 1al
ferma que a traieréria da Eq. (12.29) se torna uma circunferéncia. {Também &
necessario usar escalas numéricas iguiais ao Jongo dos eixos x e X/w. | A conslucao
de uma trajetéria é vista na Fig. 12.9. O ponto P representa o estado do sistemana

F
b %
P(KQ;&JQ}
Arco
cuno
O 0{3,90) g

Fig. 12.9 Diagrama mostrando & construgho de uma trajetdria usando ¢ mélodo delta.
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irajetéria no instante ¢ = 1y O valor de &, € determinado da Eq. (12.27} como

&, == fm»-«mm(xliészi’ ) -+ Xy

Uma vez que o ponto ¢, o centro do arco de circunferéncia, estd localizado no eixo
x. o raio esté fixado como sendo PD. A trajetéria verdadeira nas vizinhangas do
ponto P € entdo aproximada por wm pequeno arco de gircunferén_qia, o arco deve
ser suficientemente peqUENo Para ASSEFUIAT qUE VATIACOES NAS VANAVELS $a0 peque-
nas.

Considere ern seguida a equagio:

dix dX . ooty = £2.30
W#K@g,r.;a)x 0 { }

A Eq. (12.30) contém um Lermo em X com um coeficiente gositivo, Portanto, a Eq.
{12.30} pode ser modificada para a forma da Eq. (1 2.26) simpiesmente trazendo ©
segundo termo da Eq. {12.30) para © lado direito da equagio. Ou seja.

A% g ap dX
o Tt = Ha G (12.31)

A Eq. (12.31) pode ser normalizada substituindo

=1
@

para fornecer

g_:; oy =2 g; (12.32)
Se fizermos
¥ _dx 1 dx

w  ditw  dr

entio a Eq. {12.32) se torna

d*x
G x = § {12.3%
onde 8 = ~20y.

Para y = y, = constante, a £q. {12.33) indica que a trajetéria no plano x ~
{dxldr} é uma circunferéncia, cujo centro estd localizado em x = -y, ¥ = O
Como  localizagio do centro depende dey, ocentro da circunferéncia se move ao
longo do eixo x quandoy varia. A0 construir a trajetéria da Eq. (12.32), achamos
conveniente desenhar uma retax = 5. ou seja.

x = —2y
po plano x—y. As Figs, 12.10{a) e (b} mosiram & construgio de trajetérias.
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¥ ¥i

{e) {b}

ig- 1216 Diagramas mostrando & consirugdo de frajetdrias usando o método delia. (a)
isterna sobreamortecido: {b} sistema subamoriecido.

‘m ambas as Figs. 12.1(a) e (b}, o centro do arco AR estd localizado no ponto P {x
e ¥ 4.y = 0). Aquiy,p € 0 valor médio de v entre o ponlo A e o ponto B. A
sealizagio do centro da circunferéncia pode ser obtida direta e simplesmente
sando-se & retax = — 2y desenhada no plano x—v. Nas Figs. 12.10{a) e ¢b}. o5
egmentos de arcos do ponte 8 20 ponto C e doponto (a0 ponto D tém seus centros
o porio Q e ponio R. respectivamente.

O método deltaé um métode geral. pois as trajetdrias podem ser construidasno
;ia:no c}e fase tanto para uma equagao de plane de fase representando um sistema
[sico linear quasto nao linear. e. alem do mais. independentemente de a equacio de
ane de fase incluir elementos varianies no tempo ou uma fungao excitacko
-ariando no lempo.

Cvesnplo 12.6 Considere o sislema descrilo pels seguinle equagio:

Xk xP e (11.34)

Dadas as condigdes iniciais x(0) = 1, #0} = {1 construa 4 trajeldria partindo do ponto inicial.
Ise 0 mélodo delta.

Vemos gue & Eq. (12.34) ndo comiém um termo em x com um coeficienic positive.
PorLanto, £ aecessario adicionar um lermow®y em ambos os lados da Eq. (11.34). O valordew
ieve ser escothido de tal forma gue os valores de § nao sejam nem muile pequenos nem muito
randes. Se escothermos w = 1. a Eq. (12341 pode ser escrita como

XX ko x3 Loy

5m—ﬁ—~x3—'-x

Como o valor de § depenfle tanto de x comode ¥ . serd necessdrio fazer lemativas sucessivas
o processe de constrigio.
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0,4
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0.8 " OAST~~08 - 2z 2
“‘-‘\
“‘\“‘ B
0,4 €

Fig. 12.11 Diagramade planode fase mostrando a trajeléria pastindo do ponto x{0) = 1 XD
= @, de um sistema descrito por i + £ + xf = {.

A trajetoria comega no pontoA . (x = 1.6 = 0).na Fig. 1211, Nas vizinhangas doponlaA.
= 0~ +1=0

Portanto. ¢ arce inicial estd centrado no ponto (0.9} com raio igual 3 unidade. Eatio um arco
pegueno é desenhado. O valor médio de x & o valor médio dex paraesie arco s&o u‘sades para
determinar um valor mais preciso de 8. Algumas tentativas sucessivas serdo saficientes para
obier um valor razoavelmente preciso de 5. Neste exemplo, primeiro srco AR daFig. 12.11
esth centrado no ponto P (x = 6.12.4 = 0). Parz 0 segundo arco sio feitas teplativas
sucessivas similares, mostrando que o seguado arco BC da Fig. i2.11 esta cemtradono ponto
P, (x = (.37, % = 0). Continuando desta forma. podemos construir a lrajetéria ale onde
desejarmos.

Da discussdo que acabamos de fazer, pade-se ver que uIn sisterna com &, que
depende de trés varidveis £. x €7. pode ser tratado da mesma forma. Ao construir
trajetdrias. entretanto, devemos manter a contagem de 1. {inf_ormagao}emporai
pode ser obtida da trajetoria. Alguns métodos para se obter informacio de um
grafico de piano de fase sio dados na segao seguinte.)

12.3 OBTENCAO DE SOLUCOES TEMPORAIS A PARTIR DE
GRAFICOS DE PLANO DE FASE

A trajetéria desenhada no planox—x é um graficode ¥ em fungiodex. O tempo
niio aparece explicitamente neste grafico. Parz & andlise de um sistemna, podemos
necessilar apenas de trajetdrias; entretanto, as vezes & desejavel se obter um grafico
da varidvel x em funcgho do tempo 1. Em tal caso, € possfvg% s¢ 0§ner a j.;olquc
temporal do grafico do plano de fase, mesmo quea equagdo diferencial ef_igmal N1a0
possa ser resolvida parax ¢ X COmo funges de r. O processo de obtengao de uma
solucio temporal é essencialmenie passo-a-passo e pode ser feito de varias diferen-
tes maneiras. Uma vez que a irajetoria estd graduada em £, 0 comportamento da
resposia 4o sistemna com respeito ao tempo pode ser visualizado.

Informagio temporal baseads em Af = Axji. Pode-se ver que para peguenos
incrementos Ax € Af. a velocidade média é dada pot Ymes. = AxfAr. O tempo
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Informacio temporsl baseads em ¢ = i (Lgudx. Como X = dxldi. entdo o

cremental A7 € entio ' . !
. , intervalo de lempo Iz ~ 1; pode ser expresso como
Ax
At = == {1235 1
X méd. t, — 1 = ‘. —X.wdx (12.36
A Fig. 12.12(a) mostrauma trajetoria no planox — X. O tempo incremental My '
:CeSSAMI0 para que o pontio representatvo atravesse o desvip incremental Ax g5 € A Fq.{12.36) mostraque se A trajetéria é refeitacom a coordenada }/¥ e 2 abscissa
1. aarea sob a curva resultante representa d correspondente intervalo de tempo. O

an = O3 45l 4p. De forma simifar. Afge = AxpeiX e Entdo 2 solugio temporalx =
1} pode ser facilmente desenbada come visto aa Fig. 12.12(b} Para boa precisio.
desvio incremental Ay deve ser escothido suficientemente pequeno para que as
yrespondentes varlagoes incrementais emx e/ sejam razoavelmenie pequenas.

niretanto. o valor de Ax ndo precisa ser constante. ke pode ser mudadode acordo 2] )

om as formas de Porgoesvda trajeloria para minimizar o trabalho necessario para se fap = J < ax (12.37)
bter uma precisdo razoavel. ' o

tempo requerido para o ponto representalivo na trajetoria para ir do ponio A ao
ponto B visio na Fig. 12 13(a) pode ser obtido da seguinle equagio:

. Otado direito da Eq. (12.37) é adrea hachurada na Fig. 12.13(b). Estaarea pode ser
X *] obtida analitica ou graficamente por Mei0s CONvenclonais.

' Quando o valor de X s¢ forna 2¢10 entre os limites de integracdo. o valor de ¥
se torna infinito. resuftando em uma dificuldade no calculo da integral dada pela Eq.
{12.36}. Por exemplo, 0 valor de ¥ se torna zero entre o ponto £ € o ponto D na Fig.
12.13(a). Portanto, o intervalo de lempo Becessario para ¢ ponto representativo se
mover do ponto C ao ponto D deve ser computado por alguma oulra forma.{Vejao

Hxge
método baseado em aproximagdes por arcos de circunferéncia apresentado a
seguir.}
'|¥ 2 A s
X
na e ; t
=} Xa \ i\\ X o T i x ‘
: - 2 ] 42§
Dxag  Dxge ‘
| |
(o} to) ; I
| [
y T . . e i wk 4
;ci:gf 12.12 (3} Uma trajetona no plano x-£ 1 (b um grafico du solugho teraporal xi1; em fungio ' | F
. g
g |
Para trajetorias no plano de fase normalizado [plano x — (w)]. akg. 11235 é P : - - 1 L o
nodificada para ' BN 0 ! x MR 0 11 '
[ / I
prmBr_ 1 Ax ‘ i
X méd. (f.}(i) g 4 gt
& Fiméd. 1 )
ivg
Em um caso geral onde a5 equagdes di iais originais 54
_ 2quagoes diferenciais originais sio dadas pelas Egs. ¢
12.1) e (12.2). A1 pode ser obtida da seguinte retagéo: ¢ : N, A tz doz
= Axr - Ax, 1 H
t , s 3
Sl imegs Xomend  Jel¥imear Xomee) @ )
i
aNde Xmeq € Xameq, 540 0 valores médios de x; e x, durante interv:
2méd. X ex, am dado intervalo de " . o . L . .
temipo Af. O mcre.m"enms em Ax,. Ax,. e A7 devem ser razoavelmente pequenos . i-:g 12.13 {a} Umatrapiona mpiam}m:(b}computa{;&ogmﬁca der,y. (Aared fiachurada
para uma boa precisao. igual @ fea)
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_Para trajetorias no piano de fase normalizado iplanox ~ (#w)]. 2 Eq. (12.36) ¢
modificada para

f, 1y = é’“'{:mdx

i
x
)

! Informaciio temporal baseada em aproximacoes por arcos de circunferéncia.
Z\‘esge método, a trajetdria € aproximada por uma segiiéncia de arcos de circunfe-
réncia centrados no eixo x. No plano x — X. se a varidve| x estd em movimento

hanm}nico simples em tornodo pontofx,. §) com uma velocidade angular de | radfs.
Ot Sein.

Fd{x—x)=0
entdo z trajetoria pode ser escrita como
F2 b (x — X = KO (12.38)

onde K é}zm:a constante de integragdo. A Eq. (12.38) indica gue a trajetdria é uma
cxrcanferenp;a de raio K, centrada em x = x5 = 0. A velocidade de um ponta
representative ao longo da trajetéria é dada por

(@) + (@)

{Es_ia yeiocidade ndo deve ser confundida com a velocidade £. que ¢ a taxa de
variagao temporal do desfocamento x.} Em geral. a velocidade de um ponto repre-
sentativo vana quando ele se move ao longo da teajetdria. A velocidade é ndonulae
finita. exceto em pontos singulares. onde esta velocidade se torna nula. porque
tanto dxjdr como di/dr se tornam zero simultaneamente. A velocidade do ponto
representativo na trajetéria circudar € dada por

NI X = X T e K

Isto 1f1dzca que a velocidade de um ponto representativo ao fongo da trajetéria é
constante. Como o perimetro da circunferéncia ¢ 27K e a velocidade de um ponto

£

/
\

> Fig. 12.14 Trajeténia circular.

representativo é uma constante K. este ponto requer 2o segundos para percorrer
uma circunferéncia compieta, portanto o periodo € 2w segundos.

A Fig. 12.14 mostra uma trajeiénria circular. O tempo necessério para o ponto
represeniativo na trajetdria se mover do ponto A ao ponto B pode ser obtido como

8
top 2 2R = B8

i

onde o angulo ., € a magnitude do angulo correspondente ac arco circular AB e
medido em radianos. Portanto. o lempo .5 em segundos é numericamente igual a
8,5 vad se as coordenadas do plano de fase sdox e X. isto é. se d,5 ¢ iguaia 0.5 rad.
entdo f,y ¢ igual a 0.5 s. "

£m geral. as trajetorias ndo sdo circulares; entretanto, podern ser bem aproxi-
madas por uma série de arcos de circunferéncias centradas no eixo x. Porexemplo.
considere a trajeidria vista na Fig. 12.15. Uma parte da trajetdria, ABCD. pode ser
aproximada por rés arcos circulares centrados no eixox. A B pode ser aproximada
por uma parte da circunferéncia centrada ne ponto P. Similarmente. BC e CD séo
paries de circunferéncias centradas no ponto ¢ ¢ no ponta R. respectivamente.
Entiot ;. 0 tempo necessario para um ponto represeniativo se moverdo pontoA ao
ponte D aa trajetéria. pode ser obtido como

fen = 14z T dpe F ey

ONde 7 45. far € Fop SE0 DUmericamente iguais a 8 5. O € Ocp. TESpectivamente; € .5
= APE. 8, =/BOC e 8 = ALRD . 10dos medidos em radianos.

Se o pluno de fase € normalizado comx eX/w como coordenadas. entacpe by
ndo sio pumericamente iguals. Vamos coasiderar este caso com mais detathes. Sea
variavel x estd em movimento harmédsico simples com velocidade angular  rad/s.
U seja.

§ o @iy - Xg) e

£f

Jan

=¥

Fip. 12.15 Aproximagio de uma traietona no plano x-5 por arcos de gircunferéncias.
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Tine,

/’< Fig. 1116 Computagdo prifica de £, PO
plano x ~ (Kjwl '

il BN
o]
2
w¥

a equagdo da trajetdria pode ser escrita como
X ? T o K%

onde K ¢ uma constante. A trajetoria dada pela Eq. {12.39} é uma circunferéncia
centrada no ponto (x,, 0) no planox — (Efw) com raioigual a K. A velocidade de um
ponto representativo na trajetoria € constante. ¢ €si€ ponto requer 2ariw segundos
para percorrer um ciclo completo. Portanto. na Fig. 12.16.¢,5. o intervalode tempo
requerido para um ponto representativo se mover do ponto A ao ponic B . pode ser
obtide como

2z 8 ]
! o W e VAR LAR
an = Xowy =

Portanto, no planox — {ifw). ointervaiode tempo i s segundos ¢ igual a8 o onde
8,5 ¢ medido em radianes ¢ w ¢ medido em radianos por segundo,

12.4 PONTOS SINGULARES

Nesta segdo. examinaremos o comportamento de trajetdrias nas vizinhangas
de pontos singulares. Considere o sistema

% mfz(x:s xz)

%& == fy(X1y X2)

oncief,(xl. xg} e fulx,, x5} 580 _fum;é‘es analiticas das varkiveis x; e x, nas vizinhangas
da origem. Suponha gue a origem € um ponto singular. ou um ponto de equilibriv, de
tal forma gue

fi(o’ O) R 0,
£0,0) =0
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vamos expandirf{x;. X3 efdx, Xy em setie de Taytor nas vizinhangas da origem.
O sisterna de equagOes entdo se tornd

. - + -
%?MI' " 513’:1 ”'I"‘ bixz - anx% - atlex:". "J_ aﬁ‘.’.xl t gl(xn x;) (224{3}
{

% m gy Xy T byx, + boxt— bopxiX, + byaX3 -k g:(Xy, X3) (1241}

onde g{xy. Xoj € gLx Xo envolvem apesas powncias de ordem trés ou supenor de

Ay € X . ) -

Nas vizinhangas da ongem. onde x, € X, SG0 MUHO peQUENOs, as Egs. (12.4g}) e
£12.41) podem ser aproximadas apenas por termos lineares, contanto que sejam
dominantes perto da origem. Entio.

‘%—‘ = a,x, + bX2 (12.42)
% = ay%, 4 by% (12.43)

U exame das solugdes das Fgs.{i2.42)e (12.43) é util para desenhar as trajeidrias

erto da origem. _
P As Eqsg. (12.42) e (12.43) podem ser modificadas para

i gx e bx =0 (1244
onde
X == X,
g = g, = by
b = a,b, — a;b,

Note que a Eq. (12.44) é-equivalente as Eas. {1242 e {12.43). Se as raizes da
equagio caracteristicada Eq.{12.44) tém partes reals negativas. todas as traietonas
perie da origem s¢ dirigirao a ela quando 7 cresce indefinidamente. Se pelo menos
uma raiz ¢ nula, entdoa estabilidade ndo pode ser determinada a ;)_art}r_da equagio
linearizada, a Eq. (12.44}. Neste ¢aso, 0 comportamento das trajetorias perto da
origem depende dos termos de ordem superior nas Egs. (12.40) e {12.4D.

‘Classificagio de pontos singulares. O grafico de plano de fase de um sistems
linear auténomo é uma famifia de rajetorias gue njo se cruzam, que descrev?nl :
resposta do sistema a todas as condigdes inicials possivers. Con§1dcte a equagac
diferencial de segunda«or‘dem lincarizada, Eq. (124, A iqcahzag.ao do ponts
singular no plano x — X € a grigem. A naturéza da solugao da Egq. (‘1244} (
determinada pelas duas 1a1Zes A; € Az da seguinte equagdo caracterisiica:

At gh 4 b



Agui supomos gue g ¢ b sdo copstantes Com b= 0. A localizagdo de A, e A no planc
complexo determing as caracteristicas o ponto singular. Pode-se ver que existem
0% segllintes seis Casos:

. Ay € kg 580 complexos conjugados ¢ estdo no semiplano esquerdo

. Ay € A, 880 compleros conjugados e estio no semiplano dirgite

. Ay € Ay 530 reais ¢ £S1RO PO semiplanc esquerdo

. ky € A, SAO reais ¢ estdo RO semiplane direito.

. A; £ h» 880 complexos conjugados e estdo 1o eiX0 fou . :

. Ay € Ay SBO TEals, A esta no semiplano esquerdo € A; estd npo semiptano
direito.

De acordo com a natlireza das respostas correspondendo a cada caso. 08 pontos

singulares sdo classificados como foco estavel. foco instavel. no estavel. Bé insid-

vel. ceniro. ¢ ponto de sela, respeclivamente. Os graficos de plano de fase de cada

nm dos seis casos sko ilustrados na Fig. 12.17. e ospontos singulares associados sao

ndicados. Se o ponto singuiar € um ponto de sela. td traletérias particulares que

entram no posto de sela ¢ separam 0 plano de fase em regibes de movimenios

distintos. Tais trajetorias sdo chamadas separairizes. As lrajetonas vistas na Fig.

12,17 podem ser construidas facilmente pelo método das isoclinas. Os graficos de

plano de fase mostram claramente o tipo de resposta do sistema. uma vez que 4

condicio inicial ¢ dada.

A classificacao de pontos sipgulares que acabamos de dar se aplicaapenas para
sistemas de segunda-ordem. Para sistemas de terceira-ordem out SUpETios. 0§ pon-
tos singulares s&o normalmente classificados como gstaveis. assintoticamente 5-
taveis. ou instaveis. Para detathes. refenr-se ao Cap. 15

OR A ki T 1D e

Cictos-Emite, Ciclos-limite ocorrem fregientemente em sisternas fisicos como
osciladores eletronicos. Ciclos-limite €m uma configuragio geométrica distinta no
grafico de planc de fase. ou seja. agueta de um caminho fechado isoludo no plano de
fase. Lim dado sistema pode ter mais gue um cicl o-limite. Umciclo-limite representa
wma oscilagao estacionaria. para a gual ou da qual 1odas as trajetdrias vizinhas itdo
convergit ou_divergir. Portanto ela divide o piano em Uma regizo interna € wing
externa. Nenhuma trajeidria dentro ¢foral de um particular ciclo-limite cruzi ¢
ciclo-limite para entrar na regido exierna iinternal.

Uim ciclodimite em um sistema ndo lineur descreve @ amplitude e periodo de
uma oscitagio mantida. Deve-se ressaltar gue nem todas as curvas fechadas no
plano de fase sao ciclos-limite. Um graficode planode fase deum sistema conservar
tivo. em gue nao hi amortecimento para dissipar energia. ¢ uma farsilia continoa de
curvas fechadas. Curvas fechadas desta espécie nao sio ciclos-limite porgue ne-
nhuma destas curvas ¢ isolada da outra. Tais trajetdrias sempre 0COTrem comouma
famitia continua. de tal forma que hd curvas fechadas em qualquer vizinhanga de
gualquer curvafechada em particular. Poroutro lado. ciclos-imite sao movimentos
periodicos apresentados apenas por sistemas n&o lineares nao conservativos. {3€ o
sisterna ¢ dissipativo em toda regido. entdo a perda liquida de energia 30 Jongo de
qualquer trajetéria no plano de fase € positiva. € ndo pode haver cictos-limite.
Portanto, se wm sistema ndo linear pao conservativo apresenta comportamento de
ciclo-limite. o amortecimento equivalente deve ser iguala zero.} Como cigios-limite
sioisciados umdo outro, ndo pode haver ciclos-limite nas vizinhangas de gualquer
um ciclo-limite.

Um ciclo-limite é chamado estivel se as trajetdrias perto do ciclo-limite.
originando-se de dentro oude fora. convergem para aguele ciclo-limite. Neste caso.
o sistema apresents uma oscilagao mantida com amplitude constante. Isto é mos-
trado na Fig. 12.18a). A regido inierna do ciclo-limite é uma regido fnstavel no
sentido em que as trajetdrias divergem para o ciclo-limite. ¢ a regido externa é uma
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Fig. 12,18 Ciclos-limite ¢ curvas tipicas de x em fung¢do de ¢. (&} Ciclo-lmile estivel, {b}
ciclo-limite instavel, {¢) ciclo-imite semi-estavel. (d} ciclo-limile semi-gstavel

regido estivel no sentido em que as trajetorias convergem para o ciclo-limite. No
caso de sistemas de controle tendo este tipo de ciclo-limite, o caténio de projeto
freqiientemente usado € o de fazer a2 magnitude do ciclo-limite peguena suficiente
para satisfazer os requisitos de precisio.

Unm cicio-limite ¢ chamado de instavel guando trajetdrias proximas divergem
deste ciclolimite. Neste caso, uma regido instavel circunda uma regido estavel. Se
uma trajetdria comega dentro de uma regido estavel. ela converge para um ponio
singular dentro do ciclo-limite. Se uma trajeténia comega em uma regido instavel,
entretanto, ela diverge e aumenta para infinito com o tempo. isto é mostrado na Fig.
12.18¢h). A regido interna de um ciclo-limite instdvel € a regio estdvel, ¢ a regido
exierna é a regido instavel. O critério de projeto para um sisterna de controle com
v tal ciclo-limite instdvel é fazer a regiao estével a maior possivel. Operagio de
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ciclo-fimite instavel pode ser realizada teonicamente se as condighes iniciais podem
ser ajustadas com exatidao. Entretanto, gualquer pequena perturbagio ird causar
instabilidade nesta operagdo de cicjo-limite.

Um ciclo-limite é chamado semi-estdvel se as trajetorias gue se originam em
pontos fora do ciclo-limite divergem deste. enquanto que trajetbrias que se origi-
nam em pontos dentro do ciclo-dimite convergem a este, como visto na Fig.
12.18(c}. ou vice-versa, como visto na Fig. 12.18(d}. Um sistema de controle pode
nio ter ciclo-limite. ou entio ter um ou mais.

Considere am sistema com dois ciclos-limite e suponha que estes dois ciclos.
limite estio localizados perto am do owtro. Se o ciclo-fimite mator é instivel.
enquanto que o ciclo-limite menor é estdvel como visto na Fig. 12.19. entdo as
caracteristicas do sistema se tornam similares ds de um ¢iclo-limite semi-estdavel
visto na Fig. 12.18(c}. De modo simitar. se o ciclo-limite maior € estavel. enguanto
gue o menor € instivel. as caracteristicas do sistema se tornam similares 4 de um
ciglo-limite semi-estavel. viste na Fig. 12.18(d}. '

Ciclos-limite estaveis podem ser observados experimentaimente. mas, em
virtude de “"raido’’, 0 mesmo nao se pode dizer de ciclos-limite instaveis ¢ semi-es-
tiveis.

¥
i Cicto-limite instave!

Cigtorlimite astavel

Fig, 12.1% Grifice de plano
de fase de um sislema com

dois ciclos-fimite. | ﬁy x

Com relagdo a operagio de ciclo-limite, devemos notar que. obviamente. deve
ser fornecida energia 2o sistema de alguma forma, por exemplo, uma tensac DC.
vento constante, etc. Em wm sistema auto-oscifatério, o trabalho realizado pela
fonte de energia, que pode ser constante, € periddico. Em outras palavras, um
sistema auto-oscilatério pode gerar um movimento periddico a partir de uma fonte
de energia nio periddica.

Finalmente, note que exceto em casos simpies, ¢ dificil ou impossivei determi-
nar a focalizagdo exata de ciclos-limite no plane de fase por técnicas analiticas. A
localizagio exata de ciclos-limite pode ser achada apenas por técnicas grdficas,
experimentais, ou computacionais.

Exemplo 12.7 Obtenha um grafico de planc de fase do sistema dado por

EAO0SE+2x A x2 =D (12.45)



Os pontos singulares para esie sisiema sao
x =0, % =0 e ¥ = =2, £=10

A natureza destes pontos pode ser determinada como segue. Em uma vizinhanga da origem. a
Eq. (12.45) pode ser linearizada pars

40580 - 2x =0
As duas raizes da equagdo caracteristica

AT+ 058 +2=0

Ay = 025 5 71,39, Ay = —025 — jl,39
Portanto este ponto singular é um foco estavel.

Em uma vizinhanga do ponte singuiar{ ~2. 0}. & Eq. (12.45) pode ser escrita como segue:
Fazendo

Vs X+ 2
obtemos

A0Sy 2y + ¥yt =0 {12.46)
Perto do pontoy = 0, ¥ = 0, a Eq. {12.46} se torna

y+089p 2y =10
As duas raizes da equagdo caracteristica

a2 050 —2 =0

fy= 108, gy = —1,69

Portanto o ponto singular (—2, 00 é um ponto de sela

Usando o método das isdchnas. o grafico de phana de fase, como visto na Fig. 12.20. pode
ser obtido. As duas trajetdrias que entram no ponto de sela {—2. 0} sdo separatrizes. Neste
sistema uma das separatrizes divide ¢ plano de fase em duas regides de movimento distinto.
Fm outras palavras. a solugio da Eq. (12.45) tem doks tipos diferentes de trajetdrias. O tipode
trajetoria depende da condigdo inicial. Se o ponto mical estd na regizo hachurada {a regtéc
detimitada por uma das duas separatrizes), as trajetdrias convergem para a origem. S¢ o ponto
inicial estd fora da regifo hachurada. as trajetérias tendem 2 infinito. (O desvio crescerd na
diregdo negativa sem limite quando o tempo aumentz indefinidamente.)

12.5 ANALISE DE PLANO DE FASE DE SISTEMAS DE CONTROLE
LINEARES

O método do planode fase € bastante itil para analisar sistemas ndo lineares de
segunda-ordem. Antes de apresentarmos a andlise de sistemas nfo fineares, entre-
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Fig. 12.20 Graficos de plano
de fase de um sistema descrito
porf + 055 + 2y - x* =0,

LY

tanio. ¢ deseldvel considerar uma aphicacdo do métode do plano de fase para a
anzlise de sistemas fineares de segunda-ordem porgue muitos sistemas de controle
com nao linearidades dependentes de sinal podem ser aproximados por sistemas
lineares por trechos.

Nesta se¢io. Hustraremos a aplicacdo deste método pa analise de resposta
transitoriz do sistema de controle de segunda-ordem viste na Fig. 12.21.

Resposta a degrau. Suponha que o sistema estd inicialmente em repouso. Para
este sistema. temos

T¢ + é= Ke (1247
Comoe = r — ¢. a Eq. (12.47} pode ser escrifa

Té - é+ Kee=TF 7 £17.48}

. . §{Ts+1}
Fig. 12.21 Sisterna de controle de {

seguada-ordem.




Para a entrada em degrau (s} = R, ¥ = r = Oparar > 6. Portanto. a Eq. (12.48)
pode ser escrita como

Té ~é+ Ke=0 parat>0 {12.49

Como foi suposto inicialmente que 0 sisterna estava em repouso. as condigdes
iniciais para o sinal de erro sdo e(0} = R e #(0y = 0. A trajetoria no planc e — €
comeca no ponto (R. 0} e converge paraa origem. 0 ponto singular do sistema. A
Fig. 12.22(a) mostra z trajetdria guando as raizes da equagao caracteristica do
sisterna s um par complexo conjugado e estdo no semiplano esquerde. A Fig.
12.22(b) mostra a trajetéria quando as raizes sao reajs e estao no semiplano gs-
querdo. Em ambos os casos. ¢ errg do sisterna 6 nulo ers regime estacionario. A
nafureza da resposta pode ser claramente visia nos graficos de plano de fase. Por
exemplo, ¢ sobre-sinal maximo no case subamortecido pode ser obtido do grifico
de plano de fase da Fig. 12.22(a).
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Fig. 12.23 Trajetérias correspondendo a resposias a degrau de sislema da Fig. 12.21. @)
Casoe subamortecido. b caso sobreamortecido.

Resposta em rampa. Paraa entrada em rampa r{t} = V1 ou rampa mais degray
At = Vi + R, as dentvadasde r{¢) se tornam 7 = Oer =V parat > ¢ Portanio.a Eq.
(12.48) pode ser escrita como

Té €+ Kee= V €12.50)
Seja
e ¥
¥ =

Fntdo a Eg. {12.50} se torna
T+ %+ Kx=0 (12.51)
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O grafico de plano de fase da equacdo diferencial dada pela Eg. (12.51) no planc

v - % é 0 mesmo gue o da Eg. {12.49 no planc e ~ é.

Nota-se que a nalureza do ponto singular ¢ determinada pelas raizes da
equacao caracteristica. A localizagio do ponto singuiar no planc ¢ — &, em gerat,
depende tanto dos componentes em degrau como da rampa da eatrada. (Neste
exemplo em particular. a localizagio do ponto singuiar no plano de fase depende
apenas da entrada em rampa porque o lado direito da Eq. (12.48) ndo contém um
termo em r.} Como é suposto gqie o sistema esta inicizlmente em repouso. as
condigdes iniciais para o sinal de erro podem ser escritas como

efly == R, Q) =V
-

onde R pode ser zero. As Figs. 12.23(a)e ¢{by mosiram trajetdriasno plance — 6. 1A
Fig. 12.23¢a) corresponde a0 caso em que as raizes da equagdo caracieristica.
correspondendo & Eq. (12.49). sio um par complexo-conjugado e estio no semi-
plano esquerdo. A Fig. 12.23(b} corresponde a0 casO €M Que as raizes s2o regis e
estio no semiplano esquerdo.] Nas Figs. 12.23(a)e (b}, para entrada em rampaa
trajetdria comega. pov exemplo. no ponto A. Para uma entrada em fampa mais
degrau & trajetérin comega. por exempio. no ponto B. Em ambos 0% ¢asos, as
trajetdrias cOnvVErgem para o ponio singular (VIK. 0).

Da andlise feita. pode-se ver que o grafico de plano de {ase do sistema vistona
Fig. 12.21 para uma eniraga em rampa ou rampa mais degrau é o mesmo que aquele
para uma entrada em degrau. excetoque 1odo ¢ grafico esta deslocado para a direita
de VIK. O erro estaciondrio da saida do sistema. guando o sistema estd sajeito &
entrada r{1} = Vi + R. ¢ VIK.

Note gue para um sis{ema com ym ponto singular é possivel deslocar a posigao
do ponto singular para a origem de um novo pianode fase introduzindo-se uma nova
varavel. Portanto, para tal sistema. as caracteristicas de resposia a degrau e
resposta a rampa podem ser mostradas em um gnico grafico de plano de fase. Para
um sisterna pio linear com dois ou mais pontos singulares. entretanto, ¢é impossivel
deslocar {odos estes pontos singulares para a origem a0 mesmo tempo. Portanto.
paraam tal sistema. é Imperativo se usarum grafico de plano de fase separado para
uma resposta a degrau ¢ para uma resposta a rampa.

él é4

=N
o

{o} )

Fig. 12.23 Trajetdrias correspondendo arespostas i rampado sistemada Fig. 12.21. ta) Caso
subamortecido, {b) caso sobreamortecido.
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Resposta impulsiva. Para uma entrada impulso unitdric. a eguagdo do sistemad
Té - ¢+ Ke =0 parar >0
com condicdes iniciais c(0—} = ¢(0-) = Qe

. sK - e fm K K
o) = lim e =0 M=l TR T T

O ponto de partida da trajetoria no plano ¢ — ¢ & 0. K{T). Em termos do sinal de
erro.

Té e Ke=0 paral >0
com condighes inicials
K

€0 =0, 0)=—7

No plano e — é. 0 ponto de partida {correspondendoar = 0 +) da tratetdria ¢ (0.
~KITy. As trajetérias indicando respostas a impuiso unitario para s > 0 sdo vistas
nas Figs. 12.24 ¢ 12.25. A Fig. 12.24 corresponde a um sistema subamortecido, e a
Fig. 12.25 corresponde a um sistema sobreamortecido. Nestas figuras. os pontosde
partida fem ¢ = ¢ +} das trajetdrias sao mostrados pelo ponto P.

é 4

(o}

7D
o

{b}

Fig. 12.24 Trajetorias correspondendo a respostas a impulsos anitdrios do sistema da Fig.
12.21 {caso subamortecido). (a; Grifica no plano e-¢. (b) grafico no plano c-c.
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Fig. 12.25 Trajetorias cormespondendo & respostas a impuise upitinio do sistema da Fig.
12,21 teaso sobreamottecide). {a) Grafico no planc e-¢. {b} grafico ne plano o,

12.6 ANALISE DE PLANO DE FASE DE SISTEMAS DE CONTROLE
NAO LINEARES*

Em sistemas de segunda-ordem com nio linearidades dependenies de sinal. ¢
nossivel aproximar o sistema por varios sistemas lineares por trechos. O plano de
fase inteiro ¢ dividido em varias sub-regides. cada uma correspondendo 2 uma
operacio linear individual. Ha um ponto singular para cada regido. embora eie
possa estar localizado fora daguela regido particnlar.

Se o ponto singular estd dentro de sua sub-regido. entdo ele € chamado de um
ponte singular real. Mas, se o ponto singular estd fora da sub-regido a que ele
pertence €. portanto. nunca pode ser alcangado pelas suas proprias trajetorias. ele €
chamado de um ponto singular virtwal. Um sistema de segunda-ordem com nao
linearidade dependente de sinal pode ter apenas um ponto singular real.

Todas as regides adiacentes a urma regido com um ponte singular real terdo
pontos singulares virtuais. A localizagdo ¢ natureza de cada ponto singular sac
determinadas a partir da equagao diferencial que governa a dada sub-regizo. A
locatizacio de um ponto singular pode depender da entrada. O grafico de planoc de
fase de cada sub-regido & ode um sistema linear. A trajetdria composta. gue ¢ obtida
juntando trajetérias nas fronteiras de cada regido de operacio. fornece a resposta
transitdria do sistema aao linear.

Sistemnas de controle com ganhos nio fineares. Considere o sistema ndo lipear
viste na Fig. 12.26(a}. O bloco chamado G ¢ o elemente de ganho ndo finear. A
curva caracteristica de entrada-saida deste elemento ¢ vista na Fig. 12.26(b). O

ganho do elemento ¢ unitario ou k, sempre que & magnitude do sinal de ervo e ¢
maior do que ot menor do que ¢,. respectivamente. Ou seja,

moe e para (el > €, (12.52)

m = ke para |e] < e, (12.5%)

*Esta s#gao segue a Referéncia K-1,
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Fig- 12.26 (3) Sistema ndo linear. (b) curva caracteristica de entrada-saida do elemento de
ganhoe ndo linear.

0 sistema tem um ganho grande para sinais de erre grandes € tem um ganho
peguenc para sinais de erre pequenos. O chaveamento do ganho pode ser conse-
guido usando-se um dispositive de chaveamente gue muda ¢ ganho do amplificador
abruptamente de um valor para outro. Para valores peguenos de €. 0 sistema
apresenta uma resposta lenta. e para grandes efros. uma resposta rapida. Esta
caracteristica pode ser desejavel para sistemas sujeitos a ruidos de baixa amplitude
¢ aita freqfiéncia uma vez gue sinais de ruido indeselaveis serdo suprimidos subs-
tancialmente. eaguante que sinais de comando podem ser transmitidos de modo
satisfatorio.

Como este sisterna € linear por trechos. € possivel obter zmjezorlas para este
sistemna combinando as trajetdrias de dois sistemas lineares.

Neste exemplo, supomos que ¢ sistema esta micialmente em repouso. A
equacio diferencial relacionando as varidveisc e m é

T¢ + ¢ = Km
Como e = r - ¢. esia iitima equagho pode ser reescrita como
Té-+é+ Kme=TF ¢ (i2.54)

Diois tipos de entradas serdc consideradas agui. a entrada em degrau € a entradaem
rampa (OU rampa mals degraa).
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Para entradas em degrau. Como para entradas em degraus = ¢ = G paras > 0,2
Eq. {12.54) se torna

Té+ée3+Km={ parat>0 €12.55)
Das Egs. {12.52). {12.53) e {12.55). obtemos as sega.[imes duas equagoes:

Té+é+ Ke=0  parale|> e, (12.56)

Té - é +kKe =0 parale| <e, (12.57

Para se obier a trajetoria do sinakde erro. os pontes singulares do sistema
devem ser iniciaimente determinados. Os pontos singulares estdo ondeé = é = {.
Esta clare. a partir das Egs. (12.56) e {12.57). que a origem (0, 0) € ¢ ponto singular
para o sistema representado por estas duas equagdes. Na andlise gue se segue. serd
suposto que as raizes da equagdo caracteristica. correspondendo 2 Eq. (12.56). sdo
complexes conjugados ¢ estic no semipianc esquerde do planc complexo. Por-
tantc. a natureza do porio singuiar (0. 0} neste caso € agueia de um foco estavel.

O valor de & € suposte tal que o coeficiente de amortecimento da equacio
caracteristica corrgspondendo & Eq. (12.57) é igual a um. Entdc. a resposta €
subamortecida para erros grandes e criticamente amortecida para erros pequenos.
Se arelagdo entre m ¢ ¢ fosse dada cu porm = ke oum = ¢ paratodas as magnitudes
dosinal de erro. entdc o grafico de plano de fase teria ¢ aspecto visto na Fig.
12.27(a} ou aguele visto ma Fig. 12.27b).

A Fig. 12.28 mostra a trajetoria do sipal de erro do sistema visio na Fig.
12.26(a). com as constantes do sistemasendo T = 1, K = 4.k = 0.0625, e, = 0,2,
Supoe-se que a entrada do sistema ¢ um degras unitdric. Como visto na Fig. 12.28.
o plano de fase esta dividido em trés regides. Na regido limitada pelaslinhase = ey ¢
£ = —¢q. OCOTTE WNA OPeragac linear representada pela Eqg. (12,37}, Fora desta

¢

AN
% G

N

{a} (o}

.

oy

[ g

Fig. 12.27 Grdficosde planode fase de sistemas ndo lineares. {a} Caso sobreamortecido{m =
ke}. (b} caso subamortecido (m = ¢},
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regi&c. ocorrerd a outra operacao linear, cofrespondendo & Eq. (12.56). Na Fig.
i2.28. a yajetoria comegando no ponte A. que ¢ determinada pelas coadigdes
iniciais e{0) = }.é{0) = {. tende a convergir para ¢ foce estavel (0, 03, A operagio
do sistema ¢ chaveada no ponto B, entrelanto, onde a trajetdnia intercepta a linha de
fronteirae = ¢,, Neste ponlo, a trajetéria é conectada a yma trajetéria pertencendo
a0 ponto singular da regido adjacente ¢ passando por este ponto. A partir do ponto
B. até que & operacio do sistema seja novamente chaveads. a trajetdria tende a
convergir para o né estdvel {0, 81, A operagdo do sistemu muda novamente no poato
C. e a trajetoria tende a convergir para o foce estdvel (0, & até que o ponto B ¢
alcancado. Neste ponto. a operacao do sistema ¢ chaveada mais uma vez. Repe-
tndo 0 mesmo processo., a trajetdria finalmente converge para o nd estave! (0, 9.
Em regime estaciondrio, ndo hi erro.

Pode-se ver que a trajetdria vista na Fig. 12.28 representa de forma gera
caracteristicas de resposta a degrau mais deseidveis do gue aguelas trajetdrias
vistas nas Figs. 12.27¢a) e {b}. no sentido de gue a primeira resposia ¢ mais rdpida
que atiftima. Para pequenas entradas em degrau, a resposta nio exibe sobre-sinais.
Para entradas em degrau de amplitude média. a resposta do sistersa exibe um unico
- sobre-sinal, Para entradas em degraus maiores, pode haver sobre-sinais e *"subsi-
nais”’ (undershoot} nas curvas de resposta. A Fig. 12,29 mostra curvas tipicas de
resposta a degrau,

24

?g, 1%%2;( 'im}eté:ia correspondendo a wma resposta a degrau unitdrio do sistema visto na
g 11.20(a}.

614
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emedio

2 peguenc

Fig. 12.29 Curvas tipicas de resposta a degrau para o sistema visto na Fig. 12.26(a}.

Fara entradas em rampa (ou rampa mais degrauj: Para o sinal de entrada
M) =R 4 Vr

a Eq. (12.54) se torna

Té ¢~ Km=V parat>0 (12.58)
Das Eqgs. (12.525, (12.83) ¢ (12.58}, abtemos parat > §

Té—~é-Ke=1V  parale]>e, (12.59)

Té--é . Kke =V  parale] < e, . (12.60}

G ponto singular correspondente 4 Eq. (12,59} ¢ (V/K, 0}, que & suposto ser um foco
esztgve? ¢ 0 correspondente 2 Eq. {12.60) é (V/Kk, 0), que se acredita ser um né
estdvel.

A localizacdo dos pontos singulares pode também ser obtidza graficamente. Os
valoresdee. correspondendo as intersecgbes dareta horizontalm = V/K comareta
m = ke ¢ com aretam = ¢, fornecem os valores de e dos pontos stngulares, Isto é
mostrado nas Figs, 12.30a), (b} ¢ (¢}, Para valores pequenos de V, ou seja, para [V]
< kKeq. 0s pontos singulares estio localizados dentro da faixa deltmitada pelas
relase = ze, nopianoe — ¢, Para valores médiosde V, ou sefa kK oy < V] <Key, 0
ponto singular, correspondendo a Eq. (12.59), estd dentro da faixa delimitada pelas
felas e = teg no planc ¢ ~ ¢, € 0 outro ponto singular, cotrespondendo & Eqg.
{12.60). estd fora'desta faixa. Para valores maiores que V. ou sefa, Vi > Key, 08
ponies singuiares estdo fora destafaixa,

Searelacio entrem e e fosse tal que m = ke durante a resposta temporal, entéio
o grifico de plano de fase do sistema sijeito & entradarfr) = R + V/ seria o mesmo
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Fig. 12.30 Diagramas mostrando as localizactes de pontos singulares.

que aquele visto na Fig. 12.2%a). com excegao de que 0 primeiro estd deslocado
para a direita de um valor VIKk. come visto na Fig. 12.3Ka). Similarmente. sem
fosse igual a ¢ durante a resposta temporal. entdo o grafico do plano de fase seria o
mesmo que aguele visto na Fig. 12.27(b). exceto que o primeiro estaria deslocado
para a direita pela quantidade V/K. como visto na Fig. 12.31b)

A Fig. 12.32 mostra a trajetoria do sinal de erro para O €aso V < kKeyp (05
valores numéricos usados para este exempiosdo 7 = [.K = 4.k = 0.0625, ¢4= 0.2,
R =03 eV = 004) O ponto de partida 4 da trajetoria ¢ determinado pelas
condigbes iniciaise(0) = R =03 ed(() =V =0.04. A trajetoria partindo do pontoA
tende a convergir para o foco estavel Po. Téo logo a trajetéria alcance o ponio B,
entretanto, a operaglo do sisterna é chaveada, e a trajetdria comega a CORVErgr
para 0 né estivel £,. Em regime permanente. o sistematem um erro. cuia magritude
é OpP,.

A Fig. 12.33 mostra a trajetoria do sinal de er7o guando kKe, < V < Ke. {Na
Fig. 12.33. as constantes do sistema sdo 7 = 1.K =4 k=00825,eeco=02 A
entrada é W1} = Vi = 0.4r.) A trajetdria comega no ponto A. que corresponde &s
condi¢Ges iniciais e(0) = 0, é(0) = 0.4. ¢ tende a convergir para o no estavel Py,
(1,6, 03. O chaveamento na operagic ocorre noponto 8, e entao a trajetéria tende a

convergir para o foco estavel Py (0.1.0. O sistema novamenie chaveianopontoC.e
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Fig. 12.31 Grificos de
Caso sobreamortecido ¢

ék

»

w¥

{0}

plano de fase de sisiemas ndo linesres com entradas em rampsa. (&}
m = ke, (b} caso subamoriecido {m = £},

e

0,2

_0.4

!4«“80 B o eg--——*\!

Fig. 12,32 Trajetdna correspondendo a uma resposta a rampa {rampa + gegrau} do sisterna

visto na Fig. 12.26(a).
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Fig. 12.33 Trajeldnia correspondendo 2 uma resposta 2 rampa do sistema da Fig. 12.26(a}.
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Fig. 12.34 Trajetonia correspondendo a uma resposts a rampa do sistema da Fig. 12.2&a).
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atrajetdria tende a convergir para o né estivel P,. Um outrochaveamento ocorre
operagho do sistema no ponto I, O mesmo processe continuia até que a trajetdnia
copverge para o ponto onde ¢ = ¢4. ¢ = (1. Pode-se ver.da Fig. 12.33. que & medida
que a trajetdria se aproxima do poato singular {e,. 03, 0 sinal de erro exibe peguenas
osciiacdes. e 3 magniwude do erro estaciondrio se torna #,.

A operacio estaciondnia do sistemna depende da construcio fisica do elemento
de ganho ndo lizear. Se o chaveamento de uma operagho linear para outra envolve
algum atraso. a resposta do sistema apresentard um ciclo limite em torno do pento
{e:. 63, Se o chaveamento ocorre instanianeamente. o sistema. em regime estacion:i-
0. apresenta uma espécie de oscilagho wdo-ou-nada (em inglés. charrering).

A Fig. 12.34 mostra e trajetdriado sinal de erropara o cascemque V > Key [ A
entrada ¢ ri1) = V¢ = £.21.] A trajetoria partinde do pento A. com o ponto
correspondendoa condigho inicial. tende a convergir paraofoco estavel P,.44.8. 0},
Entretanto. a operagho do sistema é chaveada no ponto B. e a trajetonia tende a
convergir para o foco estavel Py {0.3. 03, A operagdo é novamente chaveada no
ponto . e depois ro ponto . e finalmente a trajetdria converge para o foco estével
P.. A medida que a trajetoria se aproxima da vizinhanga do ponto P;. o sinal de erro
apresenta pequenas oscilagdes. que irdo decair para zero. Em regime estaciondrio.
a magnitade do erro ¢ OP,.

A analise feita até agora Hustrou gue os tipos de resposta de sistemas ndo
Hneares sio dependentes da entrada. Por exemplo. para uma pequena entrada em
degrau. aresposta ndo apresenta sobre-sinal. Para uma entrada em degrau grande. &
resposta é oscilatoria. Para uma entrada em rampa de pequena amplitude. a res-
posta é aperiddica, enquanto que para uma entrada em rampa de amplitude grande a
resposia € oscilatora.

Exempio 12.8 Considere o sislema visto aa Fig. 12.3%a). A curva caracteristica do elemento
nio knear ¢ visla na Fig. §2.35b). Supde-se que ndo hd atraso de tempo no chaveamento da

L L it om K <
whed | 71 E{Ts+h >
{et}
m 3
My 1
*e:; "’eg -
fn £y ']
+-M |
Fig 1235 (a) Sistema de controle ndp kacar:

ib} curva da caracteristica entrada-saida do
{b} elemento nao jfinear.
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ondigao Egado para a condigio desligado. Determine o com

: : . portamente de resposia a degrau
,azag:gapmaM estgsi:swma, Supde-se gue as constantes do sistema sdo T = f,szstee mgéai
= 02 e My= 0.2,

A equagBo para este sistema é
Fé+ é + Km = TF + ¥

Para ¢ > {), temos

o= My ‘parae > €
nroe= Q) parae, > e > ¢
m= M, parde < —eg

Para é < 8, temos

mmMu para ¢ > ey
m == ) parae, > € > gy
ma — M PRAg < gy

] 'Para eniradas em degran; A trajetdria desle sistema com uma entrada degrau unitdrio d
vista na Fig. 12.36. A resposta mostra um ciclo limite em regime estaciondno. Portanto. 2
psciiagdo na saidz do sistema continua indefinidamente.

2]

N

. 12.38 Trjetori ; - : :
gﬁ, 13 3502 'xageiorza correspondendo a uma resposta z degrai unitario do sistema visto na
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Para entradas em rampa: Para uma entrada em rampa #1} = V1. a equagdo do sistema se
torna '

Te+é+Km=V

Investigaretnos agora a resposta para a entrada em rampa para trés casos diferentes.
Caso I (V > KMy Um grifico de plano de fuse para ¢ caso em que Vo= 1.2 € visto na Fig.
12,37, A trajetéria partindodo ponto A. pot exemplo, seguird acaminho ABCD. A trajeroria é
assintGtica aretae = 0.4, O erro tendle & infinito guande o tempo aumenta indefinidamente.
Caso 2 (V < KMoy Um grafico de plano de fase para o Cas50 em que V = .4 € visto na Fig.
12.38. A trajetoria partindo do ponto A segie o caminho ABCDEF e converge para um ciclo
limite. A oscilagio de safda continua indefinidamente.

Case 3V = KMy): Um grifico de plano de fase para 0 caso em que Vo= 0.8 é visto na Fig.
12.39. A trajetéria partindo do ponto A segue 0 caminko ABCD. A traieidria converge para g
ponto D. Em regime estaciondrio, 0 sistema tera urm erTo estaciondnio igual a OD.

Resume. A matéria apresentada nesta segio pode ser resumida como segue:
Considere o sistema visto na Fig, 12.40. O bloco N no elo direto representa um
clemento de ganho ndc linear que ¢ dependente da amplitide. Se nfej assume
valores univocamente, ¢ wma fungdo continua ¢ diferencidve] de ¢, entdo sus
inclinacho dnlejide = n'(¢} define wm ganho incremental de majha. Enguanto a
trajetdria permanece em uma faixa vertical em torno de ¢ = ¢, no plano de fase, &
nao Jinearidade pode ser substituida por uma constante n'(e,) = K. () comporta-
menlo das trajetorias em uma faixa em torno de e = ¢, serd governado por uma

€}

Fig. 12.37 Grifico de plano de fase do sistema visto na Fig. §2.35(a. [0y = L2
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Fig. 12,38 Grifico de plano de fase do sistema visto na Fig. 2 38ay. iepyom (4]
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Fig. 12.39 Grafico de plano de fase do sistemu visio na Fig. 12.3Ma) {6 = (.81
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Fig. 12.40 Sislema de controle T
nao linear. i

equacao diferencial linear invariante no tempu. Isto €, para cada segmento de retu
da curva afe; em funcao de ¢ corresponde uma regio no plano de fase deatro da
qual as solugdes transitorias obedecem a uma equagio diferencial linear. Porianio,
o plane de fase inteiro esta dividido em vdrias regides.
1. Se n'{e) € substituido peio ganho vandvel K correspondendo a todos 03
possiveis valores de n ‘e, e se determina gue o sistema a matha fechada €
estivel para todos os valores de K, entdo é intuitivaments claro que o sistema
¢ estdvel ¢ que todas as trajetdrias irde convergiv para um ponto singular
Hnico ¢ estivei
2. Se o sistema a malha fechada € instdvel para alguns vaiores de X e estdvel
para outros. o sistema pode apresentar um ciclo-limite, ou ciclos-limite.
Considere o caso em qgue todo o plano de fase ¢ dividido em trés regdes.
como visto na Fig. 12.41. Se as trajetérias na dada regiko t8m um poata
singular dentro desta regio. entdo ele é um ponto singular real. Se o ponto
singular esta localizado fora da regiio dada. ele ¢ um ponto singular virtual,
Referindo-se & Fig. 12.41. suponha gue a regido 1 tem um ponto singular real
e que as regides | e 111 tém pontos singulares virtuais. Suponha tambem que o
ponto singular real € instavel e que 03 pontos singulares virtuais so estaveis.
Pode-se ver que todas as rajetdrias irio entrar na regido 1. Come o ponto
singular nesta regifo ¢ instavel as trajetdrias ndo podem permanecer na
regiao 1i. e acabario tendo que deixa-la. Portanto. pode-se ver que as
trajetdrias nio podem terminar em um ponto singular pois o Haico ponto
singular real & instavel. Elas nio podem tender a infinito pois 05 pontos
singulares virtuais sio estaveis. Portanto, o dnico comporlamento possivel
para as trajetorias € tender a um cicle-limite estdvel. O concelto de pontos
singulares reais € virtuais € muito facii de ser tratado, e pode ser estendido
faciimente para sistemas de ordem maior que a segunda.

Fig. 12.41 Plano de fase dividido
e rés regdes.




Lim sistema de equagdes diferencials ordinarias de ordem n contendo um
nimerce arbitranio de ndo lineanidades continuas ¢ univocas. onde cada ndo lineari-
dade pode ser aproximada por um numero suficientemente grande de segmentos de
reta {em outras palavras. onde os aspectos topoldgmeos da solugaoe de tma equagic
diferencial sio preservados sempre gue a nio lneandade € substituida por ume
aproximacio por uma reta adeguadamente escoihida.. € chamadomonoestevel se &
equacho diferencial inear em cada ponto no espago de fase € estavel Em outras
palavras. a tquagao diferencial a que nos teferimes deixa de ser monoestave.
apenas se & eguacio diferencial hinear incremental @ instivel em algums regiao ne
espaco de fase. O comportamento dinamico de sistemas monoesiiveis & essencial
mente similar a0 de sistemnas lineares. Se a trajeidns no espago de fase permanece
dentro de duas superficies conceéntricas esféricas Tom nenhum ponte singulur
disponivel. emio ndo podemos afirmar gue a traletdna tenderd pars Bma orbita
pericdica ou ciclo-limite. Entretanto € verdade qus 3 trajetona tenders para uma
irajetéria limite guase periddica. Em um sistema de controle. ta! trajeidria geral-
mente representa wm desempenho indesejavel. tarto quanto uma drbita periddica.

. 12,7 COMENTARIOS CONCLUSIVOS

Neste capitulo. apreseniamos a analise grifica associada com sistemas de
segunda-ordem. A maior parte da discussdo foi dads no piane de fase com as
coordenadas x ¢ ¥. CQrutras varidveis podem ser usadas come coordenadas. mas ¢
grafico de plano de fase se modificara de acordo.

Mostramos que o comportamento limite das traietorias de um sistema de
segunda-ordem quando o tempo ! tende a infinito serd uma das trés possibilidades
seguin{e<
. As trajetorias tendem pata um ou mais pontos de equilibrio estdvels,
As trawtdrias tendem a infinito.

3. As trajetorias tendem a um ciclo-lmite ou cicios-limite.

Mostramos que ¢ possivei estabelecer todas s YaraCieristicas qualilativas du~
trajetorias examinando o campo de diregdes definido pelas eguagdes diferenciais
em um nimero suficientemente grunde de pontos no plano de fase. Pode-se fuzer
COm que a precisao de tal grafice seju tho boa guanto deselada. deniro de certos
limites.

Embora a andlise grafica do plano de fase sejx imitada a sisiemas de segunda-
ordem. 0§ conceitos da analise de plano de fase podem ser estendidos pura sistemas
de ordem superior. Em virtude das dificuldades de trabalhar graficamente em
espago tridimensional ¢ du impossibilidade de visualizar trajetdrias em espagos
n-dimensionais se¢ # > 3. torna-se necessano utilizar outros métodos. Os métodos
de anilise de espago de estados. que sdo indispensdvels na teoria de controle
moderno e gue sio apresentados nos Caps. 14 a 16, séo extensoes do método do
planc de fase e sdo aplicaveis na analise € sintese de sisternas dindmicos em espago
n~dimensional.

JlJ-«

PROBLEMAS }?:.USTRATIVOS £ SOLUCOES
Gk

Problema A.12.1 Considere o péndulo simples visto ne Fig. 12,42, A equacio para evie
sEsterma €

g = wé}iseng
Obtenha a equagio para & tryjetoria. Em seguida construa o grifico de plano de fase,
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5jg ...... W.n%’_smg
ou
646 = m—sene 46

Iniegrando ambos os lados da Eq. (12.61}. obtemos a equagdo da traeidnia

; a anar “gm —
mz.,ﬁz ; cos B = &

onde & € uma constante. Facamos

a8 {g .
"‘E‘“‘a' \.’T w

Entdo a Fg. ti1.61) se torne

mw:senz‘?
g

8,
Wz

\/
\/\/\~
A7

)
)

Fig. 12.43 Grificos de plano de fase para o sisterma de pénduio simples.

{1261
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As isochimas s&0 curvas sencidais. A Fig. 12,43 mostra ¢ grafico de plano de fase para ©
ISLEemaE.

roblema A.E2.2 Considere o sisterna visio Bs Fig, 1244 Suphe-se gue © sislema @sta
niciaimente e Tepouse. A entrada dosisiemad a funcdo pulise vistana Fig. 124560, A alturs
» & kargura o pulso 530 h € . Fespectivamente. Esta entrads em pulso pode ser considerada
~omp & soma de duas eniradas em degrau. como visto na Fig. 124500 A entradz em degrau
nosiivo ki1 ¢ aplicadz em 1 = 0, e entdoa entrada em degrau negativo ~Jr Hir — @l € aplicada
S

Construu & raleidriz do sisiemu quando sUlelie & o5ls emrads em pulso.

Al

Fig. 12.44 Sistema de¢ conirole.

s

=
o

h
: n 11 Fig. 12.45 ta) Fungao pubso;
it Guas fungdes degran pars
T se obter u tungao pulso.

....,...,._.
~¥
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Solucko. As equagdes para O sistema s&o
Té -6 + Ke == 0 paral <7< @
7¢ ~ ¢ — Ke
Té -~ é ~ Ke

§

0 para { = 4
G para(f < !

i

Suporemos que 0s polos da funglo de transferénaiade malha-fechada sdo compiexos conju-
gados ¢ esi3o no semiplano esquerdo. (Cutros casos podem ser tratados de forma seme-
lhante.}

Como é supasto gue 0 sistema estd iniclalmente em repouso. as congdigdes inicials para o
sinal de oo 540 o401 = k e ¢{01 = . Emao. como visto na Fig. 12.46(a). a trajetonia no planc
£—¢ COMECA BO POALO A € Segue O Caminho que Converge para o foco estavel (0. ) até gue !
= . Em! = a.a trajetéria aicanga ¢ porto B. Como a entrada em degrau negativo € aplicada

+

¥

(W g

ek {] -
\ e
rx Mf,o} N e e
\‘J e Salto
(b}
Dlgs—h —6s) Ble,. ~ &)
; '
; i
H H H
2 2 ‘1
E = ———
H i a0
: Ay
| ! \
| | \
4 ' \
3 / - !
b * f’r“l i. .
Clén= D T '
{ ) Piroy  ©
N /
\‘__/
{a}
(e}

Fig. 12.46 {a) Trajetoria no plance-¢. (b trajetdria indicande um salto, {¢) trajetoria no plano
-
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neste instante. u trajetaria pula do ponto B ac ponto C. ondee = ~x. Daponto €. atrajetoria
mila para o ponto 7. Estes salios do ponto 8 ao ponte £ ac porio D ocorrem no instantel = a.
Do ponto D, a trajetdria converge pata & ongem. Some visto na Fig, 12.46lal. o plano de
fase. tais saltos podem ser indicados por uma finha tracejada. come visto na Fig. [2.46tby

Em termos do sinal de entrada. as eguagdes do sistema se tornam

Fé =+t~ Ke=Kh parall <: <8
T¢ g e Ke =0 para & =< :

No plano ¢ ~¢. 2 traietoria parte da origer omo visto na Fig. 12,4605 1510 acontece porgue
as condigdes iniciais sio et0) = {0 = 0. A rajetdriatende aconvergir para um focoesavel P
Em ¢ = . a trajetéria alcanca o ponte 4. Nesie momente. 0 ponto singular do sistema ¢
chaveade do ponto P 4 origem. Poranto. parai > o, & (raietonia CONVErge pars & ORgem. um
foco estivel. como visto na Fig. 12462 . A trajeidria no plano r—¢ Rao exibe gualsquer
saltos. Come visto da Fig. 12.46(c}. & resposta a0 pulse da saida do sistema c11) € oscilatéria
Uma vez que se supde que os palos da fungdo de transferéncia de malha-fechada séo comple-
x0s conjugados e localizados ne semiplano esquerdo. Se o2y fosse desenhado em fungho do
tempo. © poRto A na Fig. 12.46(c) corresponderia a0 primeiro porito de inflexio da curvade
resposta temporal.

Problema A.12.3 A Fig. 12.47a) mostrz um sistera de controle com uma néo linearidade
tipo saturagio. A curva da caracteristica ge entrada-saida da nao linearidade tipo saturagdo ¢
vista na Fig. 12.4%b}. Supondo que o s:stema estd inicialmente em fepoUSO. CONSITua as
trajetdrias no planc de fase guando o sistemad sujeito a uma entrada em degraur(f; = R euma
entrade em rampa risy = Ve, (V > (). Supbe-se que as constantes do sistemasio T = 1. K = 4.
eo= 0.2 e My= 0.2

¢ e L/'- m K e
| S siTset) -

{o

"}

Mo-

~e0
P e
..WHO
(i

Fig. 12.47 (a} Sistema de controle com nao linearidade tpo saturagao. (b} curva da caracie-
ristica entrada-saida da nio hineandade tpo saturagio.
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Solsge. Da curva caracierstics da saturago vista na Fig. 12.47(b}. obtemos

o= o para ¢ = €
m o= AL para £ = €y
o= —'}tfu pare ¢ < —Ep

A eauagdo para 0 sistema €
Fé i~ Kpt =TV - 7
Para enirada em degraic: Para a entrada em degrau. F = ¢ = 0 para 1 > . Portanto.
Té v é — K =0
Para a operagao Hnear do sisterna.
T€¢ ¢ - Ke == 0

O ponto singular (0. 0) ou ¢ um ad estdve] ou um foco estivel. Para a operacdo ndo linear do
sistema.

Té— ¢ KM, =0 parae> e
Té —é — KMy =0 parag < &g
Definamos

dé

g ¢

¢ entdo obiemos

_EM,

€ = oy para ¢ > £ {12.62)
o - T
KM,

£ == T T para € << —#&g (12,63
o - F

Da Eq. (12.62). pode-se ver que para e > g, todas as trajetdrias s&o assintotices a reta
é = KM,

que corresponde a o« = (. Similarmente. da Eq. (12.63). parae < ~¢s, todas as trajetérias sao
assintoticas & rela

\‘.7- = KJM{_}

A Fig. 12.48 mostra um gréfico de plano de fase para a re@ifio el = ey A Fig. 12.4% mostra a
truietdria quande O sistema estd sujeito u uma entrada em degray de amphiede 1
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Fig. 12.48 Grificode planode fase paraaregifio:e > ¢y paraosistema visto na Fig. 12.47(at.

e 4

o

] o

-2 0.2

Fig. 12.49 Trajetdna correspondende a uma resposia a degrau do sistema visto na Fig.

1247041
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Fure peiradas e rampu: Paraaentrade emrampa.r = V7 e = ¥ = constunte. Portanto
W eQuaghe do sIstema s¢ lorna

fé =i - Fm =1

o
Té—é -t Ke=V para el << eg
Té—é ~KMy=V  pane > ey
Té—é —~ KMy =V parue < —eg
O paniv Hlur pari o operagda linesr esta jogubzado em (VKL . Eie ou ¢ um foco 2ataved
ou e ne avel Para operagoes ndo incares,
KM,
T T
£ o= pare € Zr £q
& -
T
KM,
4T "
£ = T Pard g < gy
& e
T

Borze o5 2zcetopura 0 cuse especial quando V = AV s traietdrias sdo assintoticas a refa

¢ 1 — KM, t12 64}
Z.pare s T = as Iraietdrias sho assimdticus & reta

¢ e b KAy 11365
I3~ Eas. i2.6d4r e (12651 pode-se ver quu @ Feti paki a gied s ajtidrias s aproximan:

GssIRIATISHTEnte Ou eskd adima (o ¢ ¢ ou abuizo do¢lxor . dependendode Vs KM oud ~
KM,

Cass F oV 0 KA O priafivo de plano de fase para o casoemgue Y = 1.2¢ vistona Fig. 2208
Se uvondicho intciul ¢ duda pelo pOntoA | entho 4 trajetdna sepue o caminho ABCD. Doponio
B ow ponic O e trafetoris tende o convergir pare um foco estavel (ViK, 01 entreten:, o
traieions néo pode vonvergr para este fovo estavell Ap inviés disto. & trajetona s e
ASMAGHSE & rela horzomal ¢ = 0.4, Em regime estaciondario. o erre se torna mfimte.
Case: 2108 KM 1 O grifice de planode fase parg o caso emgue Vo= (L4 € vistona Fig, 1255,
Se z condicao miciul ¢ dada peto ponto A . entfo a trajetone converge para um foco estavel,
VIR . Qi o ponto singuiar real

Case 31V = KMy Neste caso. parae = ¢4,

Té— ¢ = {)
ou

g € ;
elr o z.} =

Fsto significe gue purae ey s rajetdnias ou sio reias com inclinagho - T ouuteta e = 0.0
grifico de pluno de fase parao casoem gue V= 0.8 € visto na Fig. 12,32, Se a condigio inictal €
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Porite
singuiar
virtual

, -2l 0.2

ig. 12.56 Grafico de piano de fase do sistema visto na Fig. 12.4%ay (e = LU

~ozioz

Fig. 12.81 Grdfico de plano de fase do sistema visto na Fig. 124y rn) = G4r]
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i

2

3,2 0,2

Fig. 12.57 Grifice de plano de fuse do sistemna viste pa Fig. 1247 iy = {.8%].

dada pelo pomio 4. & trajetdria segue © caminho ABCD. Do porio 8 4o pomo C w tragetoria
tende 1 convergir para o foco estavel e (VK. @ Do ponto C & raietorns Converge at pOTHLG
. A resposta termina no ponte DA amplijude do erre cRaOONAND e Jh.

Probiema A.F2.4% A Fig. 12.5Ma mostra um diagrama de biogos de um sistema de
controle com amortecimente pio Hneas. A cufva du caracierisiics de entrada-saide do
elemento nao linear G . € vistu pa Fig. {2 %b;, A caracteristica do elemento nao knear € tak
que o sinal m € nulo Se A magnitude do sinal de erro & mumor do gue 6. Lsto significs que para
sinais de erto grandes ¢ sistema tem smoriecimento nulo oW uma constante de velogidade
infinita. Para sinais de erro MEnores {ie- < eql. O sisteMma tem 0 WERD de amortecimento Ko
Portanto. & guantidade de sinal rucomeétrico de realimentagdn ¢ comrolada nzo linearmente.
As caracteristicas de resposta transitoria deste sistema 530 em geral. superiores as de
sistemas Hneares. no sentido de gue 08 primeiros €m caracteristicus de resposta mals rapidu
com menor sobre-sinual do que o8 GlLMOS. {Pars um sinal de erro grande. o sistema apresenta
resposta mais rapidal para um sinal de errp menor. o sistema é bem amortecide.}
Supondo gue o sistemaesta inicialmente eMm Tepouso ¢ que as constantes dosistemasdoK

Cw 4 Ky bee.=02.construaa trajetoria no planode fase normabizado guando o sistema ¢

SUIgIte & uMma entrada degray unilano. Em sepuida constua as trajetérias no plano de fase
normalizado quando 0 sistemia ¢ suieito a umu entradarr) = G5~ G euma entradarify =1

*Reteréncia L-8.



Solugae. Du Fig. 12.531a). oblemos

&= Kb
b= —mi
Comp—¢

A equacko para o singl de erro pode seT esCrila Come
& mKé + Ke =¥ = mKr H1D.66;
Da Fig. 12.53%h).

m= K, paraje; < €

m = G paraie| > €

Para entradas em degraw, Como para i ectrada em degrauF = ¥ = O paras = itz Eq.
[12.66; pode ser simplificady para

&~ KKyé +~ Ke=0 paraiel < g {1267}
#-Ke=0 panie > ¢e; (12,683
r 8 £
A

{ot
M
4
Ko
X -
-y 8] 2. #
{&)

Fig. 12.53 (a1 Sistema de controle com amortecimento nao fngar: (b curva da caracleristica
entrada-saida do elemento ndo linear Gy,
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Fig. 12.54 Trajetéria correspondendo a uma resposta a degrau umtano do sisterna visio na
Fig. 12.583a)

Portanto. a operagho do sistemu consiste em dois modos lineares. Das Egs. (12,671 (1268},
pode-se ver gue para ambos os modos de operago linear a origem ¢ o ponto singuiar. Para
iel < 4.0 ponto singular ou € UM A0 estivel ou um foco estdvel. Paralel > ¢, o ponto singular €
Ui Cemre,

BaEq. ¢12.68). pode-se ver que a Irajetdria é paraie: = ¢q & uma gircunferéncia no plane
de fase normalizade {plane e~16/y K} A Fig. 12,54 mostra a trajetoria do sinal de €rvo no
plane de fase normalizado quando o sisterma € sujeito a uma entrada degray unitdnio.

Para entradas em rampa ou rampa mais degray: Vamos chamar

rity = R = V{1

Para 1 > 0. 2 Eq. {12.66} pode ser reescrita Come

£ b mK& — Ke = mKV

cu

é 4 KKoé ~ Ke = KK,V paralel < e (12.69)

é - Ke =0 parz lei > ¢ {12.770)

Das Eqgs. (12,691 ¢ (12,701, determinamos que o ponto singular para € < ¢, € (K4 Oy e gue
para # > ¢, ¢ a ongem (0. 01, Como o sistema tem amortecimento pOsitive para € < £y 0
pomo singular (K4 . 0 ou ¢ um nd estdvel ou um foco estdvel. Para valorss menoresde b ou
sejn. V' < eofK . 0 ponto singular estd no eixo ¢ entre 0 e e para valores matores de ¥, 0u seJi-
¥ > pofK,. cie se localiza sobre o eixe e & direita do ponto e = ¢4
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Fig. 12.85 Trajetoria correspondendo & GMa resposia & Tampa (ramps ~ degrau) 4o sistemna
visto na Fig. 1253, [y = 0.5 - 8.0
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£

Fig. 12.56 Trajeioris correspondendo s umi resposta a rampe do sistema visio ns Fig,
12.53a. [ = 1]
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0.5el = (1. A traieléna parie do ponto A . que € especificado pelas condigdes iniciais 01 =
0.5 ¢052 = 0.05. () ponto Fepresentativo 5¢ TOVE 20 longo do arce ceatrado na origem até
quie  Lrajelonia Alcanga aTela e = e N0 pontod B, onde a operagio do sistema ¢ chaveada pars &
outra operagac hnear. Deste ponioem diante. a trajeldria CONVETEE para o ponio singular P,
(K4, . Em regime estaviondric. a amplitude do emo ¢ OF,.

A Fig. 12,36 mostra s trajetdria do sinal de erro no plano de fase normalizado guando R =
(el = L A iraeldns comega no ponta A, gue correspande as condicdes inicias {01 = 0.
FONY = (L5 ¢ comegy b COMVErgit para 0 potloe singuiar Pt 5. No ponte 8 ocorre ©
chaveamentc N« Operacas do sislema. € & traetdria COMecs & CONVETEr pats um centro 6. O
No ponte {. 0corre oulre chaveamenio fa Operdgac. Repettmnddo o mesmo progesso.
trajeloria finsimerie Lo Tge parz o pomofe,. O Nas vizinhancas do ponio te.. G o sinal de
erro gaibe pecuenss oscinides. :

£ comportamento de regime estaciondrio do sistema depende da consirugao fisica deste.
§e o chaveamento enlre duas operacdes linedres aconiece instantaneamenie. o sistgma
apresentard ¢ chatierng em regime gstacionario. Se ha um atraso considerdvel no chavea-
mento. entrelanto. ¢ sistema exibird wm ciclo fimite em 1omno dO ponto e, .

Iya andlise gue fizemos. pode-s¢ ver que paraa entrada em rampa 1} = V1 o sistema nao
linear presente tem um erTo estaciondrio de amplitude ¢, ou menor. dependendo da amplitude
de V. Isto pode ser considerado como uma vantagem do sistera ndo linear em discisssaa sobre
sed sislermna linear correspondente, porque. para uma entrada em Tampa rif) = V't, 0 sistema
Linedr cula equacio diferencial ¢ dada pela Bq. (12.69) temum erro estaciondrio de KoV que €
proporcional ad': portanto ele pode ter um valor grande pari um valor grande de V. nocaso do
sistema mio near e discussao. a amplitude do erre estacionanio para entradas em rampa € no
maxitho e, Ui pode ser feilo pequeno.

A Fip. 1.5 mostra 2 trajetoria do sinsl de erre po planode fase normalizado quandoR =

Problema A.12.5 4 Fig. 1257 mostra um servomecanismo de segunda-ordem com atnito
de Coulomb. O atrite do Coulomb é uma forga de atrito independente da amplitude da

Atrilo de
Coulomb

JA——

Fo b

¥ig. 1287 Servomecanismo de segunde-ordem com airito de Coulomb.

velocidade mas sempre se oponde a ela. Desenhe as trajetérias no plano e—¢ quando ¢
sislema ¢ suietio as condiches inichats (i ell = 2.2 S0 = 0 GivetDr = 1.5, atfh = §. Suponhu
que as conssantes do sistema sio K = 2.0 = ToeFo= L

Solugho. As equaghes gue descrevem a dindmica do SISTEMA SR0

Jé moh=Ke —h
£ouws po—g

697

Y



onde

h=F, para ¢ > G
w —F,  para¢ <0

Em terme: Jo sinal de erro, as equagdes do sistemn. podem ser simpkitcadus fornecende
JE — Ko o fp = JF 270

N4 anaiss rresente, r = (. Portamto a Eg. (12,71 »2 10tha

Jé = Ko fy == O

O
JégémKewé—F,mO para é > 0 (1272
‘Iégi — Ke oo F, = (@ parag <0 H2Th

Vamos definir

K ot
T

Entio a Ec +12.72) pode ser escrita

to Fooge =
&wﬁ€a~m(€”!”wi:_]de——0

integrand. =mbos o3 lados desta ditima egquagie. sbiEme-se

PE - ) F“:_ 3 a7
[a - (6’ -+ “K— =4 L1274

onde A € uma constante. Esisé a equagiio de uma circunferd ncia no plano de Fase normakizado
|plano e~ o)]. G centro da circunpferénciaestieme = ~F /K. éfw =0l e oralo é iguala 4
Como & Ec. 112.74) vale para ¢ > {1, ay trajetdrias no semiplano superior no plano de fase
normakzaas sao semicircunferéncias,

De forma semethante. & Eq. (12.73) pode ser reescrita como

onde B ¢ uma constanie. As trajetorias ne semiplano esguerdo do plano de fase normalizado
tambem sao semicircunferéncias.

Pade-s2 ver que o efetio de atrito de Coulomb na resposta do sistema ¢ deslocar o prifico
de planedz fase do correspondente sistema linear. sem o attito de Coulomb. du distdncia FL/R
para & esquerds no semiptano superior . & mesmna distdncia. para & direita no semiplano
inferior.

A Fr 1158 mostra duas trajetdrias correspondendo iy condicdes inivials dadas. A
trajetariz Senotads por ticindica gue hid um erro estaciondrio de magnitude 0.0 A trajetons
denotadz por (i termine em efQ) = - G5, 41l = ¢ portanto o sistemu cxibe um erro
estacionanc de magnitude 3.5
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Fig. 12.58 Trajetdrias para o servomecanismo visto na Fig, 12,57,

PROBLEMAS

Problema B.12.1 Construa um grificoe de plano de fase do sistema definido por
A L W £

Ayw 2y o X

Problema B.12.2 Construs urn grafico de plano de fase para o seguinle sistema:
.i'). ..... ;x';___-._(}

Problema B.12.3 Consiruz um grifico de plano de fase do seguinte sistema

6 -6 +senf =0

Problema B.12.4 Determine as localizages e tipos de pontos singulazes do sistema niio lingar
descrito por

¥ =063 — 6ix) =+ x; ~ 0,188xix, — 0,755}
Xy = —025x; = 0dx; - 0.047x7 - G 188x x3

Problema B.12.5 A sepuinte equagho € chamada de eguagio de Van der Pol-
Tl — xNE - x =
Betermine o tipe do ponto singular. Desenhe um grifico de plano de fase.
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Problema B.12.6 Obtenha a trajetoria que representa a resposta do sistema visto ma Fig. 12.59
quando este ¢ sujeito 4 entrada

Py = Ry 1) + Ry 3 — 2y & Ry e — 33

onde 1¢ ~ 1, é uma fungiio degrau unitdrio que ocorre em ¢ = £, Suponha que o sistema esta
inicialmente em repouso.

Problema B.12.7 Considere o sislema visto na Fig. 12.68. Construa grificos de plano de fase
“para este sistema noplano o-¢ quando K = 0e K = 1. Suponhaque aentradany) & nulaparat >
@ e que © sistema estd sujeito apenas 4 condigdo imcial.

b Fig. 12.60 Sisiema de controle.

Ks + 1 &

Problema 8.12.8 Construa diagramas de plano de fase para 0 sistema visio na Fig. [1.61
quando & = Ge A = 6.1, A entrada r € uma fungdo degrau unitdrio. Use ¢ ¢ ¢ como as
coordenadas.

z prsssemr g
! e y i 1 i < 2.
i i e -
O
PPN . -

Fig. 12.61 Sislema de
controle nao linear.

Problema B.12.9 Considere o sistema visto na Fig. 12.62. A entrada r ¢ uma fungao rampa
umitaria. Construa vima trajeiona tipica no plano e-¢.
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Fig. 11.8% Sistema de controle.

Fig. 12.62 Sistema de
conirole nao inear,

Problems B.12.38 Considere o sistema vislo n‘a_Fig,llz,ﬁl Stzp(mhg que ele estd sujeito
apenas & condigao imicial. Construa uma traietdria tipica no plano c-c.

Y

Fig. 12.63 Sistema de
controle ndo linear.

. Fig. 121.64 Sistemna de controle ndo linear.

Problema B.12.11 A Fig. 12.64 mostra um sisiema de segunda-ordem com um sanhﬁ jd*g
realimentagio nao lipear. O bloco K indica um ganho de controle proporcional. €0 bioco 1145
indica uma carga inercial pura. A caracteristica do glemento nao linear na malha dte realimen-
tagio tacométrica ¢ o de uma saluragao. . LA

Desenhe trajetorias lipicas no plano e-¢ mostrando as respostas para vanas condigdes
iniciais. Suponha que K = 5.J = l.ea = L.
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13

Sistemas de
Tempo Discreto

e o Meétodo da
Transformada z

13.1 INTRODUCAO A SISTEMAS DE TEMPO DISCRETO

__Sistemas de tempe discreto. ou sistemas a dados amostrados. sao sistemas
dinamicos em gque uma ou mais varidveis podem mudar apesas em instantes
discretos de tempo. Estes instantes. gue denctaremos porkToun = 6.1.2. .}
podem especificar o instante em que € feita alguma medida fisica ou o instante em
gue ¢ lida a memdria de um computador digital etc. G intervalo de tempo entre dois
instantes discretos ¢ considerado suficientemente pegueno. de tal forma que os
dados para 0s tempos enire estes instantes discretos podem ser aproximados por
interpolagdo simples.

Sistemas de tempo discreto diferem dos de tempo continuo. em gue os sinais
para um sistema de tempo discreto esido na forma amestrada.

Sistemnas de tempo discreto ocorrem na pritica quando as medidas necessairias
para ¢ controle sdo obtidas de formaintermitente. ou um controfador de larga escala
ou computador ¢ muttiplexado no tempo entre varios processos de tal forma queum
sinai de controle ¢ mandado para cada processo apenas periodicamente ou guando
am computador digital é usado para fazer as computagdes necessdrias para con-
trole. Muitos sistemas de controle industrial modernos sko sistemas de tempo
discreto uma vez que invariavelmente incluem aiguns elementos cujas entradas
efou saidas so discretas no tempo. As vezes. entretanto, a operagao de amostra-
gem. ou discretizagio. pode ser inteiramente ficticia e introduzida apenas para
simplificar a andlise de um sistema de controle gue na realidade contém apenas
elementos continuos.

Neste capitulo, estudaremos sistemas de tempo discreto onde o sinal gue
representa © esforgo de controle é constante por trechos e muda apenas em
instantes discretos no tempo. Como hi varios tipos diferentes de operagao de
amostragem de importincia pratica. estes serio alistados como segue:
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1. Amostragem periddica {convencionall: Neste caso. os instantes de amos-
tragem sdo igualmente espagados. ou f, = KT =012}
2. Amostragem de ordem muiltipla: o padrac dos instantes 1, € repetido
periodicamente. OU [y, — g = CONSlanle para todo k.
3. Amostzagem de taxa muitipla: Neste caso. duas amosiragens concorren-
tes ocorrem a £, = pT; e gT.. onde T,. T. sdo constantes € p. g S0 inteiros.
4. Amostragem aleatéria: Neste caso. os instantes de amostragem 530 alea-
1OTIOS. O 1, ¢ uma varidvel aleatéria.

Neste [ivro trataremos somente do case de amostragem periddica.

Quantizaciio. A inclusio de um computador digital em um sistema apalogico
produz sinais em forma digital (normaimente como mimeros bingrios) em parte do
sistema. O sistema ent3o toma a forma de uma combinagio mista digital-analégica.
A introdugéo de um computador digital em um sistema de controle requer o uso de
conversores digital-analogico e analégico-digital. A conversie de um sinal anald-
gico para o correspondente sinal digital {pdmero binaric) é uma aproximagao
porque o sinal anaidgico pode assumir um nimero infinite de valores. a0 passo que
a variedade de diferentes nimeros gue podem ser formados por um contunto finito
de digitos € limitada. Este processo de aproximacdo € chamado de guantizagdo.

0O processo de guantizagio tconversao de um sinal em forma analdgica para um
em forma digital) pode ser itustrado através da curva caracteristicada Fig. 13.1. A
gama de amplitudes de entrada € dividida em um numero finito de intervales
disjuntosh, que nio so necessariamente iguais. Todas as amplitudes caindodentro
de cada intervajo s30 equacionadas aum valor inicodentro do intervalo. Este vaior
{nico é a aproximacéo digital para as amplitudes do sinal de entrada analogico.
Portanto, se x é a entrada analdgica. a saida digital é dada pory = Qfx). onde Q € a
fungio de quantizagdo.

A fungdo x{7; ilustrada sa Fig. 13.2(a) ¢ uma fungdo discreta: aquela vista na
Fig. 13.2(b} é uma fungdo guantizada. ¢ aquela vista na Fig. 13.2{c} ¢ quantizada
tanto em amplitude como no tempo. A operagio de sistemas de controie digital
envolve quantizagio tanto em amplitude como em tempo.

y=a

Fig. 13.1 Uma curva mostrando guanlizagio.
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Fig. 13.2 {a} Fungio de 1empo discrelo: bt funch antizada; 5 jrad;
empo discreto. P e10: ikt fungao quantizada: (¢} funcho quantizada de

?eﬁmw&s Apresentaremos emn seguida as definigdes de vdrios termos.
- m:a;p‘\dle:jtor. ‘é}rré:ransdu;or € um dispositivo que converie um sinal de entrada
inal de saida de outrs forma. { A saida em geral depende da histdria pass:
o ot g pen histdria passada
_ ‘Tr{.if.msdumr ana:’ég.‘co.‘ Um transdutor analogico € um transdutor em que os
Sinais gd entrada ¢ saida sao fungles continuas no tempo. As amplitudes destes
sinal ; podem ter quatquer valor dentro de limitagoes fisicas do sistema,
tradransdufor a dados amos{rados,_ Este & um transdutor em gue os sinaks de
zgriédif; ;}siga ocorrein eg)engs em instantes discretos de tempo {normalmenie
¢ . mas as amplitudes do sinal. como n0o caso do transdutor analogi 4
ndo-guantizadas. analogico. >0
. ‘gransdumrfi:gim.-'. Um transdutor digital € aguele em que 0s sinais de entrada
¢ salda ocoryem apenas em Instantes discretos de tempo e as amplitudes doy sinais
s40 c%ruam?idas. i.e.. podem assumir apenas certos nivels discretos.
_ ransautor aﬂfil'ogﬂﬂdfg:faf. Este ¢ um transdutor em gue 0 sinal de entrada
e uma fungho continua do tempo e o sinal de saida é um sinal guantizado que pode
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assumir apenas certos vatores discretos. o

Transdutor digital-analdgico. Um transdutor dlg]tgilﬂf;&iégzco € aguele em
que 0 sinal de entrada € um sinal quantizado e o sinal de saida é uma funco continua
no tempe.

Controludores analégicos e controladores digitais. Ao considerar os tipos de
controladores que sdo usados em sistemas de controle industriais. podemos dividi-
los nas seguintes trés categorias:

Controladores ou computadores analégicos: Estes representam as varidveis
nas equagdes por grandezas fisicas continuas. L ontrotadores analigicos podem ser
projetados para que sirvam satisfatoriamente como controladores réo de decisio.

Controladores oy computadores digitais: Estes operam apenas sobre nime-
ros., A fungiode decisho é imporiante em controladores digitais, e atualmente estao
sendo usades para a solugio de problemas envolvendo a gperacio Otima global de
processos industriais,

Controladores ou computadores analogico-digitais: Estes sdo fregiiente-
mente chamados de controjadores hibridos. $a0 combinacOes de controladores
anaidgicos e digitais. Alguns dos controladoresde altodesempenho shodeste tipo.

Vantagens de controladores digitais sobre controladores analéghos. Algumas
das vantagens de controladores digitais sobre coniroladores analogicos podem ser
resumidas como segue.

1. Controladores digitais s&o capazes de realizar compiexas computaghes
com precisio constante a grande velocidade. Computadores digitais podem
ter quase qualquer grau de precisao nas compltagdes com um aumento
relativamente peguenc de custo. Por outro fado. o custo de computadores
analogicos aumenta rapidamenie quando aumenta a complexidade das com-
puLagoes, Caso BMa precisae constante deva ser mantida.

3. Controladores digitais sio extremarnente versateis. Fazendo um novo
programa. podem-se modificar completamente as operagOes gue estdo sendo
executadas, Fsta caracteristica € particularmente importante se o sistema de
controle deve receber informagio de operagao ou Instrugdes de aigum centro
de computagio. onde uma analise economica ¢ estudos de otimizagao estdo
sendo feitos.

Em virtude da inabilidade de técnicas convencionais de tratar problemas de
controle complexos, € costumeiro subdividir um processo em unidades menores e
entio tratar cada uma destas como um problema de controle em separado. Opera-
dores humanos sio normaimente usados para coordenar a operagao de umdades.
Avangos recentes em sistemas de controie por computador causaram mudangas
neste use de controles de processos industriais. Novos desenvolvimentos em
computadores de larga escala ¢ de métodos matemdticos fornecem uma base para o
uso de toda informacdo dispoaivel no sistemade controle, No controle convencio-
nal, esta parte da matha de controie ¢ feita diretamente por seres humanos.

 Controle de sistemas compiexos por computador. A tendéncia atual nocontrole
de sistema de larga escala € de consolidar a muitiplicidade de unidades controladas
independentemente em processos Gnicos controlados de forma otima. Em sistemas
de controle de processos industrials. em geral nao ¢ Pratico operar por um tempo
muito longo em regime estacigndrio porque podem ocorrer certas mudangas em
especificagdes de producde. matéria-prima. fatores econOIMIcos. € equipamentos ¢
técnicas de processamento. Portanto. o comperiamento transitorio de processos
industriais deve ser levado em conta. Como hé interagOes entre variaveis do
processo. ¢ uso de apenas uma vandvel de processo para cada agente de controle
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nioé adequado para um controle realmente completo. Efsando conirole por compti-
tador. € possivel jevar em conta todas as varidvels do processo juntamente com
fatores econdmicos. especificagbes de produgho. desempenho de equipamento
efc.. ¢ portanto obter um controle olimo de processos industriais.

Note que am sistema capaz de controlar um processe 130 completamente
quanto possivel terd gue resobver eguagdes complexas. Quanto mais compieto o
controle. wais importante se torna conhecer e usar as relagdes corretas entre
variaveis de operacio. O sistema deve ser capaz de aceitar instrucdes de fontes tao
variadas como compuiadores e operadores humanos e também modificar comple-
tamente seu subsistema de controle em W E€mMpo curto.

Abordagem de transformada - e de espago de estado na anglise de sistemas de
tempo discreto. A andlise de sistemas de tempo discreto pode ser feita faciimente
em um de dois diferentes métodos. Um ¢ o da transformada 2. € o outio € 0 de
espago de estados.

O método da-transformada z tem a mesma relagdo para sistemas lingares
invariantes no tempo de tempo discreto que O método da transformada de Laplace
para sisternas lineares de tempo coniinue isvariantes no tempo. Este capitule
apresenta apenas 0 método da transformada - para a analise de sislemas linearey
invariantes no tempo de tempo discreto. A abordagem de espago de estados para a
anilise de sistemnas lineares de fempo discreto € vista nas Seges 14.6¢ 14.7.

¢

13.2 A TRANSFORMADA :

Esta secio apresenta o método da transformada = para tratar de fungdes de
tempo discreto. Como dito anteriormente. o papel desempenhado pela transfor-
mada z em sistemas de tempo discreto é bastante similar ao da transformacio de
Lapiace em sistemas de tempo continuo. Como fungdes de tempo discreto ocorrem
guando sinzis continuos sdo amostrados. remos primeire discutiz dispositivos
amosiradores ¢ seguradores.

Pispositivos amostradores ¢ seguradores. O elemento essencial de em sisterna
de tempo discreto é o amostrador. Em um amostrador convencional. uma chave se
fecha para admitir um sinal de entrada a cada 7 segundos. Na pratica. aduragio de
amostragem € muito curta em comparago com a constante de fempo mais significa-
tivado processo. Um amostrador converte um sinal continuo em um trem de pulsos
ocorrendo nos instantes de amostragem 0. T. 2T. .. .. onde 7 ¢ o periodo de
amostragem. (Entre os instantes de amostragem. © amostrador ndo transmite
nenhuma informag&o.} Dois sinais. cujos respectivos valores nos instantes de
amosiragem sdo iguais, resultario em sm mesmo sinal amostrado.

Um dispositivo segurador converte o sinal amostrado em um sinal continuo.
que reproduz aproximadamente ¢ sinal aplicado a um amostrador. O dispositive
segurador mals simples converie o sinal amosteado cmumcom amplitude constanie
entre dois instanies consecutivos de amostragem. Como visto na Fig. 13.3. Tal
dispositivo é chamado um dispositivo segurador de ordem zero. A funglo de
transferfncia G, de um dispositive segurador de ordem zero é

ck:i;:;‘i;f

Quando o sinal de entrada x(7) é amostrado em instantes discretos. o sizal

amostrado ¢ passado pelo dispositive segurador. Este dispositivo. que € um filtro
passa-haixas. alisa o sinal amostrade x*} para produzif ¢ sinal x,ftj. gue € cons-
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tante & partir do iltimo vaior amostrado até gue a proxima amosirs estesa disponi-
vel. Isto €.

X (kT = ) = x{(RT) para Qo< T

Na andlise seguinte. supomos que o dispositivo segurador € de ordem zero.
Essencialmente. um dispositivo segurador de ordem zero integra o sinal x(1) entre
dois instantes consecutivos de amostragem. Notando gue & integral de uma fungao

" impulse é umna constanie. Vemos que & entrada de um dispositivo segurador de

ordem zero é um trem de fungées impuise.

: B ey
x{rs xTi8r Biopostivo, __ Xalf)

Y
N sequrado:
Amost! ag0r jsequratos)

xit Xp_,{?)]

S BT S VI T

~¥
~Y

Fig. 13.3 Sinais antes ¢ depois do dispositivo amostrader e segurador.

Considerando a saida do amostrador como um rem de Impulsos com certos
pesos. podemos relacionar o sinal continuo xif} com a saida do amostrador x* 1}
através de

X*(r) == 04413 X{1}

onde 544 representa um trem de impuls0s unitirios. como visto na Fig. 13.4ta5 A
saida do amostrador é igual a0 produto da entrada continua xf7} ¢ 0 trem de
impulsos unitdrios. Em outras palavras. 0 amostrador pode ser considerado como
um moduiador com a entrada xff) como o sinal modulador ¢ o trem de impuisos
unigrios como a poriadora. como viste na Fig. 13.4{b). Note que 841 pode ser
esCrito como

oo

30 = ¥ 80—~ KT)

o

onde &1 ~ £T} é alungio impulse unitinio ocorrendoem? = kT. Se o sinuf continuo
{17 ¢ amostrado de uma forma periddica. o sinal amostrado pode ser representado
como

x*(r) = 5] ()00 — kT £13.1)

oy
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Amostrador
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Fig. 13.4 (a) Trem de impulsos unitdrios: (b} amostrador como um moduladeor.

Ol

M) = 3 kT8 — KT) (3.2

= —em

A Fig. I3 ﬁ mostradq(1j. xt1), e v} Comoaamplitude de qualguer funcao impulso
¢ mfamla: € conveniente indicar sua magnitude. ou drea. pelo comprimento de uma
ﬁfchz_i, Nu Fig. 13.5. 0 comprimento de cada flecha no grafice do sinal amostrado
ey indica a magnitude de cada valor amostrado xikT)

N A maioria das funcGes lemporais gque consideraremos neste livro sao nulas
pura ¢ < {. Portanto. a nao ser que digamos 0 CORFATIO. SUPOTEIOS que este éo
cus0. Entho. para o sinal x(1). as Eqgs. (i3.11e {132} se tornam. respectivamenie.

x*(1) xg (1) 8(t — kT) (13.3)
£
x*t) mg x(kT) 8(z — kT) (13.4)

Nas undlises que 5¢ seguem. consideramos a £q. { 13.23 ou {13 41 fallernativa- -

men% 4 Eq. (1_31,2)' g}u‘ £13.34 como 4 definigao do sinal amostrado x%1). Isto €.
consideraremos a saida do amostrador como um trem de impulsos. as magnitudes
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/ Fig. 13.5 Graficos de &40 em funcdo

de 1. xits emfungio det. ex™in versds
1.

xifH

¥

€ g
4

3 1. i
AT -2t -7

x“(ﬂ#

T .

AT 2T -T Q T 2T LTt

dos quals B0 Iguals oS valotes amostrados nos respectivos instanies de amostity-
gernn.

Transformada z. Definiremos agora & seansformada 2. A partir da rransfor-
mada ge Laplace das Eq. {13.41. obtemos

YHs) = L) = §3 x(kT)e "

=0
Definamos

gt =g

e escrevamos X*sj como Xizj Entio.
X@) = X*s) = x*(a?f Inz) = 5 k7)™
k=0
Xizje chamada de transformadaz dex*1). eanolagdoparaa transformadaz de (1)
é Zx* (1)} , , .
Na transformada z. consideramos apenas o5 valores do sinal nos instantes de

amostragem. Portanto. a transformada o de xfi) € de x*1; foraecem © MEsME
resuitado. oy

Sx] = Jr0) = X@) = 3 kT (13.5

T



Como AtZ) depende apenas dos vajores de v emy = A7 (h = 0. 1 205 a . -

transformada inversa » de X12) nos da informagao sobre xit) apenas nos instantes de Tt = 3 WETD
amosiragem. {Para g transformada - inversa. refenir-se & Segao 13.4.) k=0

Note que 1 Eq. {13.5) ndo € a tinica forma que fornece a transformada 2 de x4, e I
Hi ountras duas expressdes para a transformada ;. (Veja Problemas AL13.0 a -
EMER-N =

oo b

U tabels de transformadas - comuns € dade na Tubels 13,7, A Tabels 15.2

Exempla 131

nos di propriedudes dtels de trapsformada 2.

Tabelz 13.1 Uma tabels do transformadas

Ache z ransformada @ da fungio degray unitano B usando o BEg (1250

Xis) S i) ouxth) X
P ! ) ; i
21 KT 81 — kT) : o
3 e . v z
5 : ) e
i : T
4 5* ! z—IF
1 . - e
3 s e r— vt
g _ EE__— e-sfyr
6 sy -Td) P g R e
. o w __zsenwl
: Prapy SR ot o drcosal -l
S S e : s SRR T - 1
9 | . Tremal
5 a) e (T eeTye
10 i ' var s T senwl
| et et €rsen wl T AT cos o & e St
( b s+a | cut 22 — el cos T
T @ T @ et cos wl i 2t = ZreeT CoswT + e-ist
N 2 ‘_ Tix = 1)
e i ' £ ' [ERETE
13 ak ' —
: I a
. L B
14 : a* cos kn &
716

Note gue sempre que @ sérieinfipita Aoy, representando i transformads - desma fungf-.'zo,
converge em umy regido do plano o nao & necessano especificar os valores dez em que X412
cenverge ao usar o método da transformada & pary resolver probiemas de tempo diwreto,

Exemplo 13.2 Obtenhs a tramsformad: o do sinal x4 onde

x(#) == para f <= 0
= g%  parat =0

Tabela 13.2 Propriedades da transformada -

x{ry ou x(ky Sadey ou Tk :=
i axit) aX{}
2 X3 (1) = x200) 2 Xi62) + Xs(2)
3 Xt Dyouxtk + 1 2X{2) = zx(0}
4 x(t — 1T} ; S2X(2) — 220 — ax(T)
$ x(h + 2 22Xy - 22 — (1)
6 Xt + k1) X)) — k) — 2 x(T) — o kT — T)
T xik - m) Xz} - 2mfQ) - 2 lx(l} e oo — zx{m o 1}
8 () ! —T: ‘% [X(2))
d
9 kxth) - 4 (x)
10 emax{t) X{zeaT}
i gwk wlky _ X(zeny
! 4
| 12 a*x(k) X(mg)
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Tabela 13.2 (Cont.} Propriedades da transformada o

5 ket x() — (%]
14 *(0) iam X{z) se o limite existe
y o) fim (2 — DX se 221 x(2) ¢ analitica sobre

¢ fora do circuio unitanoc

16 3 ik} X
k8 :
17 2 HUTIT — kT) | X()¥()

Exempio 13.3 Obtesha a ransformada © de xf2; onde

x{e) = @ para f < 0
= $enw! parat = 0

Como

af oot o 2
el = oy

oblemos

..,E'(-”""f — e—jwr':

Jhsenay] = ST

1/ =z z
. e . i
______ LS -

o i z{efwT _ gﬂij)
2 22w (el 10T e
zsenwT

2é — Zreoswl —

Exemplo 134 Obtenha 2 transformada 2 de
Xisy = & s W.!..........
© = L1 = s

o ’I’Sempre que uma funglo de s ¢ dude. a correspondente transformada - pode ser oblida
mluaimen‘le expundindo-se i fungao dads em v em fragoes parciais € entao combinundo &
rransformada 2 de cada termo de fracio parcial. Vamos expandir Xts) em fraghes parcias.

712

A transformadaz . correspondendo a Hs | ou weph éziz — 1) eacorrespondente a Uiy + fifou
e € zfiz — ¢”T). Portante.

2

o SN S S,
Ax = Xy = —Eg =
I -l
Tz 1)z —eT)
13.3 RESOL{J(;}-\O DE EQUAC()ES DE DIFERENCA USANDO O
METODO DA TRANSFORMADA -
A resolucio de equagdes de diferenga pelo método da transformada - é muito

Giil. 1al como a salucao de equaghes diferenciais por transformadas de Laplace.
Essencialmente. usando o método da transformada - podemaos transformar equa-

¢oes de diferengas em equagdes algfbricas em z. A SCEUIl USAremOs a aotagdo
simplificada xrk; para denotar xtkTo.

Transformada - de xtk + 1}, A ransformadu : de xfk + 1) & duda por
2x(k + 1)} = 2X(z) — 2x(0) {13.6)

onde Xiz} = Zixtkj]. Isto pode ser demonstrado COMO segue:

2Ok + D] = X xtk = 1zt .
= é"ji x(kyz**?
o ZE{;; x(kyz=* — x(8}]
= 2X{z) — zx(0)
Note que se ity = (. entao

2ixtk = 1) = 2k sex(0) =0
Portanto. se x(() = 0. entdo a multiplicacio da transformada = de uma fungho xthj

por z correspoade a um deslocamento para diante no tempo de um periodo.
A Eq. (13 .6} pode ser faciimenie modificada para se obter a seguinte relagao:

Kxtk + 2} = 2 Jjxtk -+ 1] — 2x(3)
= 22 X{z} — 72x(0) - 2x(1)
De forma semelhante.
Zix(k + m)} = 2" X(2) — 2mx(0y — 27 Wx(1) - 2" Rx(2y e e = 2x{m — 1}
onde m ¢ um inteiro positivo. Note gue quando a equagio de diferengas é transfor-
mada em uma equacao algébrica em = pelo método da transformada z. os dados

iniciais sio automaticamente incluidos na representagio alpébrica.
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Exemplo 13.5 Resolver a seguinte equagio de diferencas usando ométododa transformadaz
xth - 23 — Jx(k + 1) = 2x(k) = 0, x{0) =g, x{i} =1
Tomando a transformada ; em ambos os fados desta equagde de diferencas. obtemos
SN - R0 o 2x(l) — 32X(E) - 3ox(0) - 2X(D) == O

Substiteindo os dados iniciais e simplificando, temos

XE) = g
. z
2+ )iz +2)
.z z
T S
Notande gue
~ak| = E"i“&

ermos

AV = e - =

Portanto

HE) = (1) — (=20 (h=0,1,2,. .0

Exemplo 13,6 Determine a resposts k) do seguinte sistema:
alk A4 2) — 3xlk + 1) + 2x(ky = ks {13.7)

onde

k) =0 parak <0
W0y =1
k) =0 parak <0, k>0

Substituindo & = ~1 na Eq, (13,7. obtemos
i} =0
Temando a transformada 7 da Eq. (13,7} com dados iniciais 2(8 = x¢1) = 0, ebtemos

(F — 3z < BX(z) = U

Note gue a transformada = da fungao de excitacio wi ¢

T4

UGz = 3 utyet = 1
kg

Portanto

X&) = 3 = ; T
Lisando a relagio
Stk <+ 1] = 2X(z) — zx(0)
¢ notando que x{0) = Q. obtemos
D llxlk 3] = X (2)
r .z

Como

L] I s
'\,Il} Z“"l’ ’\{“} :_2

obtemos
xh o~ 1) s= —f - 2 k=0,1,0...)
oi

Xy = d = B0 (= 1,2,3,.. .

Teorema do valor inicial. Se xf¢) tem s trunsformada iz ¢ iian,f:; £xisie. entao
o vator incial x(03 de x4 ou xfky ¢ dade por

x(0) = lim X(z) (13.8)

Para provur isto. note gue

.

X(z) = ¥ x(kyz*

= x(0) + x()zt + x(z7F + - -

Fazendo 2. obtemos a Eg, {13.8),

Teorema do valor final. Se xf7) tem a transformada ; X(z). ¢ se X(;) ndo tem
polos duplos ou de ordem mais alta na circuaferéncia unitiria centrada na origem do
plancz ¢ nenhum poio fora do circulo unitério | esta é « condigio para a estabilidade
de Xtzj, ou a condicdo de que xfkjfk = 0, §.2...) permaneca finita {veja a4 Segdo
13.6)]. entdo o valor final de x11; ou xtk; é dado por

Tis



lim x(k) = lim x() = lim [(z — DX()]

Para provar isto. note que

U] = X@) = 3 xk)z

Ik + D = 2X(2) — 2x(0) = 3, x(k = D
Portaato. ’

2X(z) — 2x(0) — X(z2) = (z — 1)X(z) — 2x(0)

= & xth + 127 = § xtoz+

do qual obtemos

G~ DX(@) = 2x(0) ~f~kzl[x(k 4 1)~ x(k)jz
Em virtude da suposta condigao de estabilidade. obtemos. quando 2—»1.

lim[(z ~ DX@)] = x0) + x(o0) — x(0) = x(00)
que ¢ a Eq. (13.9).

13.4 A TRANSFORMADA :; INVERSA

Dado Xiz;. hii trés métodos para se obter u transformada 1 inversa. x(k7) ou
xrkj. O:_s trés métodos sio baseados na expansio por série infinita de poténcias. na
expansio por fragbes parciais. ¢ a integral de inversio. Ao obter a transformada =
INVETSE. SUPOMOS COMO sempre que asérie temporal v & T ouxrky é reroparak < 6.

forma segiiencial. € normatmente dificil obter uma expressao para o termo geral a

(13.9) partiv de um corjunto de valeres de x(k¥).

Exemplo 13.7 Determine xtkT; parak = 0. ]. 2. 3. 4 guando A1z) ¢ dado por

10z

XD ===

Xiz) pode ser gsctilo como

Fazendo sma divisdo jonga.
X{z) = 10777 — 30270 = 70773 4 150774 — -

Fsta série infinita converge. Portanto. oblemos por mspegio

x(0) = 0
x(T) =10
*(27) = 30
x(37) = 70
X(4T = 150

Obtengio da transformada - inverss expandindo X(2) em fracbes parciais. Um
método alternativo para a oblengio de xtk7; ¢ baseado na expansao em fragoes
parciais de X7z)/z ¢ a identificugao de cada um dos termos usando-se uma tabela de
transformadas 2. { Tabelas de transformadas 1 compiicadas podem néo ser disponi-
veis. Portanto. o polinomios em : devem ser expandidos em fragOes parciais antes
gue as transformadas inversas possam ser obtidas.) Note que @ razao pela qual
expandimos X(1)/z em fragdes parcials € que as fungoes de r que aparecem em
tabelas normalmente tém o fator 1 nos seus pumeradores.

Considere X{z} dade por

Obtencio da transformada ; inversa expandindo X/2) em uma série infinitz de

poténcias. Se X1z) é expandido em uma série de poténcias convergentes. como visto

abaixo.
-

X(2) = Y x(kT)z %

k=0

= x(0) + x(T)z" + xQT)z"? 4+ -+

entae os valores de xfhT) podem ser determinados por inspegio.

- x(kTy % 4 -

 bgrm bz e e b o by

X(z) = : m=n
(_ aozn e aizn—l — Mgw aﬂ- Ez . a“ { }

Inicialmente fatoramos o pelindmio do denominader de Xtz) ¢ determinamos 0y
polos de X{z}. Entdo expandimos X{z}/z em fragdes parciais de tal forma que cada
um dos termos pode ser factimente reconhecido em ama tabeda de transformadas 2.
A transformada inversa de X{z; ¢ obtida como a soma das transformadas 7 inversay
das fragbes parciats.

_Se Xiz) € dada na forma de uma funcao racional. a expansao em uma série de
polencias infinita pode ser feita simplesmente dividindo-se o numerador pelo de-

nominador. Se a série resuitante € convergenie. os coeficientes de 7% na série sio
os valores x(kT) da seqii€ncia temporal. Ao se obter os coeficientes por divisao
longa. tanto ¢ numerador come o denominador de X7z) devem ser escritos como

poténgias ascendentes de 271,

Embora o presente método forneca os valores de x{0). X/ T4 x27).... em #ma
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Exempio 13.8 Determine xthT; se Xiz) ¢ dada por

10z

K@ = T
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inicialmente expandimos X(z}fz em fraghes parciais como segue:

X@_ 10
2 {z— 11Xz~ 2)
e LA 10
et Tz —12
Portanto.
X() = — 0z . 162

r—1"z-2

£u Tabela 13.1. obtemos

Partanto

ST = (=1 4+ 28 (k=0,1,2,..2

ol
X0 =0
xT) =10
x{2T} = 30
x{3T} = 76

x(47T) = 150

Claramente. o resultado confere com o x(&¥7 obudo no Exemplo 13.7.

Obtencio da transformada = inversa por integral de inversdo. O terceiro método

de determinar a transtormada 1 & € lse i i 3
nversa ¢ usando a integral de iaversao. D:
35, temoe I e ersao. Da Eg.

wx x(0) 4 x(Tyzt = X2z — - b x(k Tz -
Multiplicando ambos os lados desta uitima eguagao por 2571, obtemos

X(2yzkot = x(0)z%~ ! b (T2 % =+ xQT*0 + - = x(k Tyt A+ -+
{13.10)
Note gue devido a
N
ses = o + jw ¢ substituido nesta Ultima equagiio. obtemos z = e oy

718

izbme™,  jr=al

Se os pdlos de Flx] esthoparaa esquerda daretas = o, 10 plano s. os polos de.J[x]

estardo no interior da circunferéncia cujo centro ¢ aorigem e 0 raio € iguata €™ no
plano z.

Suponha que integramos ambos 08 tados da Eq. (13.10) ac longo desta cirgun-
feréncia na direggo anti-horaria:

§ ¥kt de e i#‘x{'_()}:;*‘”E dz = %)X{T}.-‘:’“: do e e ? x(kTytdr — -

Aplicando o teorema de Cauchy. vemos gue 1odos 0% termos do lado direito desta
gltima equagac sdo nulos excelo um termao:

§ x(kTiz i d=
Portanto

§ X(z)2* ! dz = $ X(kT):"' dz

do que oblemos

(KT} = ﬁfﬁ}aﬁ X(z)zt dz (13.11)

AEq.(13.113ea integral de inversdo para transformadaz. A Eg.¢13.11) equivale a
dizer que

x(kTy = 3 fresiduos de X(z}z*~! mos polos de X(2)] (1310

S —
Exemplo 13.9 Obenha x(kT} usando z integral de inversio guande X{2) € dado por

_ 6
ERCERER Y

X{n
Das Eqs. (3,11} ¢ (13120

b ogro 10z -t
X(KT) = 27{}.&{ e L L

LT 10z | 1025 T
B ThE zdiTsz_ldz

= (residuo de »-;%nc polo z == 1} -+ (residuo de }%no poto # = 2)
= -1 2 20 (k=0,1,2,..3
13.5 FUNCOES DE TRANSFERENCIA PULSADA

Fsta secio apresenta o material basico necessirio para analisar sisiernas de
tempo discreto. ou sistemas a dados amostrades usando o método da transfor-
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mada 7.

que e?r? bg;z:hsgr silstemas de tempo disgre:o por este metodo. é importante potar
e o 08 vaiores da resposta do sistemna em instantes de amostragem sejam
retos, a resposta do sistema obtida pelo método da transformada 2 pode nio
moszr;:_r 0 comporiamento correto de resposta temporal do sistema rea~!, a nao ser
gu;e.a uncao d‘_’ I:_razasfere rcia Gfs) da parte continua do sistema tenha pelo menos
ols polos a mais do que zeros. de tal forma que tim sGrs; = 0.
o o 4

i Téeqrema da amestragem. O teorema da amostragem de Shannon apresentado
{r{i < lrz_zport'an{e no projeto de sistemas de tempo discreto pois da a minima
requencia de amostragem necessdria para reconstruir o sinal onginal a partirde
sinat amostrado. o
Saporemos gue um sisal continuo x1/) tem o espectro de freqiencia como

mostrado na Fig. 13.6. Este si a : i
trado Fig. 13.6. naf x{7; mic contém quais ;
freqiéncia acima de w, radfs. qudlsquer componenies de

btk f

Fig. 13.6 Um especiro de freqliéncia.

Feorema de amostragem . Se W,
maior do que 2w,. ou

= 2w{T. onde T ¢ o periodo de amostragem. é
@, = 20,
0 . . . . ' : .
nde 2w, correspende a0 espectrode fregiiénciu do sinal continuo xfz;. entito 0 sinaj

Xt} p{;)de se; cF)mpiezamenze reconstruido a partir do sisal amostzado x%7).
CMOnsiraremos isto quando %z“nl sX(5) = x{0+1 = §. Vamos definir

X(s) = #1x)

Referindo-se a0 Problema A.13.5

xX¥1) é dada por - transformada de Laplace do sinal amostrado

* 1 &
X*s) = T kE X(s + jo k)

Substituindo s = jw nesta dltim: aCh ; énci
X*(s) como seg é; ta ultima equagio. obiemos o espectro de freqééncia para

G = x| 3 e - wh)
. 1 .
=k X ~ @) ~ X
o XL = @)+
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Fig. 137 Graficos de [X*(w) em funcko de w.

A Fig. 13.7 mostragraficosde |X *(jwf em funchodew para doids valoresde ¥, Cada
grafico de [X*{jw)i versus  consiste em Xijwf repetido acadaw, = Zn/T radfs. No
espectro de fregiiéncia. a componente X(iwifT € chamada de componente prima-
Ha. € as outras componentes [Xijfw = wii{T sdo chamadas de componentes
complementares.

Se w, > v, ou T < {wlw}. ndo haverd sobreposicio de compop e
X*(jwj!. Portanto a forma original de [X(jw) € preservada pelo processode.

em.
: Sew, < 2w, 08 (whe 1< T. entdo aforma original de (Xfw ) ndoapareve mals no
grifico de [X*(jw) em fungio de w.

Portanto. vemos gue o sinal continucxrt) pode ser reproduzido a partir do sinal
amostrado x%¢) através de filiragem se ¢ apenas s¢ w, > 2o, ou T < (whey).

Portanto. se o periode de amostragem T ¢ menor que wiw,. entdo o sinal
continuo pode ser reconstruide usando-se um filtro passa-baixas apés o sinal ter
sido amostrado. Se o filtro passa-baixas tem uma caracteristica tal que delixa passar
apenas sinais corm freqléncias menores gue a .. N30 podemos obier o espectro de
freqiiéncia na saida do filtro exatamente como /T vezes (X{jw}.

Note gue na maioria dos sistemas a dados amostrados ou de tempo discreto. o
circuito que segue o amostrador tem a caracteristica de um fiftro passa-baixas. Isto
reduz as componentes de alta freqiiéncia. alisa o sinal amostrado. ¢ reproduz a
grosso modoe o sinal continuo original.

Caracteristicas de resposta em freqiéncia de dispositivos seguradores de ordem
zero. Para atenuar as componentes complementares introduzidas pelo amostrador.
o sinal amostrado é normalmente passado por um circuito segurador. um fiitro
passa-baixas.

Se o sinal entre dois ipstantes consecutivos de amostragem € aproximado por
um polindmio de ordem 1, entdo o dispositivo segurador € chamadode segu rador de
ordem n. Neste livio. consideramos apenas dispositivos seguradores de ogrdem
zero. Tais dispositivos aproximam o sinal de saida x(1) por um polinomio de grau
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Zel_‘(), au L {:0_1'13{31'1{{?. Portanio.
X(t) = x(kT)  parakT < t < (k + OT

ondeif = 0,1, 2.... . Afuncio de transferéncia de um dispositivo sepurador de ordem
zerG é

z _— ew?‘s

G5t =

Substituindo 5 = jw nesta funcgio de transferéncia. obtlemos

i L ) - e—?‘}'m
Gy jow) == “““}“a;“““
zeWij'Z(ewa.’Z o e“Tjw,'Z}
- 2jw
sen(wmmt)
= T 2 o-Tie'l
wT
2

Em termos da freqéiéncia de amostragem w, = 2m/T.

an Sm(ﬁmmmm)
Gb(ja}) = wwm [Pt R L

70
&

Ed

A Fig. 13.8 mostra a curva de resposta em fregliéncia do dispositivo segurador de
ordem zero. Claramente. ele tem caracteristica de um §ltro passa-baixas.

Soma de convolugio. Considere o sistema de tempo discreto visto na Fig. 13.9,
Aqui & segliéncia de impulsos x*1} € a entrada para © processo de tempo continuo
cujafungio de transferéncia € Gess. A saida do processo € um sinal contimzo y/z;, Se
na saidi ha um outro amostrador, gue estd sincronizado em fase com ¢ amostrador

G, 14
& |
. 0 oy Ly Bury :‘:‘

Fig. 13.8 Curva de resposta em fregtiéneia do dispositive segurador de ordem zero. Y
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x{1) _);' x'{f}_ Gis) yit}
r »*

I >" y it

r A

Fig. 13.9 Sistema de tempo discreto.

de entrada e opera ro mesmo perfodo de amostragem, entdo a saida € um {rem de
impalsos. Se vir} = O parat < 0, entdo a transformada z de v(1} ¢

O] = Y@) = S ykDyz (13.13)

Na auséncia de um amostrador na saida, se considerarmos um amostrador
ficticio (que € sincronizado em fase com o amostrador de entrada e opera 4 mesma
taxa de amostragem} na saida e observarmos a segiiéncia de valores tomados pory
apenas nos instantes ¢t = k¥, entdo a transformada z da saida pode também ser dada
pela Eq. (13,133,

Beve-se notar que, ao realimentar ¢ sinal de saida para a entrada. isto é,
fechando a malha, a existéncia ou nao existéncia do amostrador de saida dentro da
malha faz uma diferenca no comportamento do sistema. {Se o amostrador de saida
estd foradamalha, isto ndo faré nenhuma diferenca na operagdo de malha-fechada.}

Para am processo linear estdve] invasianie no tempo. sabe-se que a saida y(¢)
do processo esté refacionada com a entrada xf1j através da integral de convolugéo,
ol

Hoy= [ gt~ Dxmydr = [ xt — gy ds

onde g{1) é a fungao de resposta a0 impulso do processo. Para sistemas de tempo
discreto temos a soma de coavelugdo. que é similar 4 integral de convolugéo, Como
XMtj é um trem de impulsos, a resposta do processo a entrada x*1) € a soma das
respostas a impuiso individuais. Portantc, para O < 7 = 4T,

He) = g(ex(0) + g(t — Tyx(T) + glt — 2T )IxQ2T) + - -
= 3 gt — KT)X(HT)

+ glt ~ kT)x(kT)

Os valores da saida y{t) nos instantes de amostragem 1 = kT'(k = 0, 1, 2, ...} s@o
dados por

YET) = g g(kT — KT)x(hT) (13.14)
mg X(kT — KT)g(hT) (13.15)

A soma na Eq. {13.14) ou {13.15} ¢ chamada soma de convolugio. Note que a
notagao sunpiificada

KT = x(kT} » g(kT}
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¢ freqlientemente chamada de soma de convolugio,

Funcées de transferéncia puisada, inicialmente notaremos que w71} pode
também ser escrito como

kT = ;‘; gkT — KT(T)  (k=0,1,2,..)

L}

pois gtkT — kT = O para i > k. Portanto.

¥(z) = ;ﬁ kT *
=3 5 gkT — AT)xhT)z ™
=% i)g(mr)x(h:r)z%w

w0

o0 )

= gogr(mir‘“);:“”'J:,_:itt x(hTyz*

= 5 gmT)z""X(2)
= {(z)X(z) (13.16}

onde

= ¢ -5

G@) = 3, gkT)z
= g0} + g(T)e™" + gzt + .-
== z transformada ¢ de gf¢j

A Eq. (13,16} refaciona a saida pulsada do sisterma com sua entrada em pulsos. A
funcio G(z). onde

¢ chamada de fungdo de transferéncia 2, ou fungio de transferéncia pulsada, do
sisterna de tempo discreto. A Fig.13.10 mostra um diagrama de bloco para uma
fungdo de transferéncia pulsada G2, justamente com a eatrada X{z} e a safda ¥iz).

Procedimento geral para obtengio de fungdes de transferéncia pulsada, A funcdo
de transferéncia pulsada de um sistema pode ser obtida usando-se o seguinte
procedimento:

X{z} Yz}
s————— ({2} (m————.—————

Fig. 13,10 Diagrams de bloco para um sistema de funcio de transferéncia puisada,
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1. Obtenha & fungao de transferéncia Gis) do sistema.
2 Obienha a fungao de resposta ao impalso g(7). onde g(s) = £7[G(s)].
3. Calcule

s

6) = 5, gTrz

onde g(kT) € obtido de gt1) substituindo ¢ por AT, Para sistemas estdveis, a
série infinita converge. _
£ importante lembrar que na abordagem por ransformada z. ou abordagem
por fungio de transferéncia pulsada. para a andlise de sistemas de tempo discreto,
supde-se que o sinal amostrado € um trem de impuisos cujas magnitudes, ou areas,
s30 iguais ao sinal de tempo continuo nos Instantes de amostragem. Tal suposicac €
vilida apenas se a duragao de amostragem do dispositivo amostrador ¢ pequena
quande comparada cOm a maior constante de tempo do sistema.

T e 1 . .
Exemplo 13,10 Obtenha a funcao de transferéncia pglisada do sistema visto na Fig. 13.1L
A fungio de transferéncia Gts; pode ser expandida em fraghes parciais Como Segue;

K
GO = BETh

b{ia(siawsib)

U i L [ 1 yify
1 NIV ITY g
Lt s rmrrrrrrrererssssssmrmrrrrrrrrrstpsssssssant
Gis}

Fig. 13.11 Sistema de tempo discreto.

A fungdo de resposta ap impuiso ¢ entde obtida como

0 = g oo — o)
Portanto
. K —~ak T ~bk
glkT) = gk — ¢ )

Entio Giz) & obtida como

K
=

Gz} = i (79T . grbRT)zek (13,??)
L+

a
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Como

oo o
Neaklyk = § o N gmekTrk
k=4 k=1

il

1 e e‘»n‘r‘zﬂ{ewnﬂ'u?’:wkﬂ}
&

&
i

P e»-&Tzwl ok Tyk
) k;a

abtemos

|

5 erzn = W (13.18)

Substituindo & ¥q. (13.18) na Eq. (13.17). obtemos a seguinte fungio de transferéncia pulsada
Gizy

K 1 i
0@ = 5= a(l PIEP L e“”z“g.)

K 2(gm* — =¥y
b a(z — ez — e~*)

Exempio 13.1] Obtenha a funcdo de transferéncia puisada do 9istema visto na Fig, 1310
Do diagrama de bloco. obternos

) 1= e
G6) = 3 = FE T
N
=—e )(sl ¥ —'—s&»l)
gisl
Mis) o= MMl g s RN Cls)
ro ™ s $Ts+1) g
Segurador Processo
de orgem
rerg

Fig. 13.12 Sistema de tempo discreto.

Partanto
g = —1+e)~@—1—1~—e N7 —1)
ComoT = |, temos kT =k ¢
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iy ¥

(k) =k — 1 + &%) w (k — 2 4 g~ 1))
mek o l—e®h (k=123
g0 =0

Portanto G(z) ¢ obtida come

G:) = 3 gty

+

= 3 41— ek p g 2
k=g

b e
Tt ezt ] - prd
AR L 2 L
T ezl 4 izt
etz 4t 2!
Tzt Al etz e

+e—2

Funcies de transferéncia pulsada de elementos em cascata. E importante notar que
as fungbes de transferéncia pulsada dos sisteras vistos nas Figs. 13.13¢a) e (b) séo
diferentes. Para o sisterna visto na Fig. 13.13¢a), a funcde de transferéncia pulsada
¢, do Exempio 13,16 (com K = 13},

- 2{e™*T — &™)
G.Gy(2) = b —a¥z — e Kz — e )

Para o sisterna visto na Fig. 13.13(b} (supondo que os dois amostradores estao
sincronizados ¢ tém o mesmo periodo de amostragem}. obtemos

G (0)G,(z) — e eun‘l"‘;zz —

(s .-

r s+ o $+5h o
a3 %

SR, o S DU NP (U RO .

T s+g T 5+h o
61 Gz

(b

Fig. 13.13 (a) Sistema de tempo discretd com um amostrador; {b) sistema de tempo discreto
com dois amostradores sincronizados.
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Portanto

G,G,(2) == G, {D)G(2)

Portanto. devemos ser cuidadosos e observar se ki ou nao um amostrador entre

elementos em cascala.

Fungoes de fransferéncia puiseda de sistemas a malha-fechada. Considere o
sistema a malha-fechada da Fig. 13.14. Neste sistema. o erro attsante ¢ amostrado.

D¢ diagrama de bloco.

E(5) = R(s5} -~ HHC(E)
C(s5) == G(5)E*®)

Portanto

E(s) = R(s) — G(sYH)E*(s)
Entdo. obtemos

E*(s) = R¥(s) — GHY3)E*(s)

[AY]

_. Ry
B S) = GG

Como
CH*s) = GH5)E*(s}
obtemos

G*(s)R*(5)

CE) = T LCI

) *(s)
G E{s})-g&'(s e

Cisk

Hig)

Fig. 13.14 ‘Sistema de tempo discreto 2 matha-fechada.

128

—— SIS A

B

Em termos da transformada z. Czj € dada por

_ _GE@REZ)
@ =y ~+~z_GHZz}

A tansformada z inversa da £q. (13.19) ros di os valores da saida nos instantes de
amostragem. A fungdo de transferéncia puisada do presente sisterna a matha-

€i3.19)

Tabela 13.3 Configuracdes tipicas de sisternas de tempo discrete a
malha-fechada ¢ as correspondentes saidas ({2

) C(si ol
5] ow G (5) -~ 6z A7)
{2 ) o e
1 GHIZ
H{s}
Cis
RGs) o Gis} —/a——mgﬁv
Clii= G(zIR(Z)
14 GlzYH(Z)
MHis)
Cis) cia
il 6ls) e . _Fstz)
\J el $1+HG{2}
| His)
R £1{s} Cin
5} Gy {8} o oml Gepls) s _/f__ - c Gol 21 RG, (2}
oG i)
\ H{s)
Rs) Cis) cla
5 o Gyls} Lo on Gpls) " o Gyiz}Ga{aIR{2}
2 G G HiZ)
His) &
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ochada €

Cxy  G(2) |
R ™ T+ GH ) (13.20)

A Tabela 13.3 mostra cinco configuragoes tipicas de sistemas a malha-fechada
¢ tempo discreto. Para cada configuracio. ¢ vista a correspondente safda ((2).

I ——
cxemplo 13.12 Obtenba a resposta a deprau unitdrio do sistema visto Ta Fig. 13.45.
A fungie de transferéncia pulsada desie sistems & malha-fechada €

19160 QR C.

B TG

Coma

e
G0 = 3T

referindo-se ao Exemplo 1311, abtemas

ety 1 — demt

G = 2ZZ (I 4+ e "z + e
8,368z -+ 0,264
Tzt e 13682 + 0,308
Partanto

C(z) _ 0,368z + 0,264
RGz) 3E -z 4 0632

Para uma enirada degrau unitanio.

F

R{z) = Ty
R{g) E(8) gt L 3 Cis}
Tl 5 T sis+h -
Seguradtor Processo
de ordem
810

Fig- 13.15 Sistema de tempo discreton matha-fechada.

30

U

U

L

A saida Ciz) € entdo obtida como segues
{0368z -+ 0,264)z
C) = =7 083G — 1)

036822 - 0,264z
= TN 1,632z — 0,632

N 0,3682F < 0264277
TR L 63227 — 0,632

= 0,368z — 2% + 14277 + 1427
- 1,14727% = 0,895z - 0802277

A transformada : inversa de €12} nos da

e(0) = 0
(1) = 0,368
o) = 1
o) = 1,4
o) = 1,4
(5} = 1,147
o) = 0,895

o) = 0,802

A saida ofk; ¢ mostrada no grafico da Fig. 13.16.

A andiise por transformada & ndo dars informagio sobre a resposta entre instanies de
amosiragem. Portanio. & curva stave conecianda 0s pontos € apenas aproxamada.

Se desejameos obter informagio sabre a resposia entre instantes de amostragem usande o
meétado da ransformada s . necessitames modificar este método. O método da transformada:
modificada. 0 método da amostragem submitipla eic. nos permitem obler a resposia do
sistema emire instantes de amostragem. (O Jeitor interessado em tais métodos modificados
deve consultar Hvros especializados sobre sistemas 4 dados amostrados.

elki )
154 . Fig. 13.16 Grafico de ofh) versics k.
=y
”'= k\“
4 Mo
Fa
;. AN
i,o e ‘T E ‘t\
’l' l ‘?‘\_“
! i : -'?
r‘ 1 i 1
I :
0,5 ;" | 1
A |
e’ N W D
Q 1 2 E & & & 7 k
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13.6 ANALISE DE ESTABILIDADE NO PLANO z

Esta segho apresenia a andlise de estabilidade de sistemas de tempodiscreio no
plgzzo:. A andlise de estabilidade de tais sistemas usando-se o segunde método de
Liapunev serd discutida na Secao 15.4.

Mapeamente do semiplano esquerdo no plano 5 sobre o plano 7. Um sistemna
dinamico linear ¢ estdvel se todos 0s pélos da fungio de transferéncia estio no
semiplanc esquerdo do plano 5. No plano =, o semiplano esguerdo em 5 corres-
ponde ao circulo unitdrio centrado na origem. ou o semiplano esquerdo em s
mapeia-s¢ dentro do circule unitério no plane - Isto pode ser provade facilmente.
Como

z=e", s e=g .4 jo

obtemos

-+

izime®, [z =l

No semiplano esquerdo em 5. o < 8. Portanto. o médulo de 2 variaentre Ge §. O
eixo imagindrio, ou o = &, corresponde ao ¢ireulo unitdrio no plano; . O interdordo
circalo corresponde ao semiplanc esquerdo em .

Note gue como/2= «T, 0 dngulo dez variade —  ax quandow variade — < 4
*, Considere um pofito representaiivo no eixo o no plano s. A medida que este
portc se move de ~ /T a w{T no eixojw, temos 7 = |. e[g_varia de ~ o s na
diregao anti-hordria no plano z. Quando 0 ponto representativo se movede #/T a3
=T 10 €ix0 juw, 0 ponto correspondente no plano: descreve uma vez a circunferén-
cia unitidria no sentido anti-hordrio. Portanto, quando o ponto no plano s se move de
— X &% RO eIX0 jiw, percorremos a circunferéncia unitdria no planc 2 um nimero
infinito de vezes.

Destaandlise. ¢ claro que cada faixa de largurs 2 =/7 no semiplano esquerdodo
plano s € mapeada dentro do circulo unitdrio no plano 2. come visto na Fig. 13.17(a).
As Figs. 13.17(b) e (¢) mostram regides correspondentes nos planos s e 7.

Anilise de estabilidade. Discutiremos agora a estubilidade do sistema a ma-

tha-fechada visto na Fig. 13.14 noplanoz. A relugio saidu-entrada do sistema a erro
amostrado é dada pela Eq. {13.20), reescrita como

Ga . 6()
RE) ~ T GHE)

A estabilidade de tal sistema pode ser determinada pela locadizagao das raizes da
equacao caracleristica

14 GH(z) =0 (13.21)

Como este polindmic em z pode ser convertido em uma razio de dois polindmios
em 7, para haver estabilidade todas as raizes 1, da equagio caracteristica, a Eq.
{13.21}. devem estar dentro do circulo unitiric, ou

F A R |

732

-

jwuf Plane s

3
\ I i Plano
Faixa N
compiementar S
N 5 \
T i
Faixa 7 _ .
. primaris « 0
. iz
i 1

Faixa 3
complementar
A N - %’z
{c}
jwj Planos Plano 2
iy m .
V% ... ¢
bl
\ Jjwj Flanos Y planoz
0077
i

{g}

Fig. 13.17 (a) Mapeamenio de faixas do planos sobre o planoz: (by e (c) regides doplanos e
as cosTespondentes regides ne plano z.

O sistema a malha-fechada C7z)/R(z} se torna instdvel se qualquer poic de
malha-fechada estiver fora do circulo unitdric efou qualquer pdio méltiplo estiver
sobre a circunferéncia unitdria, o o .

Alguns métodos sio disponfveis para a determinagio da existéncia de raizes
sobre oy fora do circulo unitirio de um polindmio em z. Um método é modificar o
critério d¢ estabilidade de Routh, O critério de estabilidade de Routh nos diz se
qualguer das raizes de um polinémio fica do lado direito do plano complexo. Como

a seguinte trapsformagio:

_r+i

z r-—1
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mapeia o interior do circulo usitirio no plaro : sobre o fade esguerdo do plano r.
com esta transformagdo. o critério de estabilidade de Routh pode ser aplicado zo
polrzze_mlo em r da mesma forma que em sistemas de tempo continko. O Exemplo
13.13 dlustra este método. Uma outra abordagem € aplicar o critério de estabilidade
de Schur-Cohn. (Para uma discusséo desie critério. consultar um livro especiali-
zado emn sistemas a dados amostrados.}

. Alternativamente. escrevendo uma eqguagio de espago de estados para ©
sistema de tempo discreto. podemos aplicar métodos de espago de estados para
determinar a estabilidade. Discutiremos este assunto nos Caps. 14 e 15,

Exemplo i3.13 Considere o sistema de tempo discreto visto na Fig. 13.18. A funglo de
transferéncia de malka-aberta do sisiema é

» 10
U6 = v

A transformada z de Gis; ¢

- Y e
Gz = zgl z—l‘l

A equagdo caracteristica
14+ G(z) =0
se torna
(z 1)z — e} + 1] =~ ez == §
Observando-se gue ¢! = {L.368. podemos simplificar 2 equagio caracteristics para
7% 44,9527 + 0,368 = { (1320
da qual podemos achar as raizes
z = 0,076, = —4,876
g’?;:a;;::oe,i ‘uma raiz da equagio caracteristica tem modulo maior 4o que a unidade. ¢ o sistema
£ importante notar que na auséncia de umn amostrador. um sistermna de segunda-ordem

sempre ¢ estivel. Na presenga de um amostrador. entretanto. um sistema d
L . . ¢ segunda-ordem
como este pode-se tornar instavel para valores grandes do ganho. De fato. pede-se observar

30
F=] s{s+}

Gi{s}

Fig. 1318 Sistema de tempo discreto a malha-fechada.

T

que ¢ sistema de segunda-ordem visto na Fig. 13.18 com

X
¢ =D

é estavel apemas para 0 < K < 4.32. {Veja Problema A13.14.)

N presente sistema. a equagao caracteristica ¢ de forma quadritica e pode ser resolvida
faciimente. Para uma equagio caracteristica de grau supenior. nao € facil determinar as raizes.
En 1al caso. é conveniente transformar a equagao caracterisiica em i emum polindmio em r
psando a transformagio

r4 1
B s ]
= {1323
¢ entiig aplicar o critério de estabilidade de Routh para o polindmio resultante.

Hustrareraos este métode usando o sistema presente. Usandoa transformagio dada pela
Eq. {13.23} podemos escrever a equagko caracteristica. Eq. {(13.22), como

(L) + a9s2(F2 1+ 0368 =0

ou
6,32r% 4 1,264r — 3,584 = ¢
A mabela de Routh se lorna

rr 632 —3,584
1,264 0
Fo 3,584

Ha uma mudanca de sinal na primeira coluna da tabela de Routh. Portanto. hd uma raiz no
semiplano direito do planos. o que implica gue hi tma raiz fora do circulo unitario no plano &,
islo corresponde ao resuitado oblido previamente.

Note que. em geral. a estabilidade de um sislema de tempo discreto ¢ methorada quando o
periodo de amostragem é diminuido. porgue ¢ aumentoda laxa de amostragem tende a fazer o
sistemna se compotlar de forma mais parecida com o sistema de lempo Continuo COITespon-
dente. {No presente exemplo. o sistema de tempo continuo correspondente - um sisterna de
segunda-ordem — ¢ estivel para todos 0y valores positivos de K.}

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problema A.13.1 Obtenha as transformadas z de a* e A onde A ¢ uma matrizn X A,
Solucao. Por definicho, a transformada 2 de a* é

Z{akl = Z aky-k
e
= ] gzt @izt b oo
_ 1
Tzt

Z
FAal /]

Kk



De forms semelhante.

J[AK] = 3 Akz-*
s
s B op Ageh o ARt oo
= (I — Az-ty!
= (2l — Ay iz

Note gue AY pode ser obtida tomando-s¢ a transformada - inversa de &2{ — AV iz, ou
AKX PoE e AYTV2]

Probiema A.13.2 Considere o sistema visto na Fig. 13,19, Derive a equagéo de diferencas

que descreve » dinamica do sistema quando 2 tensdo de entrada aplicada é constanie por
trechos. ou

ey = okTY) para kT <1<k + DT
R
o WAl J_ o
olh) c A Fig. 13.19 Sistema 3 circuite elétrico.

]

Soluche. Da Fig. 13.19. oblemos

ROXE + x{(8) = elkT)  para kT <1 <k - DT

ITomandq a Itransfom&ada de Laplace desta luma equagio. considerando ¢ = &7 como o
mslante inicial, oblemos

RCEX(s) — %k + X(s5) = @

RC

§ -+

A transformada inversa de Laplace de X757 nos da
x{t) = e(KT) - {xCkTy ~ elkTYJe~v=*TWRC  parg kT <<t <k = DT

Substitindos = 4k + DT — 8 nests ditima equagio e notando gue ) € uma fungio continua

do tempo e portanto x(4k + 1 — 0} = x(tk + 3T + 0) = xifk ~ DT). oblemos a equacio de
diferengas desejada. ou .

x((k + DT) = e~ TR (T} + (1 — e~ TRYe(kT)

136

o

Problema A.13.3 Dado
2z
X{ } (2—3 1}3
obtenha x(k 7}
Sofugko. Expandinde Atzpfz em fragdes parciais. oblemos

Y il ey

Portanio

b4 - z
(EEF IR s
Pradiclt (w2 zeliw®
w {ef “}WW 4 (g=it ){"‘“”““““‘"“ STy

X(z} ==

Usando a Tabelz 13.1. obtemos a transformada 2 inversa de Xizy como segue

X(KTY = el HaDk 4 gl fppinidik
T r wk . wk
“;k{cos% e Jseﬂnzkj “;ktcosﬂ-f *2‘“]581’1*2*]
= %sen% (k=01,2..7

Probiema A 534 Mostre que a transformada de Laplace de

0 m*):fa x(0) 8 ~ kT

X}5) = 3 kT)e

- X{s}t%

£d fom i
s ZLJ - XPyy—ran 9

onde ¢ ¢ a abscissa de convergéncia para X(sj = Flenl

Solucio. Inicialmente. nolemos que

L(t ~ kT)} = e~5T*

Portanto

X¥(s) = LIx00)] = s’@ﬂx{r} 8t — kT
- .sf[k)_"i; XkTY( — kT

. i X{kT}EukT’
k=@



Como

.Sf’{*z:.;&(f S I R I LN S

N
Tlee T
obtemos
X5y = Llxr()] = -?I*ZQI{O 3¢ — kT .

= #x() 2}06{: - kTH

kK=

)
=Xy
- A transformada de Laplace do produto de duas fungdes ity e giey ¢

U8 = [ fOg@0) e di

A integral de inversio definida peis Eq. £2.8) €

1] B4 fom
1) = g Fis)erds >0
fO = 5] F©) >0
onde ¢ € a abscissa de convergéncia para Fis). Portanto. i

LUO0)] = 5};} f: f,: F(p) e dp g(2) e di

Em_ virtude da convergencia uniforme das integras comideradas. podemos inverter 1 ordem
d# integracio. ou

o I s - g pH

LI )eln)} = m_fw“ F(p)dp L gty emi-pin gy
Notande gue

[Le0e =i - p)
obtemos

LU0 = 5 [ 66 - p

yZ 75 B, Fiap

Portanto

LM} = r{x(:}g 8¢ — kT
1] ©4 fou

L ;
- 2?Ij P X{‘p)] . e‘-TZ:-pB dp #
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Problema A.13.5 Supondoque os péios de X(s) estéo no semiplano esquerdo do plano s ¢ gue
Xis) pode ser expresso como uma razio de polindmios com um denominador de grau pelo
menos 2 a mais que o do numerador [o que significa que 155‘1 sXisj = x(G+} = 0]. calcute

I fer X
XA} = Hwi""x;%%::ﬁdp

onde 0 contorno € uma finha paraleia 20 eixo imagindrio no plano p que separa os pdios de Xip)
dagueles de 11 — "7, ¢ mostre que

1 o . s §
xiz) = T x=§‘3=» X(S i Tk) fe={t/Trin 5
Solugho. Os polos de Hf1 ~ ™% podem ser obtidos resoivendo-se
1 — g~ Tir=8} m )

£ enlio
pmskiFk (k=012 )

Portante hda um mimero infinito de pélos. ) )

Para caleular 2 integral dada, vamos escolher o contorno que consistenaretade — f = ac
+ j = e o semicirculo " de urm raio infinito no semipiano direito do planop. como visto na Fig.
13.20. O contomo fechado engloba todos os pdlos de 141 ~ ¢ ™. mas ndo engioba
quaisquer pdlos de X{p).
Agora X*s) pode ser escrita como

1 fev=  Xip)
XHs) = 5 c_}_wg“:“;{rfrmdp

L r X BN (7))
= g ST e P 535 | e e @

lml

Plano p

Fig. 13.28 Contorno no plano p.

739



Vamos considerara integral ac fongo do semicirculo I'. Como o gray do denominador de

X5y & pelo menos 2 a mais do que 0 grau do numerador. pode-se mostrar que o valor desta \
itegral € zero. ou ’

L]
i X(p)

i T prem @ =0

Portanio.

i X{pi ,
‘X*{S} == ‘2’;{7% “"‘—;:M;(:‘W:”; dp

Asntegral 2o longo do contorno fechado pode ser obtids calculando-se 0s residuos, Portanto.

X5} == ;f: “&"“““/“Y"(E““““é

L1 =Tyl
dP{ fps{le Fik

Portanto.

=L ¢ £ 2
X(z) = }"k?;m X(S T/ Tk) (1 tn e

Problema A.13.6 Suponde que os pilos de X157, uma razio de dois polindmios ems. estiono
semiplanc esquerdo de s ¢ que fim X1s; = O caloyge

L AN (7).
* — Xy
a (S) Mj‘jc--jx i-—- e Tiip dp
€ MosTe gue

L w1 e -
X(Z}mz{“_"}“*”d S T s sy

= Dldsn= T

i=l o

onde 08 5; 530 05 pélos de Xrs;y e f, ¢ wordemn do pdioem s = 5,. ou

X{z) = 3 [residuos dez‘)ff?i, nos polos de  X(s)]

Solugdo. Como obtido ne Problema AL13.5. os pélos de 1T e M2 a6 plano p sio
4
p=3 m}gj;k k=0,12..)

Para caicular a dads integral. vamos escrever

X¥s) = ! J"””Mﬁ?_}hm dp

i), . TR
. X{p) i X(p
“%ﬁﬁxﬂﬁﬁ”ﬁ}ﬁf?m%¢ :
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" O contorna fechado consiste na retade ¢ — J®ac+jeeosemicirculo F de mio infinsto wo lado

esquerdo do plano p. coma visto na Fig. 13.21. Nocaso presente delerménamlm que & integral

a0 fongo do semiciteulo infinito F ndo € sempre zern. Se ndo for zero. considere Xipy como
lim e Xipi. {6 > €. Entao podemos mostrar que a integral a0 longade F ¢ zero. Portanto.
st

H XD e

Portanto

i Xip)
X*(S} n 3}%}§} — E“T(J—Pﬁ dp

Como os polos de Xips sdop,. po. ... po.

I i X{p) .
X*(5) = 2gesnduo> de y——fprrg, 105 polos de X(P)J
& ! drt e e X(P)m___:l
= & T gt | P p=p
im}
Pigno p
E
x
@ x
X X
N — - ;;';
M X
I Fig. 13.21 Contorno no plano p.
Pélgs de .
r X()
X
4
E
Polos ge W

“Substituingo z = ™ nesta Gllima equagio. obtemos

[ I dm-t , 4
X0) = St (¢ - X O]

Mudando a varidvel complexa de p para 5. obtemos

" d&l‘-i [ z
X0 = BT 6~ A0

iwm i

=3 [res?duos de X{sj,z., nos polos de X (s}]

Z -
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Problema A.13.7 Obtenba a transformada = de te™®. onde ¢ & . Note que Flie™™] =

s + ar.
Solucho

F(z) = [resiéuo de (S)ﬁl em s = w—aJ

o 1
= iresiduo de ems == ~a .

{s + a}z(z - £71)

= 4 [ k

Tds |z e J,xwa

_ Tze™

- (z —— erx)l
Tze—sT

=R

Problema A.13.8 Dade

g

; . s 3
) = TS

abtenha Xz}
Solugio

- . {s + 3z
X = [resmlue de ) ) O e,,-,}em 5w “I]

R {s + 3y "
; Lremduede(s e gy e L wz]
PR ) 4 . L) l

(54 2Rz mm €003 gy A8 = PHZ =~ €79 )} yuny
2z z
Ttz e #T

Problema A.I3.9 Prove que

as
FEYH
e i

A 2] = —— X(@)
(Y} z—1

Em seguida prove que
3 x(k) = lim X(2)
ko) FA )

Solugio. A transformada z da primeira diferenga *'para a frente”” (forward) €

RIASEN = Jftk + DY — U]
= [z F(z} — zf(0}] — F(z)
= (7 — 1} F(z} — 2 f(0}
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Vamos escrever

" =1 L
x(m) = 3 xtky — 3, xtk) = A 2, x(k)
Fry] ey k=0

Eatio

o
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Problema A.13.16 Prove as seguintes relagdes. Note que Xrzp = Z{x(0}

s a—1
2B <) = Z0xtm] = X(a) = (= = 1) 3 (b

" el .
como o valor da soma ; xtky para n = G ¢ igual a zero. Portanto.

i

a1
;[kz‘:a x(k)} = M

z—~1

Z[Z ()] = zzz x + 2] = 22+ x(a)

25 Xk = 2 X
k=0

tisando o teorema do valor final, achamos

lim fz X | = lim ; (z — z}mm}j

e L

3 x(k) o= lim X(2)

k=0

L. Zetx] = X{£)

2. Zeox(n)] = X (36’”}

3 e} = w—Tz X ()

Tz
4 Rl = =y
Sofacio
I Lla*x()} = ki ax(kTyz*
= $an{Z)”

)
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2. Zlemox(H)] = g e TR (kT )2k

= kf: x(kTHzesTy X
=
= X(ze%7)
3. 20t} = ik?x{k?‘}z“*

s 3 "95.. -k
- Tk%x{kT)‘ Pl

i
!

d o e
N ¥ a"% {‘?:,"‘Qx{if{')z k]
d
e e Xiz}

4. ComoJ[1(r}}= 2 ~ 1. referindo-se & relag3o que acabamos de obter, vemos que

20 = 7z & ey

- g (c5)
R 4
Tz -1

Problema A.13.11 Obteaba a solugio da seguinte equagio de diferengas em termosdex{lie
FIREN

xk + 2y + axtk + 1) — bx{k) = 0

onde 4 ¢ b s30 constantes e & = 0,

Solucio. As transformadas 2 de x(k - 23 xik - i & x0kj sho dadas. respectivamente. por

Tixtk D] = 23Xz} — 220 ~ 2x(1}
Sxlk + 1 = 2X(2) — 2x(0)
L[x(k)] = X(2)

Portanto. a transformada z da equagho de diferencas dada se 10ma
[22X{z} — 22x(0} — zx(D)} + afz2 X{z) — 2x(0)] + BX(2) = O
ol
(2% + az + BYX(2) = (27 + an)x{0} + 24(D)

Resolvendo para X{(z), temos

* i

Chamande as rafzes do polindmio do denominador de m, e m,. ou
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2P e az e b Az o Mz - my)
e expandindo Xtz em fragdes parciais. obtemos

X(z) Amy —ax(0) 4 x(1) 1 (my a0} -+ (1) 3
z "y o~ My PRI m, -~ piy zZ—my

Notando que ¢ = — my ~ ;. oblemos

_ompx{h - x(1} = o x(0y — x(1)  z
X(z) = m; — Wy 2 —mty L Pl — My 2 My

A transformada - inversa de X7z} da o solugdo da equacio de diferengas fornecida. Ou seja.

ey = X0 = X1y o Q) XD e 01,2, )

my - My ’ my - My

Probiema A.13.12 Obtenha 3 fungio de transferéncia pulsada do sistema a malha-fechada
viste na Fig. 13.220

il £ Aok 65 £
Y

‘;&__... H{s)-ﬂ‘;’\-—-—-

Fig. 13.22 Sistema de tempo discreto a malha-fechada.

Selucio. Do diagrama de blocos da Fig. 13.22. oblemos
E(sy == R(s) — B(s}

ol
E(z) = R(z) — B{1)

Também

Clz) = G{2E(z)
Bz} = HCE

Portanto

C2) = (R(2) — HOCE)G(2)

il
CDf + HHG(2) = R(2)G(2)
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A funcio de transferéncia pulsada se torna

Oz O(z)
Rz~ T+ HEHGD

Problema A.13.13 Obtenha a fungho de transferéncia pulsada do sisterna a malha-fechada
visto ma Fig. 13,23

(%) g 1 g™ s K Clst
T I3 T osis+ o}

|

Fig. 13.23 Sisterna de tempo discrete a matha-fechada.

Sofucio. A transformada : da funcdo de transferéncia de matha-aberia é

TK(l — ey - 1
L 55 + a) ] =K(l -z ])Z[s‘{s “ a)]

Naote gue

S O T B
sy ey dst T aly U @ - a)

Du Tabela 13.1. oblemos a transformada = desta Gitima equagio como segue;

1 L z : z
z[sl(s prn a)] Talz IR T atly — 1) aifz < eat)

Portanto

K{] — g=Tr} KT K Kz-—-1)
Z[ 35y + a) ] alz — 1) a * aHz — e-9)
_ K[aT — 1 + =)z 4 (1 — =T — aTe~sT)]
. a¥z — 4z — e™*T)

A fungio de transferéncia de malhafechada € entdo

Czy K[{aT — 1 4 e~ )z 4 (] w~ g™ — gTe e7)]

Rz) a2 K@l — 1 + ) Z gl + ez + 0 = e Z ale s + aie )

Problems A.13.34 Considere o sistema visto na Fig. 13.24. Mostre que o sistema de tempo
discreto € estavel se e apenas se

0< K czcoth(f%)
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Sofucio. Como
K
G = T
O— K o
r sifis+ 1) -
K30 520

¥ig. 13.24 Sistemna de tempo discreto a maiha-fechadsa.

obtemos

_K(l - e Tz
G@) = Y — e

A equacio caracteristics €
22 F[K(L — e7TN) e (] + e T 4 o T i (11.24)
isando a seguinte transformagio:

r 41
r—1

FE—

& Eg. (13.24) se torna
(K — e 2Tt 4 2(1 — e T/ 4 A1 4 e T1) o K{1 e g™1113) 52
A tabels de Routh é

rt K(l — e~} 2l 4 T e K] - T
21 — g7} 0
P Al e tY e (] - em 1T

Como | - ¢~F% > 8, 0 sistema ¢ estivel s¢ ¢ apenas se

K>0

2] 4 e‘“”"*}
| R

Portanto o sistema ¢ estivel se e apenas s

i+cm"
2( e ) .

<K< 2coth(

T, )
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ROBLEMAS

roblema B.13.1 Obtenha a wransformada = ge gif — KT, onde git; € a fungao de resposta ao
iputso de um sistema linear.

voblema B.13.2 Se X(oy = XX gzp mostre gue
K

x(kT} ax k}_:ax;(kT — B ) (h T}
reblema” B.13.3 Dado

X 4 mmfmw

& =F=E =D

elerming k¥,
roblema B.13.4 Dado

zi
{ze — 1)
lelermine xTk¥) computando o residuo de Xizp*! nepdlo s = e,
*roblema B.13.5 Dado

ZHi — e°T)
{7z~ Mz — e 7}
letermine x{k'{"; expandindo Xrz; em uma séne convergente de poténcias em 277,
Problema B.13.6 Dado

K
G = g5

X{z) =

X{z) =

jerermine a fungio de transferéncia pulsada Gro:.
Problema B.13.7 Dado
G{s) == —««««««««%“
© RN i

determine a fungdo de transferéncia pulsada Gr2y.

Probieme B.13.8 Considere o circsito RC visto na Fig. 13.25. Determine y(&T) guando a
wensio de entrada é dada por xfr) = 100e™ volis. ‘

A=)

o—mmd;oTlvw»—mm«o
n A C=FE Fig. 13.15 Circuito RC com amostrador.
& ]

Problems B.13.9 Determine a solugio da seguinte equagio de diferengas:
x(k + 2+ 2xlk + 1) + x(h) = wlk), x(h =G, ) =0
onde

wky =k (k=012
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14

Analise de
Sistemas de
Controle por
Espaco de
Estados

14.1 INTRODUCAO

Limitacdes da teoria convencional de controle. Nos Caps. 8a 10. mostramos gue
o método do tugar das raizes e os métodos de resposta em fregliéncia sdo bastante
{iteis para tratar de sistemas de uma entrada e uma saida. Por exemnplo. usando
testes de resposta em freqiliéncia de malka-aberta. podemos predizer o comporta-
mente dindmico do sisterna a matha-fechada. Se mecessdrio. 0 comportamento
dinamico de um sistema complexo pode ser meihorado inserindo-se um simples
compensador avangador ou atrasador de fase. As técnicas da teoria convencional
de controle sdo conceitualmente simples e requerem apenas Uma pequena quanti-
dade de computagbes.

Na teoria convencional de controle, apenas as sinais de entrada, saida e de erro
sio considerados importantes; aandlise € projeto de sistemas de controle sdo feitos
usando-se fungbes de transferéncia. juntamente com uma variedade de técnicas
graficas tais como o método do jugar das raizes e graficos de Nyquist. A caracteris-
tica essencial da teoria de controle convencional € que eia é baseada na relago de
entrada-saida do sisterna. ou a fungdo de sransferéncia.

A principal desvantagem da teoria de controle convencional ¢ que. de medo
geral. ela é aplicdve] apenas para sistemas lineares invariantes no tempo tendo uma
inica entrada e uma unica saida. Ela € impotente para sistemas variantes po
tempo, sistemas ndo lineares {exceto 03 mais simples). e sistemas de mailtiplas
entradas e muitiplas saidas. Portanio as técnicas convencionais {os métodos do
lugar das raizes ¢ de resposta em freqiiéncia) ndo se aplicam para o projeto de
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sistemas 6timos o de sistemas adaptativos. que sio em geral varianies no tempo
efou ado lineares,

thaa nova abordagem para a andlise e prejeto de sistemas de controle . a feoriz
de controle moderne. A tendéacia atual em sistemas de engenharia ¢ para maior
compiexidade. devido principalmente &s necessidades de larefas complexas e boa
precisdo. Sistemas complexos podem ter multiplas enlradas e mdliplas saidas ¢
podem ser vanantes 5o tempo. Em virtude da necessidade de satisfazer especifica-
¢oes cada vez mais rigorosas no desempenho de sistemas de controle. o sumento na
complexidade do sislema ¢ o facii acesso a compuladores. a leosia de controle
moderno, gue € uma nova abordagem aa analise e projelo de sislemas de controie
complexos. foi desenvolvida em 1orno de 1960, Esla nova abordagem ¢é baseada no
conceilode estado, O conceitode estado porsisd nioénovo, poisfexistiafaz tempo
no campo da dindmica cldssica e oulras dreas. ( De falo, o m¥1odo do plano de fase,
disculido ao Cap, 13, é sm método de espago de estados bidimensional.}

Teoria de rontrole moderne versus teoria de controle convencional. Al teoria de

controle moderno contrasia com a leoria de confrole convencio

primeira ¢ aplicdvel para sistemas de miifiplas enlradas e muiltiplas saidas, que
antes no tempo, enquanto

podem ser lineares ou nag lineares, invariantes ou varia
que a segunda s¢ € aplicavel para sistemas lineares invanianies no tempo de uma
entrada e uma saida, Também, a teoria de controle moderno € essencialmente uma

uma abordagem de domimo da fregiiéncia complexa.
- v O projeto de sistemnas na teeria classica de controle é baseado em procedimen-
tos de tentativa ¢ erro. que. em geral, ndo fornecem sislemas de consrole étimos. O
projelo de sistemas na teoria moderna de conlrole, por cutro lado. permile ao
engenheiro projetar sistemas de conlrole $limos com respeito a dados criténios de
desempenho. Adicionalmente. o projeto aa teoria de controle moderno pode ser
feito para uma classe de entradas. a0 invés de uma funciio de entrada especifica. 1al
como a fungio impulsiva, fungdo degray, ou fungdo senoidal. Também. a teoria de
controle moderno permite a0 engenheiro incluir condigdes iniciais no projele.
Antes de prosseguir, devemos definir estado. vardveis de estado. vetor de
eslados. e espaco de estados.

Estado. O estado de um sistema dindmico é o menor conjunto de varidveis
{chamadas varidveis de estado) tal que o conhecimento deslas varidveis em = 1y,
juntamente com a entrada parat = ¢+, determina compilelamente ¢ comportamento
do sistema para gualquer instante 1 = 7,

Portante, ¢ estado de um sistema dindmico no instante ¢ é upivocamente
determinado peio estado no instante 1, € a entrada parat = 7,. ¢ € independente do
estado ¢ a entrada antes de £,. Note que, ao lidar com sistemas lineares invariantes
no tempo, usualmente escolhemos a referéncia de tempo 1, como ZeTo,

Varidveis de estado. As varidveis de estade de um sistema dindmico sdo o
menor conjunto de varidveis que determina o estado do sistema dinamico, Se peio
MENOS 1 VANAVEIs Xy 1. x41), ... . x,ft) sdo necessérias para descrever completa-
mente o comportamento de um sistema dindmico (taf que uma vez dada a entrada
parat = fp ¢ o estadoinicialem s = 1, € especificado, o estado futuro do sistema ests
compietamente determinado}. entdo as tafs n varidvels x41). x40}, ..., x 47} 550
um conjunte de vaniveis de estado. Note gue as varidveis de estado ndo precisam
ser grandezas fisicamente mensuraveis ou observiveis, Em termos praticos, entre-
tanto, € conveniente escolber grandezas faciimente mensurdveis para as varidveis

756

de estado porgue leis de controle étimo irdo requerer a realimentagio de todas as
varidveis de estado com ganhos adequados,

Vetor de estado. Se n varidveis de estado sdo necessdrias para descrever
compietamente ¢ comportamento de um dado sistemna, entio estas n varidveis de
estado podem ser consideradas como as n componenies de um vetor x(¢j. Tal vetor
determina unicamente o estado do sistema X/1j para qualguer [ = 1y, UMa vez que a
entrada wr; para ! = 1, é especificada,

£spaco de estados. O espago n-dimensional cujos eixos de coordenadas séo os
€IX05 X, Xy, . . .. Xy ¢ chamado de um espago de estados. Qualguer estado pode ser
representado por um ponto RO espago de estados.

Exemplo 14.1 Considere o circuito RLC visto na Fig. 14.1, O comportamento dindmico do
sislema € complelamente definide para s = 1y se os valores iniciais da corrente iffo}, atensiodo
Capacilor odty. ¢ a lensdo de entrada (!} para f = t, 530 conhecidos. Portanto, o estado
do vircuito para 2z 1y € completamenie delerminado por 4}, vdt). € a tensdo de entrada
Wt parat = 1, Portanto i1} € v} s20 um conjuaio de varidveis de estado para este sistema.

vin Cx= i Fig 41 Circuito RLC.

i

¢{Nole, enlrelanto, que a escolba de varidveis de eslado para um dado sislema nflo ¢ dnica.
Por exemplo. nesle sistema x (1} = v 8 + Ritt) e x4 = v41} podem ser escolhidos como
um conjunle de varidvels de estado .} ]

Suponha que escolhemos (1) £ 21} como as varidveis de estado. Entdo as equagdes gue
descrevem a dindmica do sislema sdo

Lg’?@-kmv‘e:v
dv,
dt

=i

C

Em nolacdo velonal-matricial, temos

I . S P
L TE L

= . {v}
e & Ollel Lo

Esta ¢ uma representacio de espago de eslados para o dado sislema ou Circuto.

Andlise de sistesnas complexos. Um sistema moderno complexo pode ter muitas
entradas e muitas safdas, e estas podem estar inter-relacionadas de uma maneira
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complicada. Para analisar tal sistema. é essencial reduzir a compiexidade nas
expressdes matemdticas. bem come utilizar computadores para a maiornia dos
cilcuios maganies necessdrios para a andlise. A abordagem de espago de estados
pars & analise de sistemas ¢ mais adeguada sob este ponte de vista.

Enquanto a teoria de controle convencional é baseada na relagio enire entrada
e saida ou funcic de transferéncia. a teoria de controle moderno se basela na
descricao das equagdes do sistema em lermos den eqiagoes diferenciais de primei-
ra-ordem. glie podem ser combinadas em uma equagac diferencial vetonal-matric
al de primeira-ordem. O useda notagio vetor-matniz simplifica muito a representa-
cao matematica de sistemas de equacdes. O aumento no ndmero de varidveis de
estado. de entradas. ou de saidas nio aumenta a complexidade das equagoes. De
fato. a analise de sistemas complicados de miiltipias entradas ¢ saidas pode ser feita
por procedimenios que $ao apenas um pouco mais complicados do que aqueles
requeridos para a analise de sistemas de equagbes diferenciais escalares de primei-
ra~-ordem.

Do ponto de vista computacional. os métodos de espaco de estados sio

sparticularmente adeguados para compitagdes em computadores digitais por causa
da -abordagem no dominic do tempo. Isto liberu o engenheiro de computagdes
macantes que seriam de outra forma necessdrias e permite gue ele dedigue seus
esforcos apenas para os aspectos analiticos do problema. Esta € umadas vantagens
dos métodos de espago de estados.

Finalmente, ¢ importante notar que pdo € necessario que as variaveis de estado
representem grandezas fisicas do sisterna. Podem-se escother como varidveis de
estado grandezas que ndo representam grandezas fisicas bem como aquelas que ndo
sdo nem mensurdveis nem observaveis. Tal liberdade de escolha de varidveis de

estado € outra vantagem de métodos de espago de estados.
e

14.2 REPRESENTACAO DE SISTEMAS POR ESPACO DE ESTADOS

{Um sistema dinamico gue consiste em um nimero finita de elementos concen-
trados pode ser descrito por equagdes diferenciais ordindrias em que o tempo é a
variavel independente. Usando-se notagho matricial. uma equagdo diferencial de
ordem n pode ser representada por umy eguacio matricial diferencial de primeira-
ordem. Se n elementos do vetor sdo um conjuntoe de variaveis de estado. entdo a
equagio matnicial diferencial € chamada uma equagdo de estado. Nesta segdo
apresentaremos metodos para obtengio de representacdes de espago de estados de
sistemnas continuos.

Representacio de espaco de estados de sistemas de equacdes diferenciais Bneares
de ordesm # em que 2 funcio excitacio ndo envolve termos em derivadas. Considere o
seguinte sisterna de ordem n:

{n} 1)

ytaypt - taytay=u (4.1

i
Observando que o corhecimento de v03. ¥(®. ..., y(0). junto com a entrada a{1)

parat = 0. determina completamente o futuro comportamento do sistema. pode-
tn- 1}

mos considerar y(). ¥(tj. .... ¥{1} como um conjunto de n varidveis de estado.

{Matematicamente. tal escotha ¢ bastante conveniente. Na pratica. entretanto. em

virtinde da imprecisdo de termos em derivada de ordem superior devido a efeitos de

ruidos inerentes em quaisquer situagbes praticas. tal escotha de varidveis de estado

pode ndo ser deseiavel.)
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Vamos definir

Xy =}
Xy =}

et
X, == 3

. Enuio a £q. (54.1) pode ser escrita como

X o= X,
Xy o= Xy
jﬁ“i mxn
X, = ol Xy o = @ X, T U
ou
x = AX — Bu
i onde
x0T To 0
00 i
| |
b :,ﬁ-. Ll A x%
| 0 0 0
Lx,, w_ ._Maﬂ ey Tl
A equagio de saida se torna
re)
|X§|
p=0 ol
] %, ]
ou
o
onde
C=[1 0 --- 0]

(14.3;
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A eQﬁfigéﬂ {{Efe{encial de primeira-ordem. a Eq. (14.2}. é a equagdo de estado. e a
equacdo aigébrica. a Eq. {14.3). é a equacao de saida. ’
m
Exemplo 14.2 Considere o sistema definido por

P65+ 115 + 6y = 6u (14.4)

(dmé; ¥ € asaida £ w ¢ a entrada do sisterna. Oblenha wma representacao em eshago de estados
¢ sistema.

Vamos escother as varidveis de estado como

Xy w=

Xy = P

Xy = §
Entio obtemos
“ Xy ==y
Xg == Xy

X3 = —6x; — 11x; = 6x3 + 6x

Adiltima destas (s equacdes foi obtida resolvendo-se a equagao diferencial original para o
termo em derivada de ordem mais alta¥ e entio substiindoy = x, ¥ = X, F = X3 03 equagio
resiltante. Usando-se a notagiic mitricial, esias trés equacoes diferenciais de primeira-ordem
podem ser combittadas em 1ma s¢ como segue:

X 0 I 0_1 x1 [0
Xy |=| 0 0 IJ Xy [ 410 (i4.5)
"3 -6 11 - Xy L

A equacio de saida ¢ dada por

X
y={1 0 ¢ X3 {14.6;
]
As Egs. (14.5) ¢ (14.6} podem ser postas em uma forma padrio como
£ == Ax -+ By {14.7)
y=Cx {14.8)
onde
0 11 Q 07
A s L o HEER B C=[1 0 9]
—f —11 -8 6

A Fig. 4.2 mostra a representacio em diagrama de bloces da equagae de estados e da
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Fig. 14.2 Representagio em diagrama em blocos do sistema descrito pelas Eqgs. (4.7 e
{14.8;

equacio de saida. Observe que as fungdes de transferéncia dos blocos de realimentagio sdo
idénticas aos valores negativos dos coeficientes da equagdo diferencial original. a Eq. (14.4).
L2
A nac-unicidade do conjunto de varidveis de estado. Dissemos gue um CONRINEC
de variaveis de estado no € Unico para um dado sistema. Suponha gue x,.x,. ... x,
540 um coniunto de varidveis de estado. Entio podemos considerar como outro
conjunto de varidveis de estado quaiquer conjunto de fungdes.

o= Xilxg, Xy, o0, %)
Xl‘ i XZ(xks XZ! Y X”}
Xpo== XX X o0, X,)
contanto que. para cada conjunto de valores £, £,. . ... £, corresponda um iinico

conjunte de valores x;. x,. ..., x, € vice-versa. Portanto. se x € um vetor de estado,
entao x. onde

% =Px ' .
lambém ¢ um vetor de estados. contanto que P seja ndo-singular. Diferentes
vetores de estado fornecem a mesma informagdo sobre ¢ comportamente do
sistema.

Antovalores de wma matriz An X 7. Qs autovalores de uma matriz An X nsao
as raizes da equagdo caracteristica

JAl— Aj=10

Os autovalores sdo as vezes chamados de raizes caracteristicas.
Considere. por exemplo. & seguinte matriz A:
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0 P 0

A=| 0 0 1
6 —11 —6
A equagdo caracteristica e
A -1 0
EZIwA{m[O Aoo-q
6 11 146 ’

= A3 4 642 4 11+ 6
=A@+ DA+ 2HA+ 3 =0

Os autovalores de A sio as raizes da eqilacao caracteristica. oy ~ 1. —~2. ¢ -3,

:z:xempl'o 143 Considere o mesmo sistema discutido no Exemplo 14.2. Mostraremos que &
Eq.(14.5) ndoéadnica equagdc de estado possivel [para este sistema. Snponha que definames
am nove conjunto de varidveds de estado 2. z,. = . pela transformacio

e 1 1 17”2.‘1

lx; e § “““2 s J

X3 ; g 23.}
ou

x = Pz (14.9)
Qe

; 1 1 i
P ] ) -3 (1418
14 gl )

Entdo. substituindo a Eq. (14.9) na Eq. (14.7). obtemos
Pi = APz + By
Muktipticando ambos os lados desta ditima equagao a esquenda por P77, oblemos

imP“‘APZ"?“P"IBZ{ (1411

[ H
P’,“; 3025 05T 0 1 oif 11 1[a]
Ez’;ju 3 —d 0 0 rJ 1 =2 -3z
Ll Lot 15 esdles —11 60l 1 4 olig] 3
325 05 E’”c}
T R S LO:[u]
Lrooas osllsl
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Simplificando. temos
;?"z'f; e} 1] E_z. { 3
;z’szL 0 -2 g'zzg«y —6
Lz, 0 0 -3zt 3
A Eq. (14.12) tambdm € uina equagio de estados que descreve o mesmo sistema definido pela

Eq. {1451
A equagdo de saida. a Eqg. (14.8). € modificada para

f4] (14.19)

y = Pz
ol
-1 1 FwA
ya=[l 0 0] w3| 23
9,1 71
=f 1 1] J {14.13;
e

Observe gue a matriz de transformacio P. definida pela Eq. (34.10). transforma 2 matriz
de coeficientes de z na matnz diagenal. Como claramente visto na Eq. (14.12). as trés
equacoes de estado separadas sdo desacopiadas. Observe também que os elementos diago-
rais da matriz PAP pa Eq. (14.11) sdo idénticos aos trés autovalores de A. E muso
importante notar que os autovalores de A e aqueles de PiAP sdo idénticos. A seguir
provaremos isto para um caso geral.

Iavaridncia dos autovalores. Para provar a invanancia dos autovaiores sob
gma lransformacao linear. devemos mostrar gue o polindmios caracteristicos
AL — Ale Ml P AP sdo idénticos.

Como o determinante de um produto é o produto dos determinanies. oblemos

[AI — P'AP! = |iP"'P — P"'AP|

2113 (AT~ A)P]
= [P~ — A P|
miéP“HPllih Al

Observando gue o produto dos determinantes [P P € o determinante do produto
[P P, obtemos

|21 — P-1AP| = |P-'P|l A — A|
= [AT — A!

o
Portanto provamos gue 05 autovalores de A sdoinvariantes sob uma transformagdo
linear.

Diagonalizaciio de matrizes # X n. Note gue s¢ uma matriz A n % n com
autovatores distintos é dada por
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-0 ] 0 &
¢ G i G
A= . : : oo {14.14)
0 0 o -
—a, G, TGz Tt A

a transformagao x = Pz onde

N ] i
R \
po A %
UM AT
Aq. Ase ... A = A autovaiores distintos de A

transformara P~'AP em uma matriz diagonal. ou

i 07

10 b

- no

~ SeamatrizA definida pela Eq. (14.14) envolve autovalores muliipios entios
diagonalizagdo € impossivel. Por exemplo. s a matriz A 3 x L onde

g 1 0
A=} O 0 i

3y Ty

term Os aulovalores A . A, Ay, entiio a transformagdo x = Sz. onde

10 1
S=11, 1 1
2o, B
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fornecera
24,1 0
SAS =10 4, 0
0 0 i

¥sta é a chamada forma de Jordan CanonNica.

Exemplo 144 Considere 0 mesmo sistemu discutido nos Exemplos 14.2 ¢ 14.3. reescrito
abaixo:

§ 4 69 + 11y + 6y = 6u {14.15}

Demonstraremos que z Tepresentagio de espago de estado dada pelas Egs. {14,123 e (14,13
pode também ser abtida usando-se a téontea da expansdo em fragdes parciais.
Vamos reescrever 4 Bg. (14.15) na forma de uma fingao de wransferéncia:

Yis) 6 - 6
UG~ P56 + 15 +6 {5+ 1)+ s+ 3

Expandindo esta fungao de ransferéncia em fragdes parciais. eblemos

UG s+1 s+2 543

Portanto
V) = ggUle) + 53506 + 53V0) (14.16)
Vamos definir
X = =2V (14.17)
Xila) = 5 U0S) (14.18)
X585 = ;—“%@U(s} (14.1%

As transformadas inversas de Laplace das Egs. (14.171 {14.18; ¢ {14.19; fornecem
#) = —x, + 3u
%y = —2x; — bu
&y = —3x5 -+ I
Como a Eq. {14.16} pode ser escrita como
Yis) = X(s) + Xols) -+ Xsls)
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obtemuas
¥ o= Xy b Xt Xy
Em termos da notackoe matricial. obtemos

rz” -1 0 e};x;@ e

0 -2 of|lm |6l (14201

Lo 0 —3ilxy. L 3.

i

x,"
y={1 1 llijz‘ (1420

B

+ AsFgs. (14.20 € ($4.21) sio claramente idénticas as Fgs. (14,121 {14.13). respectivamente.

A Fig. 4.3 mostra uma represeatacao em diagramas de blocos das Egs. { 14.20e014.210

Note gue as fingoes de transferéncia nos blocos de realimentacio sao idénticas ans Aovaio

res do sistema. Note também que os residuos dos plos da fungdo de transferéncia. ob 05
coeficientes da expansao em fragdes parciais de ¥is)/Uts). aparecem nos blocos de elodireto.

E?E"z ]1;3 Representacdo em diagrama em blocos do sisterna descrito pelas Eqgs. (14.20) ¢
(14.21).

Representagio de espace de estados de sistemas de eguagdes diferenciais de
ordem n com r fungbes de excitagie. Considere o sistema de multiplas entradas ¢
saidas visto na Fig. 14.4. Neste sisiema, X,. £5. .... X, representam as varaveis de

estado; iy, ty. ..., 4, TEPreseniam as variavels de entradat e ¥y, ¥y ... ¥ 580 35,

variaveis de saida. Da Fig. 14.4. obtemos o sistema de equagies como segue:

766

T S

%, = @y, (%, + @u0x; + -0 6%,

- bll(f)ﬁl + bu(t)uz - bl,{f)u,
X, = a,,(x, + ayltyx, — - — a; (X,

by (O bty — e by (D,
x‘n = anl{r}xl e anz(f)xz - s ann("}xn

- bnl(r)ul - baz(f)“z - T b»r(t)ur

onde 08 aif] e bi{j 520 consiantes ou fungées def. Em termos da notagio matricial.
estas # equagdes podem ser esciitas compactamente CoOmo

% = A{f)x -+ B{t)ju {14.22)-
onde
x,]
Xy
x =1 1= vetor de estado
_'xﬂ...
)
U,
=1 | == vetor de entrada {ou controle}
ur -
a, {0 e lfy - ain(t}q
a,,(t} az, () - a1}
Aly =3 : :
_GM(I) anz(t) s anc(t} 3
by z(‘} by - b;r(f)“
b () by - by A8
B =| = ‘
_bni(t) bnz{t) e b,,.(f) .

A Eq. (14.22) ¢ a equagéo de estado para © sistema. [Note que uma eqUaga0
diferencial matricial. como a da Eq. (1422) {ou as n equagdes diferenciais de
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\ x Y ¥y

Y

e dlli - R— 4

gy e® Processo TR TN Elemente [Ty
. finaar . N de saita .

[£73 P A e el

Fig. 14.4 Sistema de muitiplas entradas e miltiplas saidas.

primeira-ordem equivalentes), descrevendo a disdmica de um sisterna. € uma equa-
¢io de estado se e apenas se o conjunto de variaveis dependentes na equagdo
diferencial matricial satisfaz a definigio de variaveis de estado.]

- Puara os sinais de satda, obtemos

Py om O x, A ealtixy 4 - b0 {)x,

= dyy (O, + d(thuy = - -+ dy (O,
V2 = O X, b ()X + o T 0{t)x,

e dy g -y, = -0 - dy
ym — le(!}‘xl Mé" sz{t)xz + e m Cmn{t)xk

e dm:{t)u¥ =+ dm2(I)u2 el dmr{t)uf

Em termos de notacio matricial. estas m equagoes podem ser escritas compacta-
mesnte como

y = C(t)x + D{t)u £14.2%
onde
B
Y2
Y =1 ° | = vetor de saida
Y m
Ce d) ety - ol{t)
cult) et} -0 o{t)
i) = : : :
wcmi(t) sz(f) e Cnm(t}...z
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z}(f} dzz(t} dz:-(t)
- o
i
|

. dn(t} drz(‘) du(t)ni
d
D(t}m1

]

a Fq. (14.13) € a equacio de saida do sistema. As matrizes A By, Clry e Doy
caracterizam compietamente a dinamica do sistema.

U mu representacgic em diagrama de blocos e uma representagdo em grifico de
fluxo de sinais do sistemna definido pelas Eas. (14205 e ¢14.23) 540 vistas nas Figs.
14.5a) e (b}. respectivamente. Para indicar grandezas vetoriais. usamos duplas
flechas nos diagramas.

Representaciio de espaco de estados de sistemas de equagdes diferenciais de
ordem 7 em que a funcde excilacio emvolve termos em derivada, Se a equagdo
diferencizl do sistema envolve derivadas da fungéo de excitagéo. como por exem-
plo.

a im- 1} . Al {l&"I'}.
gy = b b

yLay-r oo o Dtk b

(14.24)

v B xSy
A
)

Fig. 14.5 (a) Representacio em diagrama em blocos do sistema descrito pelas Egs. { 4.2 e
{14.23;: {b) representagic por diagrama de fluxo de sinal do sistema de {a}.
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1l

entdo o conjunto de 1 variaveis y. ¥, ¥. .... ¥ n@o é um conjunto de varnaveis de
estado. e o método simples que empregamos anleriormente nio pode ser empre-
gado. Isto porque n equagdes diferenciais de primeira-ordem

xi mxz

X, = Xy

N . [N CS

Ry = @Ky = By Xy o @Ky b B b b b - b b

onde x. = y podem nio fornecer uma soluglo Lnica.

(3 problema principal em se definir as varidveis de estado para este caso estana
existéncia de termos em derivada no lado direito da iltima equagio do sistema de s
equacdes acima. As varidvels de estado devem ser 1ais que eliminem as derivadas
de « na equagao de estado.

{Um fato bem conhecido na teoria de controle moderno é que se definirmos as

~ seguintes n varidveis como um conjunto de n variaveis de estado.

xy =y — Bou
xzmy"ﬁeﬁ“ﬁi“mxz“ﬁlu

Xy = § o Bt — Bt — B = %; - Byu £14.25}

{m-3 (a1} {u- 1)

X, =y — Bt — B — - Byt — Booju =%, — B..u

onde Bo, Bus . . -. B 540 determinadas de
ﬁo = Z’a
B, =b ~—ab
B, =b;, —aB,—a,B, {14.26)

By==by— a8, — a,B, — a8,

ﬁn = bn - aiﬁnwi = anviﬁ} - anﬁo

entic a existéncia e unicidade da solugio da equagdo de estado estdo asseguradas.
{Note que es1a ndo € a unica escoiha de um conjunto de varidveis de estado.) Coma
presente escotha de varidveis de estado. obtemos a seguinte equagio de estado ¢
equacdo de saida para o sistema da Eq. (14.24):

*, 0 1 o0 - 0T x T DB
%, 0 0 1 - 0|l x 8,

= + {4}
x‘n--i 0 G 0 e ! X,,.,; ﬁnﬂi
xn _ LT Ly T8,y s ey [ X - ﬁa l

164

o M e e

y = [} 0 )i _""“ﬁou
A
L%, ]
o
% == AX -+ Bu (14.27}
y = CX Du {14.28;
onge
" x, r o 1 0 07
X, & 0 1 it
X == l, e )
Xoos ¢ 0 0 i
.._.xn,,_ ...Mwan ety el &y ]
%—ﬁf
Bo| . L c=00 - 0 D=B=h
ﬁn-—l[
LB

snada use -se a Eq- (4.3
A condicao inicial x(0r pode ser determunada usando-se a B4 L3S ‘
Nelfla representagio de cspago de estados. a matriz A ¢ .EhseﬁCIdEmEBli a
mesma que no sistemna da Eg. {14.10. As derivadas no lado direito da Eq. (14.24)

afetam apenas os elementos da matriz B. ) o i
Noig que & representagao de espago de estados para a seguinie fungao de

transferéncia

mmbasxé‘bis"“le&w‘.‘
W™ v ag + -

& dada também pelas Eqs. (34271 ¢ {14.28).

- bir“ts = bn

A T

Exemple 14.5 Considere o sistemi de controle viste na Fig. 14.6. A funcio de rransferencia

de malha-fechada ¢

Y8 _ 160(s ~ 4)
U5y~ &+ 185F -+ 1925 — 640
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@ A5+ 41 o 80 4
s+i6 | Tsls+ 2 o

A correspondente equagao diferencial é
¥+ 185 + 192y + 640y =~ 1604 -+ 6404

Dbtenha uma representagac de espago de estado do sistema,
Referindo-se & Eq. (314.25). vamos defipir

Xy =y~ Bou
X3 mj'“"ﬁeé “ﬁzﬁmii "‘ﬁl“
X3 = § - Bott — Bk — Bau = %3 ~ Bau
ande Ay, 8; ¢ B, 4o determinados da Eq. {14.26) como segue:
ﬁa w= By = 0
Bi=b —aflg =0
Bi==by ~a By — ayfiy = 160
Bs =by —affy —ayffy — a; o= —2240

Entae a equagdo de estado para o sis{ema se 10ma

£ 0 S
%y 1= 0 0 i |+ 160 )
% L—640 —192 —18lix,| L2240

A equacio de saida se torna

ef

14.3 SOLUCAO DA EQUACAO DEESTADO INVARIANTE NO TEMPO

Nesta secdo. obteremos a solugdo geral da eguagéo de estado linear invariante

10 tempo. Consideraremos inicialmente o caso homogéneo. e entdo o caso nao
hOMOEEneo.

_Spiztgé{a t_ie_ equaghes de estade hemogéneas. Antes de resolver equagdes dife-
renclals matncias. vamos rever a solugao du equagdo diferencial escalar

X = gx (14.29;
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Fig. 14.6 Sistema de controle.

Jep—A

Ao resolver esta eguagdo, podernos supor uma solugdo xf1} da forma

X(1) = by -+ byt < Byt o oo A btt oo (14.30)
Substituindoe esta solugdo suposta na Eq. (14.29;. obtemos

by 4 2byt - 3byrt + - oo kbt A oo

= a(by = byt + byt* = - L bt ..y {14.31)
Se a solugdo suposta deve ser a solugio verdadeira. a Eq. {14.31} deve valer para

gualguer 1. Portanic. equacionando os coeficientes de iguals poténcias de 1. obte-
mos

b;mabo
b;;z%mﬁI m—;»azbo
- D S
53——"3—052-3X2050
' b, = La*b
k_k! &

O valor de b, € determinado substituindo-se 1 = 8 na Eq. (14.30). ou
x(Q) == by

Portanto a soiucao xi1; pode ser escrita como

- gttt o hak L (0) = ex(0)

Resolveremos agora a equagio diferencial matricial
X = Ax {14.32)

onde
x = vetor n-dimensional
A == matriz constante n X n

Por analogia com o caso escalar, suporemos que a solugdo € na forma de uma série
de poténcias vetoriais em 7, ou

X{r) = by == byt b byr? b oo b bt g (14.33)
Substituindo esta suposta solucdo na Eq. {14.32). obtemos
b, +2b,0 - 3bg* + - kbt + -
o A{By + bt — byt - o kb ) (14.34)
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Se a solugio suposta deve ser a sofuglio verdadeira. a Eg. {14.34) valer valor para
todo . Portanto tmpomos gue os coeficientes de poténcias iguais de 7 sejam
idénticos. ou

b, = Ab,
i 1
b, == wﬁwAbi = TA%“
i i 3
ba — “j*Abz == mA b
b, = L Akh
g i %
Sabstituindo ¢ = § na Eg. (14,33}, obtemos
%(0) = b,

Portanio a solugio x{1) pode ser escrita como

.4 " I
X(f) = (I + AL A LAk -)x{(])
A expressio em parénteses nolado direito desta dliima equagio é umamatriza x a.
Em virtude da sua similitude com a série infinitade poténcias para uma exponencial
escalar, chamamos esta de malriz exponencial e escrevemos

-+ Af i ﬁ»TAzf cee b %EA*:" S T

Em termos da matriz exponencial, a solugio da £q.114.32) pode ser escrita como
x(1) = e*x(0) (14.35)

Comoamatriz expcnenmal & muito importante na andlise de espago de estados

de sxs;]emas lineares, examinaremos em seguida as propriedades da matsiz expo-
nendc:

Matriz exponencial. Pode-se provar que a matriz exponencial de bma matriz A
nxXn

eA-I' o o Akrk
=3
converge absolutamente pars todo 7 finito. (Portanto cilculos em computador para

calcular 0s elementos de ¢ ¥, usando z expansio em série. podem ser fuciimente
feitos.}

Devido a convergéncin da série infinita Z AFIMES, a série pode ser diferen-
ciada termo a termo. resuitando
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‘d Mo A - A2 Af L AR
rrad P U
CAME AR T A
AI o Al e ey ]
L AME ARl T
{IMA: TR ey 1 JA eMA

A matriz exponencial tem a seguinte propriedade:

eA{H ) . eAreA:

Isto pode ser provade como segue:

e = (L5 N E %)

=2 “"@ sl(tisijf)!)

k=g

Kb k!
e @Mt
Em particular, se 5 = ~1. entdo
eAre—A: — 6"‘“6‘“ s eatr—:: —_ I

. - e g o Al o oz Al A i
Partanto a inversa de e é ¢~ . Como a inversa de ¢ sempre exisie. ¢ € nao

singular,

E muito zmponame lembrar gue
e ArEI ehtp™ s¢ AB = BA

e(A+‘B}r ¢ eAren: 52 AB ¢ BA

Para provar isto. notamos que

' N 4 4+ By
O N R Yog.o

1g2 ) AS.! . BZ:Z B3t3
ever = (1 At Sy + 5p & - Yremes Br e BEe )
143 OB}, AW
=1 (A+ By = A ABP & S S

. A’BY ABW B
N S SR T
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Portanio
einw&:: _ eg,re;;, — §A 2‘“ ABI‘:

_ BA-- ABA - BPA - BAB - 2A’B ~ 2AB® .
' £}

A diferenva entre ¢ 8 o o oW ¢opnlu s A ¢ B comutam.

Abordagem da transformada de Laplace para a solucdo de equacdes de estado
homagéneas. Vamos inicialmente considerar v Cuse escalar:

X = ax L1436

Aplicando a transformada de Laplace para a Eg. {14.36). obtemos

sX(5Y — x{0) = aX(s) :14.37T
onde X1s; = Flx]. Resobvendo a Eq. ¢ 1:4.37) para X14). resulta
_ox(0y g i afdY
X5y = 20k = (s — 0y ix(0)

A transformada inversa de Laplace desta vltima equacao fornece a solucio
x{1} = e*x(0}

Esta abordagem para a solucio da equacio diferencial homogénes escalar
pode ser estendida para 4 equagio de estado homogenea:

x(e) = Ax{1} 14,387
Aplicunde a transformada de Laplace w ambuo~ o~ kados du Equ 113 3% vesulty
sX(s} — x(0} = AX(s;
onde Xisy = Fix}. Portanto.
(sl — AYX{s) = x(0)
Pré-multiplicando ambos os lados desta ditima equagho por 51 — Ay resulta
X(s} = {sk — AY 'x{0)
A transformada iaversa de Laplace de X(s) fornece a solucac xir. Portanto.
x(t) = L7 [(s] — Ay Ix(0) (14.39)
Note gut

(sImA)ﬂm%;hA AT

H T
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Portanito. a fransformada inversa de Laplace de (51 — Ay fornece

242 143
sk - A =1+ Ar ‘35% - ‘33;% o = AT (14.40)

{A transformada inversa de Laplace de uma matriz € a malriz gue consiste nas
transformadas inversas de Laplace de todos os elementos.} Das Egs. {14.3% ¢
£14.401. 2 solugho du Eq. (14.38) ¢ obtida como

“x(f) - e“’x{{}‘)l

A importancia da Bq. (14.40 estd no fato de que efa prové um melo conve-
niente de se achar ¢ solugio em forma fechada para a mainz exponencial.

Matriz de transicao de estades. Podemes escrever a solugéo da equagio de
estado homogénea como

% == Ax (14.41}
LOMmG
x(r} == P{x{0) (14.42)

ande i) ¢ uma matriz # X # € a scluglo tnica de
() = AR, @) =1
Para verificar isto. observe que

%{0) == @{0)x{0) = Ix(G)

Portunio confirmamos gue a Bq. (14.42) € a solugio da Eg. (1441}
Dus Egn. (14380, (14.39) ¢ 14 47}, obtemos

®) - e 2 lish— AV

L R B Gl O —1)

- Da [:q (14.42). vemos que & solugio da Eq. (14.41} € simplesmente uma transtor-

macae da condigio inicial. Portanto a matriz unica &4} é chamada de matnz de
transicdo de estados. A matriz de transigao de estados contém toda a informagao
sobre movimentos livres do sistema definido pela Eq. (14,41}

Se 0% autovalores A,. As.....A, du matriz A so distintos. entdo ®ny conterd as
£ exponenciuis -

el'hf, e}if, s e
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Em particular. se 3 matriz A ¢ diagonal. entio

gl ¢ ";
At
€ z

D1} e @A o : {A: diagonal)

LO e |

Se houver multiplicidade nos autovalores. por exemplo. se os autovalores de A
S0

‘(h 2*15 ;'19 ’149 Agy oo 5"2p

entio Ot} conterd. além das exponencials et eM. eM. e termos come o™
e Iﬁehr.

Propriedades de matrizes de transicio de estade. Resumiremos agory as pro-
priedades importantes da matriz de transigho de estados @) Para o sistema
invarianie no empo

% == AX
para o qual

D1} == e
temos

1. ®{0) o= A% =X

2. D) = oM = (7MY = {0

o P = P(—1}

3P, A1y e el o et o (1 WD) s D)

4. [BD] == ()

S, @, - 1 )00, — 15} = D1, — 1) = Bt — 1)@, — 1))

Exemplo 14.6 Obtenba a matriz de transicio de estados ©7) do seguinte sistema
[x' :] !: 3 1] [x ,:t
X2 -2 —3itx H

Obtenha também a inversa da matriz de transigio de estados. ®'41).
Para este sislema.

-2 2
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A matriz de transicdo de estado 94 € dada por
D) = oM = F-H(sT - AY]
como

si—Am'

iy G“ I' 0 iﬁ;_[s o] it
lo 5! Le2 =3] 12 53

A inverss de (51 — A} é dada por

y i [c—3 1
Gl AT =5 DE=DL -2 s

e

! s+ 3 1 1
_ (s ~1¥s~2) {s+ iHs — 2}
-3

I3
iy - s £ 2y fs = BMs - 2
Portanto

@) = e e FG] - AV

26’“ s f,--;‘.r et — gat

e |

LomZemi b Qom0 wmpmt — Tgv

Observando que $7'ir) = $i—¢). obtemos a inversa da malniz de transicao de estados
COMO SCRUC!

H ] v 21 @2 3
D) = oA | e e . @: ¢ i
L—det = 2o et - el

Solugao das equaches de estado nio homogéneas. [niciaremos considerando o
Caso excular

X = gx ~ bu (14.43}
Vameos reescrever a £g. {14.43) como

X e gx us bu

Mualtipticando ambos os lados desia equacio por ¢, obtemos

e {5 (t) — ax(t)] = a‘% (e~ x(1)] = e~*bulr)
Entegrando esta equagdo entre O e 1. resulta
e~ ex{t} = x{0) -+ J; e~ bu{t) dt

T3



ou
x(r) == e“x(0) + & ﬁ e hult) dt

O primeirotermo do lado direito é aresposta a condigdes inicials. £ 0 segundo termo
€ 2 resposia 4 entrada w7}, i i ) ‘
Vamos agera considerar 4 equagdo de estados nio homogénea descrita por
% = AX -+ Ba {14.44)
onde
x = velor n-dimensicnal
u = vetor r-dimensional
A = matriz constante n X n
8 = matriz constante n X r
~Escrevendo a Eq. (14.44; como
{1} — Ax(t) = Bu{r)

e pré-muitiplicando ambos 0s lados desta equacio por e~ oblemos
e MED) — AXD] = S [ x(0)] = e~ MBu(r)

integrando a eguacio anterior entre § ¢ 7, resulta
€M%y = x(0Q} - Jf; e Bul(t) dr

Ol

X(7) = ex(0) ~ [ e*"Bu(r) dt (14.45)
A Eq. (14.45) pode também ser escrity como

x(1) = SOx(0) = [ B ~ 7)Bu(z) d (14.46)
onde
D) = eV

A Eq. (14.45) ou {14.46) € a solucio da Eq. (14.44}. A solucio x(73 é claramente a

soma de um termo que consiste na transi¢io do estado inicial e um termo prove-
aiente do vetor de eatrada.

Abordagem por transformada de Laplace para a solugio de equacoes de estado
nio homogeéneas. A soluglio du equagio de estado ndio homogénea

X = AX < Bu

T4

-

pode também ser obtida pela abordagem por transformada de Lapiace. A transfor-
mada de Laplace da Eq. (14.44) resuita

sX(s} — %(0) = AX{(s) <+ BU(s)
ou
(s — A)X{s5) == %(0) -~ BU(s)
Pré-multiplicando ambos os lados desta dltima equagio por s ~ Ay'. obtemos
X(s) == {sI — A} 'x(0} -~ (s¥ — A)~'BU(s)
Usando esta refacdo dada peia Eq. (14.40). resulta
X{5) = FleMx(0. — L[eMBUS

A transformada inversa de Laplace desta diltima equagio pode ser obtida usando-se
a integral de convelugio come segue;

X(1) = e¥x(0) + || eA"""Bu(r) dr

Sofugio em termos de (1o} Al6 agora supusemos que o ternpo inicial é zero.
Entretanio. se o tempo inicial ¢ dado por 1, ao invés de 8. entio a solugiao da Eq.
(14.44) deve ser modificads para

X(1) = eAemx(ty) - [ et Bu(r) dr (14.47)

Exemplo 14.7 Obtevha s resposta temporal do seguinte sistema:

fx0 TG 137%™ )]
HE I i*Hﬁé
X2 L2 30 Lxgd i
onde uit) ¢ & funcéo degrau wnitdrio ocorrendo em £ = 8. oy
ult) = H1)

Para esle sistema.

A=l boe=0l

A matriz de transicio de estados @473 = o™ foi oblida no Exemple 14.6 como

m(l‘) = g E‘“ 267 — o7 e etk v%

2wt w22 gt = 2evu]

A resposta i entrada degrau enitdrio ¢ enlio obtida como



T~ UmRl e g Bire) et . gm2lrerl )y

i i
X(f} - 8“‘1{0} + _{o [w?.e““’) e Fe-ti-n it L ze-z{s—wjg LJJ {1] d1

(0] [ et o emm gt g ] [x,(ay" Tl e L

s ol 2 2
X201 ] L»Ze“’ 2T e h 2w (X0 L e e J
Se o estado inicial & zero, ou X(® = 6, entdo xir) pode ser simplificade para

[xi(f)- B 1:«"12”“ 2t e ,%,ewz:.l

xg(f}« g — g _i

-,
14.4 MATRIZ DE TRANSFERENCIA

Na Segic 4.6 definimoes a matriz de transferéncia. Como o conceito da matriz
de transferéncia € uma extenso da funcio de transferéncia. inicialmente obtere-
mos fungdes de transferénecia de sisternas de uma entrada e uma saida e entdo
matrizes de transferéncia de sistemas de multiplas entradas e miilftiplas saidas a
partir de equagdes de estado e de saida.

Funcées de transferéncia. Derivaremos a funcio de transferéncia de um sis-
tema de uma entrada e uma saida a partir da versio transformada segundo Laplace
das equagdes de estado e de saida.

Vamos considerar o sistema cuja fungio de transferéneia é dada por

Y{s}

LA e (G i4.4
UG) {5) { 8

Na Seciic 14.3. mostramos que a representagio de espaco de estados deste sistema
¢ dada por

i = AX - Bu (14.49)
y=0Cx+ Du {14.50)

onde x € o vetor de estado. « é aentrada. e y é 2 safda. As transformadas de Laplace
das Egs, (14.49) e (14.50) sio dadas por

sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s) {1454
¥(5} = CX(5) + DU(s) {14.52)
Como a fungio de transferéncia foi anteriormente definida como a razio da trans-
formada de Laplace da saida para a transformada de Laplace da entrada quando as
condigdes iniclais sdo zero. supomos que x(0) na Eq. (14.51} é zero.
Substituinde X{s) = {51 — Ay'BUG) na Eq. (14.52). obtemos
Y(s) = {C(sE — Ay 'B 4+ D)WU(s) {14.53;
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Comparando a Eq. (14.53) com a Eq. (14.48), vemos gue
Gy =CE—AY'B+ D {14.54)

Esta € a expressdo da fungio de transferéncia em termos de AL B, Ce D.
Observe que o lado direito da Eq. {14.34) envelve (s1 — AY"*. Porianto Gfsj
pode ser escrifo como

= 26
EAANAY: gy v

onde O¢s) é um polinémic em 5. Portanto, |sE— A € igual ao ppiipém%o cm‘gc:eﬁs«
tico de Grsy. Em outras palavras, os attovalores de A s&o idénticos aos polos de
Gis).

Exemplo 14.8 Oblenha a fungdo de transferéncia do sistema visio ma Fig. 14.7.
Do diagrama, obtemnos a8 seguintes equagdes de estado € de saida:

.i:lmwix; ““‘“Xz"i"?.u
X;*lriwxz‘i“SH
y=X3 +2-Xz_

Na forma malicial, temos

-1 e+ e

oAl

Xy

Xz .

Fig. 14.7 Sistema de controle.
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A fungao de transferéncia para o sistema € entdo

G5} = Cl — AP'B

. 2[3—?—5 1 “;*fgz}
N s satd is
5= 1 —1 £
GIDETH - 2)(3—4)1233
=0 2 | -
3 =5 255
Gz —4) -2 =&)L
125 59
TG I + 4

Matriz de ransferéncia. A matriz de transferéncia Giny relaciona a saida Yiv)
com a entrada U(s}, ou

Y(5) = G(s)U(s) (14.55)
Se o vetorde entrada € r-dimensional e o vetor de saida v € m-dimensional, entioa

matriz de transferéncia é umamatriz e x r. Emumaformaexpandida, a Eq. (14.55)
pode ser escrita como

U ¥ ?G“{S) G5} Gzy(s)ﬂé #“:hé
| G Guls) o Gole) w
I_.}"I‘H...! g_Gm{s} Gm2{‘$) Gmr{s}_é E__ur _

Oelementode ordem (. j1Gids ) de Ges y € w funcao de transferéncia relacionundo o
i-ésima salda com a j-éxima entrada.

Seguindo oy mesmos passos usados na derivagiio da Eg. (14,54}, obtemos a
matniz de transferéncia para sistemas de méltiplas entradas e miitiplas saidas como
segue:

G(s) = C(sT — A)'B -+ D

Ciarafneme. 4 expredsao da funcao de transferéncia dada pels £q. (14.54)é umcaso
especial desta expressdo da matriz de transferéncia.

Matriz de transferéncia de sistema a malha.fechada. Considere o sistema visto
na Fig. ‘i4,§, O sistema tem miltiplas entradas e muiltiplas saidas, A matriz de
transferf:'nga do elo direto é Gyfs). e a do elo de realimentagio é His}. A matriz de
transferéncia entre o vetor de sinal de realimentagio Bs) ¢ o vetor de erro E(s} é
obtida como segue: Como

B(s) = H(OHY{(s)

== H(5)Gy(s)E(s)

obtemos a matriz de transferéncia entre B(y) e Eiv) como His)G4s). Portanto a
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i
H
'
3

Bils

1

‘U{sz \ E{s} @ Yis) -
His

Fig. 14.8 Diagrama de blocos de um sistema de muiltiplas entradas e mudltiplas saidas.

matriz de rransferéncia dos elementos em cascata € o produto das matrizes de
transferénciatios elementos individuals. (Note gue a ordem da multiplicagio matri-
cial ¢ muiio importanie, uma vez gue em geral a2 muitiplicagdo matricial nao é
COMUALVA. )

A matriz de transferéncia do sistema a majha-fechada € obtida como segue:
Como

Y(s) = Go(s)}{U(s) — B(s)]
= Go(HUG) — H¥(s)]

obtemos
{ — Gy(sHNY(s) = Go(s)U(s)

Pré-muhiplicando ambos os lados desta Gitima equacio por [ + GusYHis),
obtemos

Y(s5) = [ + G {sIH()] 7 Go(s3U(s)
A matnz de transferéncia de malha-fechada G(s) € entdo dada por
Gis) == - G{s ) 1 Gyls) {14.56)

Niag-interacio em sistemnas de mdltiplas entradas e saidas. Muitos sistemas de
controle de processos 1ém multipias entradas e mufltiplag saidas, ¢ fregiientemente
se deseiu gue mudancas em uima entrada de referéncia afetemapenas uma saida. (Se
podemnos obter tal nac-interagdo. € mais facil manter cada valor de saida em um
valor constante desejado na auséncia de perturbagdes externas.}

Vamos considerar a matriz de ransferéncia G 4s) {uma matriz n x n) de um
processe e projetar um compensador série G4s) (também uma matrizn X ) tal que
as n eniradas e n saidas sho desacopladas. Se desejarmos a pac-interagio ou
desacoplamenio  enire as # entradas € » saidas. a matriz de transferéncia de
malha-fechada deve ser diagonal, ou

-

!_Gl (5 ¢

E Ga,{5)

Gz} = ‘
0 Grl5)

e



Consideraremos o caso em que 2 matriz de realimentacio His) é a matriz

identidade. Endo, da Eq. (14.56}. oblemos
G(s) = [ + G()]"'Gy(s)

onde
Gols) = G,(5)G (5)

Da Eq. (14.37), obtemos
[ -+ Go(s)IG(s) = Gils)

ou

Go(L — G(5)] = G(s)

{14.57;

*?é§~muizipiicando ambos os lados desta ditima equagdo por{l - Gisi"'. ebtemos

Gols) = G — G{s)]™

Come Gis) ¢ vma matriz dizgonal. | ~ G(s} € também uma matriz diagonal. Fatio
Gefs ), um produto de duas matrizes diagonais, também € uma matriz diagonal. Isto
significa que, para se conseguir nio-interacio. devemos fazer Gufs) uma matriz
diagonal, contanio que a matriz de realimentacio His) seja a matriz identidade.

Exemplo 14.9 Considere o sistema visio sz Fig. 14.9. Determine a matriz de transferéncia do

compensador série para que 2 mairiz de transferéncia de matha-fechada seja

—~ 0
G{s)"‘i .
0 55 14
come
Go = G — G
i s 1 7 1
" s+ 1 0 J s 0 E“ET
1 53+1J"§
 HEil 0 Tl 10
i
ms“ﬁﬁx 0 P@ﬂ
el 1 e

UI{S}: _ TG :{8) Gciz{f}_g PR — Y, (51"
L) I-Gcz:(s} Geaa(8)i L RAs) — Ya(s)d
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Fig. 14.9 Sistema de muitiplas entradas e miitiplas saidas.

obtemos

¥l

Yas)

Portanto

GAs)

r““““““““““““’z

[Geysis)
LGezids)

hf'—-
L=

"‘1

3 25 4
5

LD+ s

cﬂﬂcm@}&w“hw

j Gearls) Gczz(S)J Ra(s) — ¥a(8)

5 A&
T,mwnm

|

3 Ry(sy — ¥s)
Gclz{s}]
Geaals)

o 'L o

} 5

1 1

541 0 S5
i

G

g 55 .

{14.58)

A Eq. (14.58) nos dd a matriz de transferéncia do compensador série, Note gue G{s} G pls)
sao controfadores do tipe proporcional-mais-integral ¢ Gods) € um controfador do tipo
proporcionab-mais-integral-mais derivada.
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" E muito tmporiante notar gue na andlse presente nifo consideramos perturbagées axter-
nas. Em geral, na presente abordagem, hé cancelamentos no numerador ¢ denominador.
Portanto, alguns dos antovalores serfio perdidos em G,(5)G,(s). Isto significa que emborz a
abordagem presente fornega o resultado deseiado de ndo-interagdo nas respostas a entradas
de referéncia na auséncia de perturbacdes externas, caso O sistema seja perturbado por
forgas externas, entio o sistema pode-se tornar incontrolivel porgue qualquer movimento
causado pelo autovaior cancelado niio pode ser conirolado. { Discutiremos detathes de contro-
labilidade de sistemas na Segio 16.2) .

14.5 SISTEMAS LINEARES VARIANTES NO TEMPO

Uma vantagem do método de espago de estados na andlise de sistemas de
controle é qite ele pode ser estendido a sistemas lineares variantes no tempo.
_A wmaioria dos resultados obtidos na Se¢dio 14.4 valem para sistemas lisieares

variasites no tempo modificando-se a matriz de transigio ®(7) para ©(, to). (Para -

sistermas variantes notempo, a matriz de transicho depende tanto de 7 como de fed

ndo dadifereriga ~ 1,. Portanto, nfic podemos sempre fazer o tempo iniciatiguala

zero. Ha, entretanto, casos em queseé zero.) Entretanto, é importante compreender

que-a matriz de transicfio para um sistema variante no tempo nio pode em geral ser -

dada como uma matfiz exponencial. '

o Salugﬁude equagées de estado variantes no tempo., Para uma equacdo diferen-
cial escalr-

= a(r)x

a solugdo pode ser dada por

_ x(r) = lho® Y ds Xy |

e a fungiio de transigho de estados pode .ser dada por
: ¢(f, t-o) s EXD [f:q a(r) d—:}

O mesmo resultado, entretanto, no se aplica para 2 equacio diferencial matricial.
Considere 2 equaciio de estado :

% = A{f)x (14.59;
onde
x{t) = vetor n-dimensionat ' '
A7) = maltriz n X n cujos elementos sio fungdes continuas por trechos em7 no
intervalo fp€ r = ¢
A soluglo da Eq. (14.59) € dada por
X(1) = (1, 15)x(1,) (14.60)

og:dze @(r, 14) € a matriz n3o singularn x n que satisfaz a seguinte equagio diferen-
cig

D@ 1) = ADOG, 1), Do, 7,) =1 (14.61)
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_ Ofatode qde a Eq. (14.60) € a solucio da Eq. (14.61) pode ser verificado facimeénte
K pols

x(t0) = Bty, 16)%(t0) = Ix{t,)
. | S
0 = L@ )

LX)
}@(f’ forx{te) = A(X(t) "

ugz’wda 'Eq.'(i'4-59} é s‘i'mplésmenté umﬁ_transfcﬁﬁagﬁo do estado -
P(r,:1) € a matriz de transi¢do de ¢stados para o ﬁstema'yan&n;g :

nisicaode estado para @ caso variante no teimpe. Emponamem -
transi¢io deestados @, 15) é dada por uma matriz exponencialsee’

J& Alridr.comutam. Isto é,

A('r) d‘t] (Sé ¢ apenas se .A(r;) e S:, Al dr comutam.)

& uiha matriz constante ou uma matriz diagonal; AQ) € [ A(r)dr

1) € fi AG)dr n30 comutam, niio hd uma maneira simples de se
de wansigio de estados, N

compiitar B fo)numericamente, podemos usar a seguinte expansaoem -

+ 1, A('z:.)_'d: + j LAG)] f " Azy)dr,)dr, + o

T oeey

eral, ngo fornecerd ®(t.79) em forma fechada.
- -.:..'&empfé-:f‘m."ﬂ; Obtenha iz, 05 para o sistema variante no tempo
o [xl]_[o 1]{?‘1] :
% Pasa computar 94, 0}, vamos asas a Eg. (14.62). Como
r} 1 0t
. i ¥ o
N J.GA(z)dsz.ﬂ 4] Tildtm[e .{3.]
L pa
bl
1‘0 b1 0 17 [o 1770 T, 0
T T [4 -
' dty} dty = 3 d‘t; =
‘ o oo cfesfer =Ll ol glee-|, “
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o obtemos

tof Jo] fo£
D1, 0) = + e ol
0 1 7] o &
3
1o+ Dy ]

Propﬂedades da matriz de transicio de estados tb(r o A segmr alzstaremos as
ropnedades da matriz de transigfio de estadas Bz, 1,).

‘:’(!'3,' 1D, 1) = Bl1,, 1)

o provar esta 1gualdade, BOte que

'b{tzs‘ :.}‘D(f 1 bo) = @(f.z., to)
2‘ - 0(!1, tn) o hi(tu& tl)-.
Para' pravar isto, note’ que

‘b(t:: tn) T Q 1({29 1)@(:29 to)

Se ﬁzermes Iy r,} nesta titima equagaa, entio
_:_ 0(‘19 fn) ‘b z(tas I)ﬁ'{t{,, fa) = e, 1Y

o Sﬁiugao equaqms de estado lineares variantes no tempo, Cons:dere a se-
guinte equa;ao de estado _ _

X = A(OX + B(u

onde

. % = vetor a-dimensional
o =.vetor r-dimensional

{14.63) '

T

Ent&o .

: _'ou '

R ] Portanto

Al = matrizn X n
B(ry = matrizn x r

Su_pée-ée gue os elementos de A{:) ¢ B{) sdo fum,;oes contmaas por trechos de r no N
intervalo fos'f < ¢, S -
Para se obter a solugio da Eq. {14. 63), VRIS fazer

(1) = B, 10560

ondedir, r3é a matnz Gnica saitsfazende a segumte equagac
b, 1,) = A(r)¢(r toh
q’(f o F o} 3 |

' _-x(:') '—m{d’(r to)é(t)i
'web{r zo)é(r)+¢(r,ra)é(:)
= ADSE LD O 1R e
._A(;}!b(t ;e)a.(:) -T—BG)E(:) R

: _Port&nw

‘3’(3 fo)ﬁ(t) = B(F)!l(f)
' 'é('r) "4%' :“_"(fs f'éiﬁ(r)ﬁ(t}_: -

E,(r) = a(ro) + j o1z, 1 oa(r)n(z) dr

»
: Como _

g(fo} = w-»l(!m tn)x(ra) = x(’o)

a solug.ao da Eq (14 63} é cbﬂda como

) = B, 1K) + 06 1) [ 01t B dr o
= 01500 + [, 00 DB S aes

O célenlo do lado direito da Eq. (14 64) para casos prancos requer um computador
digital.
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14.6 REPRESENTACAO DE SISTEMAS DE TEMPO DISCRETO POR
ESPACO DE ESTADOS

A abordagem de espago de estados para a andlise de sistemas dindmicos pods
ser estendida para o caso de tempo discreto. A forma discreta da representagio de
espago de estados € bastante andloga a forma continua.

A representagio de espago de estados mais geral para sistemas lineares de
tempo discreto

x(k ++ 1) = GR)x(k) -+ H(k(k) (14.65)
¥&) == Clkxk) + Diiou(k) (14,663

onde x{k) € o vetor de estados, nlk) € o vetor de entrada. e y{k) € o vetor de saida,
cada um especificadoem = iT, k = 0, 1, 2. ... e T é 0 periodo de amostragem.
[Note que a2 menos que especifiquemos em contritio. usaremos a notacio simplifi-
cada x(k} para indicar x(AT}. Isto &, x(k} implica o vetor x{¢) em ¢ = kT. De forma
similar, usames a notagie simplificada w(k). ytk). Gidy. Hik). Ck) e Dtk).] As Egs.
{14.65) e (14.66} correspondem a0 caso variante no tempo. A Fig. 14.10 mostra o
diagrama de blocos do sistema de tempo discrete descrito pelas Fqgs. (14.65) e
(14.66;. O elemento atraso unitiric tem um tempo de atraso de T segundos.

Se o sistema linear de tempo disereto € invariante ne tempe, entio as Egs.
(14.65) e (14.66) sio modificadas para :

x(k + 1) = Gx(k) + Hua(k) ' (14.67)
¥(k) = Cx(k) -+ Duk) (14.68)

Nesta segio, cstaremés interessados principalmente com sistemas descritos pelas
Egs. (14.67) e {14.68). '

Representagio por espaco de estados de equacies de diferencas escalares e
invariantes ao tempo onde a fungho de excitacdo ¢ buik). Considere a seguinte

= DR

% (k+1)

ul#} x(k) yi#)

Ha aniario e

G (k)

Fig. 14.10 Representagio em diagrama de blocos do sistema de tempo discreto descrito pelas
Eqs. {14.65) & (14.68). i,

786

equagao de diferengas escalar:

vk +mdapk+n—D+ayk+n—24 .-

b YK 1) - @, W(k) = bu(k) (14.69)
onde & denota o k-ésimo instante de amostragem. wkj € a saida do sistema no
k-ésimo instante de amostragem. ¢ u(k} € a entrada no k-ésimo instante de amostra-
gem- Vamos definir

x, (k) = y(k}
X (k3 1) == Xx,(k)
Xk A 1) = x4(k)

Xp-r(k + 1) = x,05) D
X0k 5 1) == %K) = @y%,. (k) — - - —ax (k) + bu(k)

Entdo. a Eg. (14.69) pode ser escrifa na seguinte fanﬁa: _
Tx kDT O e 00 x0T
x,{k + 1) 0 0 -~ 0 0 x,{k) . |
Xo ik 4+ D) 0 i SRR | B | X LKy
e xn(k + Z) o A 7 Tt (S 0 £ xn{k) ok
,,Oﬁ,.
0
IR 0C3)]
. .
rl ub"
x, (k)

x,(k)
W= 0 - 0 -

X, -(k)

Ol

Xtk + 1) = Gx(k) + Huk) -~ - |
#k) = Cx(k) .



onde

Crxk) ™ 0 1 ... 6 0 7 0
x,(k) 0 6 ... 0 0 10
x(k) =1 ,(;g. . . . b H=
%, (k) 0 0 ... 0 1 0
L x{k) | e T PR PO nm
C={l 0 -.. 0 0]

Representacdo de espaco de estados de equacies de diferencas escalares invarian-
tes po tempo gquando a funcio de excitado envolve k). wik + ). ... utk + nj
Considere em seguida a seguinte equagdo de diferencas escalar: _

A dbayk+n— Dt ayk+n—24 - g yk4+ D

4 a9k = boulk - n) + bk + 1 — 1) 4 btk - n - 2)

o o by gilh 4 1) + butk)
{14.70)

onde £ denota o k-<ésimo instante de amostragem, y(kj é a saida do sistema no

k-ésimo instante de amostragem, e u(k} € a entrada no k-€simo instante de amostra-
- gem.

De forma semelhante ao caso do sistema de equagdes diferenciais escalares
dadas peia Eq. (14.24}, definamos as varidveis de estado como segue:

x, (k) = p(k) — hou(k)
xz(k} =, (k 4 1) — hutk)
%3(k) = x(k + 1) — hyu(k)

X (k) = x,. 1k + 1) — k. u(k)

onde hy, hy, Ay, ..., h, 550 determinadas de
hy == b,
hy ==b, — ah,

by = by~ aihy — ayfy

by == b, —aB . - “.au-—ihl - hy

Com esta escolha das varigveis de estado, obtemos a segh'inte equagio de estadode
tempo discreto e equacio de saida para o sistema da Eg. (14.70):
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T x,k + 1) 6 1 6 0 Xk
x,(k + 1) 0 0 6 0 x, (k)
- - . . o+
X,k + D 0 0 0 1 lx k)
L xn(k -+ .’i} - W™ Wa.n“-‘l S ".-az E &y i x‘(k) ]
by
hy .
o |y
k”-“:. ’
LA
[,k
: ' - x,(k)
ygy=[ 0 .. O]y " - houk)
x (k)3
oit .'
x(k 4 1) = Gx(k) + Hu(k)
y(&) = Cx(k} -+ Du(k}_
onde..ﬂ B
| f'xl(k)w —9 1 e o o 7 T hy
x (k) | ] R ha
Xy (i) RN 6 .- 0 1 L
» xu(k) _ i A Y el mhn d
C={1 © 0, D=hy=bh
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As condigoes inicials x0). xa(0). .. x4{0) sfio determinadas de

%,(0) = (0} — A (0}
%,0) = ¥(1) — hou(1) — 4(0)
x3(0) = H2) — hot(2) — k(1) — hyu(0)

x,(0) = yn — 1) ~ hou(pt — 1) — hyu(n — 2} = -+ — B (1) — b, 40)

Exemplo I4.]] Qbtenha a representagio de espago de estados do sistema descrito por
Wk + 2) -+ pk 4 1) -+ Q16pk) = utk -+ 1) -+ 2u(k)
Definindo as varidvels de estados como segue,

x{k) = ¥k}
x40k) ==z {k + 1} — u(k)

a equagdo de diferencas pode ser posta na representagdo padrdo de espago de estados:

xy(k + 1) = xy(k) + w(k)
X3k -+ 1) == —0,162,(k) — x,(k) + u(k)
HE) = x,(8)

Reescrevendo ]
xEkAD]_T O 1 {xi(k)'";_ 1
[x,,(k + 1)] = [mo,is 4] ad T U [ )_I
-
wo = o]

x, 0k

As condigbes iniciais sao dadas por
[xlcm] [ O ] |
x(0) 1) — u(0) _
14.7 RESOLUCAO DA EQUACAO DE ESTADO DE TEMPO DISCRETO

Nesta se¢do, inicialmente apresentaremos a solugio da equagdo de estado de
tempo discreto: .

x(k + 1) = Gx(k) -+ Hu(k) (14.71)

usando um procedimentode recursio e, posteriormente, o métododa iransfprmada
z. Entio discutimos a discretizagdo da equagio de estade de tempo contingo:

% = AX - Ba (14.72)
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Isto €. derivamos a equacdo.de estado de tempo discreto da forma dada pela Eq.
(14.71) a partir da equagao de estado de tempo continuo, a Fq. {14.72).

. Solugdo de equagbes de diferenca. Em geral, equagdes de diferenca sdo mais
faceis de resolver do que equagdes diferenciais porque podem ser resolvidas -
simplestmente através de um procedimento de recurséo.

_ Como exemplo, considere 2 seguinte equagio de diferencas:
x(k -+ 1) -+ 0.2x(k) = Ju(k)

onde x{Q) = Gealk; = | parak = 9,1.2, ... A' solugdo x{1) pode ser achada por
recursio. .

*(1) = ~02x(0) + (0 =2

Simiiarmente,

2 = —02x(1) + 21} =16
X(3) = —0,2%(2) + 2u(2) = 1,68

[Note que neste método x{k + 1) ndo pode ser computad'o a menos que xrkj seja
conhecido.] Este procedimento ¢ bastante simples e conveniente para computagio
digital. . . : 3

Selucio de equacdes de estado de tempe discrets. O -procedim'ento'ammior de
computar a2 solucdo de equagdes de diferengas escalares por recursdo pode ser

.utilizado também para equacao de diferengas matricial, ou a equacao de estado de

fempo discreto. .
Considere a seguinte equagio de estado e equacio de saida:

x(k + 1) = Gx(k) -+ Hu(k) o ay
¥(k) == Cx(k) -+ Dulk) | e ' (14.74}

A solucdo da Eq. (14.73) para qualquer & > 0 pode ser obtida diretamente por
TECUrsio como segue:

x(1) = Gx(0) + Hu®) -

x(2) = Gx(1) + Ha(l) 5 G*x(0) + GHu(0) + Hu(l)

x(3) = Gx(2) + Hu(2) = G*x(0} + G*Hu(0) + GHu(l) + Hu(2)
Repetindo e#{e procedimento, obtemos

xk) = GA(0) + 3 GHI () (k=1,2,3,...) (14.75)
i=0

Claramente xfk} consiste em duas partes, uma representando a contribuicdo do

-estado inicial x(0). ¢ a outra  contribuigdo da entrada u(j}. j = 0. 1. 2, ...k — 1.
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Ba Bq {14.75). vemos que a matriz de tra::s:gao de estado do sisterna da Eq.
(14 73 é

BE) = G+ - o . (14.76)
£ uma matriz tnica satisfazendo
Ok -+ 1) = GOKk), @0 =1

Em termos da matsiz de transicao de estados i), a Eq {14.75) pode ser
- escrita como

x(k) = ®XO) -+ L O — j — HHU() o
— ®()X(O) + 3, S(HHulk ~ j o | (14.7%)

Sabstituindo g Eq. {14. 7?} fou Eg. {14. ?8)] na Eg. (14.74}, a equacio de saida pode
ser escrita como

(k) = COUIX(O) -+ C L @(k ~ j ~ LHu(j) + Du(k)
= COIX(O) + C 3, O(jHutk — j — 1) - Du(k)

- Abordagem por transformada 2 para a solucio de equacdes de estado de fempa
discreto,-Em seguida apresentamos » s0lucdo de equages de estado de tempo
discreto sando o método da transformada z. Considere o sistema de tempo
discreto (fescrzto pela Eq. (14.73) reescrita como

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) o (14.79)
Toma.ndo & trapsformada z em ambos o8 lados da Eq. (14.79), obtemos -

zX(z2) — zx{0) = GX(z) HU(z}
onde X(z} = Z{x{k)le Uiz} = ,(,{ll(k)] Fmao

(@l — G)X(z) = zx(0) + HUG {14.80)
%»multlpiicando ambos os lados da Eq. (14 80} por 4 G)“ , obtemos o

X(z} = (2 — Gy 1zx(0) + (zf — G)"'HU(z) (14.81)
Tomando a transformada z em ambos as.iados dé Eq. ¢14.81;, obtemos

x(k) = 2 — G)'2]x(0) + 2-1[(2X — Gy HUG)] (14.82)
Coﬁ}parando as Eqgs. (14.75) e (14.82}, obtemos

G* = (A — G)-iz) S (14.83)
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s e

kgi(;kw,n.lﬂu(j} = 2zl — G 'HUR)] - (14.84)

onde & = [, 2,3, - [Para a Eq. (14.83), veja o Problema A.13.1. H

g AEq.(14. 84} pode tambeém ser obtida diretamente. Tomando a transformada 7
¢

S G () onde k=1,2,3, .., obtemos
ey
A5, 6 HuG) = 35 G-t Hu(z

it E= i=0

i
Ms

“f:i:c*“f-lﬂu( Pt
”"”ZG“ i Hu(jz

d
b e
ot
k-]

L]

o

Z[Gk 'Hu({)}z“" o (GF ZHH(I)Z““J« GE- 3HE(2)ZA;, + ‘} .
= (Hz™! < GHz"? -+ G*Hiz™3 4 - )
_ X [0(0) + w(D)z" 4 w2z -]
s b+ G270 e GRz7% - Mzt
X [u0) + (12" + w2z + -]
== Gz H Sutky
= {z] — Gy 'HU{(z)

?mdimeme note gue da Eqg. (14.8 l} podemes ver que a equaciio caracteristica
do sistema de tempo di screto &

Izl — G =0 — . ' (14.89)

Referindo-se & Se;ae 13.6, sabemos que o sistema de tempo discreto 6 estdvelse e
apenas s¢ todas as raizes da equagao caraclenstica, a Eq {14.85}, estdo no circulo
unitdrio centrado na origem do plano z..

-

Exemplo 14.12 Obtcnha a matsiz de zrans;gac ée estad(} do segzzmie sistema de tempo

.. discreto:

Xtk + 1) = Gxil) + Ha(k)

=L oss ok 1L

_ 36 -1 H 13 o

gaﬂ‘;asegwdaobienhaﬂk} quandoulk = parak = {, 1, 2 ... Supoenha que acondigdo inicial é
por - _

onde
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o[-

LIz(O} |
Das Eqs. (14.76) e (14.83). vemos que & matriz de transigho de estado ks ¢
®) = G = 21 — Gy 2}

Portanto. primeiro obtemos (z1 — G

-Gy = [ g 1 :I"“l

016 z-+1
2z~ 1 ¥ 7
(z-+ 020+ 08 (& 025z 0.8
. —0.16 z
2+ 026z + 08 {2+ 0,2z = 0,8).4
4 L5 s
N 1 3 n 3
z+027 7708 zT02 7 I T03R
P08 0,8 1 4
- . El

FO02 T IT08 T 0D T F TR,
Portanto @k} € obtido como

Py = Gt = &™H(zE — Gy-iz]
4 z |
".'mi“(z -+ 9,2) 3

. (o) $esio) 2t
B

K 3
“%“8“(?3%—5““&2) + %*(z T 0.8) “":“i“(ﬁ-aﬁ“z) v “g“(z i .0,8)

F02 — ogr S0z -0y
~3¢

0.8

02 = P0p — L0k + L—ogy

Eem seguida. calcule *kj. A ransformada 7 de Xk} € dada por.
KXY == X(2) = (2} — & 2x(©0) + (d ~ G HU(z)
= {7} — G Hrx(0) + HU)
Como

z
z—1

Uz} =
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P

obtemos

z z?
z AR | z1
2x{0) + HU(2) = + =
—z z =gt e D
z—1 Z o ]

Portanto

X(2) = (I — G)'fex(0) + HU()
e {22+ )2 :
z + 020z 5 0,87 — 1)
(=22 4 1842)z
LT O 080G =)
T =iz 2z . 2z,
z 40,8 +z + 0,§“'hz -1

ﬁz.iz _;7,02 ':Xi“z

[] [
PEY vy s S I

IE

Partanto

discreto que forfiece valores exatos em 7 = & 4 = 0,1,2
Considere a equagdo de estado de tempo contfnug

A seguir, para tornar a andlise mais clira, usaremos a notagaokT e(k + )T em vez
dekek + 1 A representacao de tempo discreto da Eq. (14.85) tomard a forma

Xk -+ DT) = G(I'WET) + H(Tu(kT) " ' (14.87)

Note que as matrizes G e H dependem do perjodo de aanostfagem T; ¢Umavez que
este periodo ¢ fixade, G e M sio matrizes constantes.) :
Para determinar G{T) e (T}, usamos a solugdo da Eq. (14.86), on

X(f) == eAx(0) + e f; e ABut)ds
Supomos que todos os componentes de w?) sdo constantes no intervalo entre
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qqai'squer dois instantes sucessivos de amostragem. ou wr) = wkl} para o
k-ésimo periodo de amostragem. Como

x((k + 1)T) = eA®*DIx(0) - eAtﬁnrJ’i“”" e~ABu(r) dr (14.8%)

X(kT) = eM7x(0) + &7 [ e-aBuryar (14.89)
multiplicando 2 Eq. (14.89) por ¢#7 ¢ subtraindo da Eq. (14.88). obtemos

((k + DT = ATX(KT) - epte+iir J‘::nr em\s_Bu(T) de
= eATX(KT) + &7 [T e-MBu(k T)

. o
= eAX(kT) + [” eMBu(kT)dd | (14.90)
onde A = T ~ . Se definirmos o
GTy=err . : (14.913
H(T) = ([T en dn\B '
(7) = ([Levdr)B | (14.92)
entic a Eq. (14.90) se torna . S
x((k + DT) = GT)XKT) + H(T) k)
que é 2 Eq. (14.87). Portanto, as Eqs. (14.91) ¢ (14.92) forne ot
e desejadas. _.n . as as. {1491 e( .9.2) fom.ec:f:m as matrizes _G{T}e

Exemple 14.13 Obtenha uma FEPrEsentacao por espaco de estados de lempo discreto do
seglinte sistema de tempe continyo:

(=l I+ [

A equagdo de estado de tempo discretc desejada serd da seguinte forma:
x({k + DT) = GIIKT) + HWRT) |

As matrizes G(T) e HT) podem ser obtidaé das Egs. {14.91) ¢ {14.92} como

G(T) = erT = [‘ 5 - ””"?}

[t e~if
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TR A

H(T) = ([] enar)B
it %(h—é%r) 1ro
m{ lo e } dr}[‘]
'"Iz“(T + e-ﬂzﬁ 1)

I

{1 ~ e737)

Portanto . N
a@+ 0] 1 ga—en]lnan] [H(r+ <520
' ol I N s u(kT)
(kD] [0 e x2(kT) 21— em)

Se. por exemplo: o periodo de amostragem & de { segundo. on T = 1, entdo a equagdo de
estado de tempo discreto se torna S o

[x;(k + 1)} o 0,&32_] [xg_(k)}
xplk = D1 Lo 01350 Ly, (0]

'3[0.2_8'4
0,432

Jwtwn

PROBLEMAS FLUSTRATIVOS E SOLUCOES -

Problema A.J4.1 Obtenha a representagao de espago de estados do sistema visto na Fig.
14.11. : _ :
Solugda. Nesie problema, ilustrarémos um método de derivacio de uma represemtacio por
espaco de estados de sistemas dados na forma de diagrama de biocos.

' §+7 K ¥
5 +p Tl sis+o)

Fig. 14.13 Sistema de controde.

No presente pmbiénﬁé, inicialmente 'éxpandiremos {5 + 2ji{s + p) em fragdes parciais.

s+zm1+z——p
s+ p 5+ p

Em seguida convertemos K/[s(s + )] no produto de Kis ¢ 1{{3 + a). Bm seguida re{.iese_nha-
mos o diagrama de blocos, comoe vistoe na Fig. 14.12. Definindo um conjunto de varidveis de
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estado. como visto na Fig. 14.12. obtemos as seguinies eguacoes:

Xy o= gy 4oy

Xy om — K, 4 Kxy -+ Ku

X3 = {7 — pxy — px; + (z — pu
¥ == Xy

Fig. 14.12 Diagrama de blocos definindo as variiveis de estado para o sisterna visto na Fig.

i4.1%

Reescrevendo. obtemos

x]ﬁ ( e F 1 0 1 X { 0 ?
B =1 kK 0 Kllaisl k Jz«z
F

LAy Lw(z“p} 0 thLxJ z—

x
i 1

ye=={i 0 e][xz i
x;J

Problema A.14.2 Derive uma equagdo de estado para o sistema visto na Fig. §4.13. Sejax. a
correnie pela indutanciaL.ouseja.x, i, — i, eatensiona capacitor x,. Suponhaqueeil; éa
entrada do sistema. Considere 1, ¢ X3 COMO as varidvels de estado para o sistema.

Sofugde. Da Fig. 14.13. obtemos as seguintes squacoes:
di i .
G ) + Riiy = etr)
Em termos de x, € x,. podemos reescrever estas equagdes como
dx .
L “3}1 + Ribx, iy} == (e}
Xz Bafy b Ri(xy & ) = e(r)
Xy mm ?%’J‘fzﬂk
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Ry

AN,
VWYY

e () > Lé

h &

ARAA,

Fig. 14.13 Sistema compesto por uma rede elétrica.

Para obter a eqiiagio de estado. devemos eliminar i,. Para tal. tomemos a transformada de
Laplace destas equagdes:

LisX{(s) — x1000] + Ri[X (8} + L(s)] = Es)
X2(8) + Roly(5) 4 Ry[Xi(s) + LA} = E(s)

$Xo6) = 2200) = =hy(s)

Eliminando 745} das itimas trés equagdes, temos

_ —RR, . _R R,
L X {8} — x,(0)] == mxl@) i mxz(s} + L RzE(S)

FXo8) — x2,(0) =

"ZR] —1 . ) 3
CE; + By 0 + e TRy Y am B
Tomande & wansformada inversa de Laplace. obtém-se

““Rle

20 = prea () + m&@ + mﬂ‘)
Fap(r) = &»ﬁ:&g‘ﬁ;x,{r) + Rl“i YO + &g 2, -l
A eguacio )cie: estado para 0 sistema € entdo dada por
40 ey mwwy |[«0 N iy .
#0) et catmll=ol et

Problema A.14.3 Giroscopios para medir movimento angular s3o comumente empregados
e sisternas de navegacio inercial. sistemas de autopiloto ete. )
A Fig. 14.14{a) mostra un: giroscopio com um Unico grau de liberdade. A roda gue gira
€std montada ens uma estrutura mave] gue. POt sua vez. estd montada na caixa do giroscopio.
A estrutura movel pode-se mover Bvremente em relagao 4 caixa, em torne do eixo de saida
OB. Note que o eixo de saida é perpendicular 2o eixo da roda que gira. O eixo de entrada em
torno do qual uma velocidade de rotagio, ou Anguio. ¢ medida é perpendicuiar tanto ao eixode
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Caixa de
Hxacan

. Egtrutisrs
ol mdvel

Diagram

a

V

TEstutors . . o Caixs de
o oomdvel 0 0 - . tixagao

O

_.'ggqﬁéméﬁcb de um girosedpio com - de lib rdade
_res:aépio visto em(a). Bres Hee Ho

roda. A informagho sobre o sinal de éntrada (a velocidade de rotagdo

0de entrada) ¢ obtida a partir do movitnento resuitante da estrutura
¢ saida, relativainente a caixa, . o

mosira um diagrama funcional do sistema de giroscépio. A equagdo do
srxode safda pode ser obtida equacionando-se a taxa dév&n’ﬁo da

£0-angular com a soma dos torgues extemos.

Bdade de movimento angular em torne.do eixo OB consiste em duas

dad aceleragio da estrutira mével emtorno do eixo OB, & - Hew ¢0s

de quamdade de movimento angular da roda em rotagdo em

ernos £onsisten em —f8. 0 torque de amortecimento, e — &2,
equagaa do sistema de giroscépio ¢

b =48

(14.93)

e e S

L

. Enticra Eq. (14.93) pode ser escrita como segue: B

e dbé,"?ervandé que x, é um angulo muito pequend, podenios aproximar cas Xy como se
. obtendd 3 seguinte equachs de estado hnearizada: - _ ey :

Na prdtica, § é um angulo muito pequenc, normalmente ndo maior do que x 2,5 graus. o
Obtenha 2 representagdo de espago de estados do sisterva de giroscdpio. -~

Solagdo. Neste sistema, 8 e 6 podern ser escoihidos como varidveis de estado. A vamivei 'de‘ .
entrada ¢ w. Vamos definir : : ' S e

==l wme

’ il s X

RS e

| 1 T [f{ )] B ['--""{Cf’_“_ = Fuoos

- Clardments fi(x, ) envolve um termio niolmear ':_ei':i xi é_q,__--EXﬁanﬂ'ﬁd{i"
‘tepresentagio e sésie, o

0 . 14 X 01
1&[ k .”-f“ }+[g_ [
e T T £

.Seaéé.bns'ic{iefado como a safda y, entio .

_y=6-_' .

-a of2]

Problemz A.14.4 Considere o sistema descrito por

% == Ax + Ba
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onde
X = vetor n-tdimensional
u = vetor rdimensional
A = mariz constante # X #
B = matriz constante r X r
Obtenha a resposta parz cada uma das seguintes entradas:
t. Os» componentes de v sdo fungdes impulsivas de vérias amplitudes.
2. Os r componentes de n sio fungdes-degrav de virias amplitudes,
3. Osr componentes de & sdo fungdes-rampa e vérias amplitudes.
Suponha que cada entrada ¢ aplicada em 7 = 0.

Solugiio. Substituindo £, = 0~ na Eq. (14.47). podemos escrever a solugdo x17 como segue:
o X() = pME(0-) f;» eAl-Burey g

1. Resposte ao impulso: Vamos escrever z entrada impulsiva w1} como
u(t) = d(Dw

onde w € um vetor cujos componentes sio as ampiitudes das r fungdes impulsivas aplicadas
em i = §. A solugdo a0 impuiso dado em 1 = Gé

X(®) = edx(0-) + [ _eA-2BI(ryw dt
= ¢ME(0~} + eABw
2. Resposta ao degrau: Vlamos escrever a entradz em degrau wt) como
ulr) == k

onde k € um vetor cujos componientes sio as amplitudes de r fongSes-degrau aplicadas em ¢ =
0. A solugdo para a entrada em degran em 7 = 9 € dada por

X(1) = evx(0) + [ ert-oBk d7
- VI SR Y
eAix(0) + emuo(l ar+ AT _ )drin
2 293
= etix(0) + en(ls — %-}%T’m — ) Bk
Se A ¢ nio singular, entdo esta Gizima equagcds pode ser simplificada para resoitar em

X(f) = eM%(0) + eAM—(A-¥eA — DB
= e4%(0) + A-Y(eb — DBk

3. Resposta & rampa: Vamos escrever a entrada em rampa w¢j como

ult} == tv

onde v£ um veror cujos componentes sio as amplitudes das fungdes em rampa aplicadaem ¢ =
€. A solugdo para uma entrada em rampa tv aplicadz em 1 = G é
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X(t) = eAx(0) + [ eAv-oBrv dr
= eAu(0) + er [ eavr g7 By
SRR T I
Se A ¢ ndo singular, entio esta dltima equacao pode ser simplificada para fornecer

%t} = eAx{(0) + (A2)er" — I — ANBv
= eMx0) + [A2ed — 1) — A-i]Bv

_ Problema A.34.5 Um método iti! para calcular e ¥ é baseado po teorema de Cayley-Mamii-

ton, e diz gue uma matniz A »n X # satisfaz sua prépria equacio caracteristica, Isto permite
escrever todas as potéacias de A em termos de um polindmio em A de grau igual ou menor do
que »n - i, isto &,

A = 0O + GOA + - By A (14.94)

Se A tem autovaiores distintos. entdo, para determinar 0s coeficientes g {t), 0 {1}, .., @y 1],

substituimos cada um dos autovalores de A na versio escalar da Eq. (14.94) obtendo n

equaches simultdneas. (Note que se 0s autovalores de A sio maltiplos, entao o p i

deve ser ievemente modificado. Pare detalhes, referir-se an Cap. 6 Gz Referencia O-1.)
Usando a presente abordagem, obtenha eM, onde

-2 ]
Tle2 -3
Softsgie. Os autovalores de A sfio obtidos de
[AE - Afes 0
o
A —1
F e
2 443
Fortanto

k; = ’"’“I, 23 = —2

€™ pode ser expressa como

M = oo -+ o (DA {14.95)
A versdo escalar dtl-.sta equacao é

oY = (e} -+ g, {4 {14.96)
Substituindo A = A = —1 na Eq. (14.96), obtém-se

€% = (ot} — 6,{0) (14.97}



o I}e forma semelhame subsummde A _..'_);2 “:_wz Ba, E.q (14 96) mmos o |
L eE ) - 20,0 - N )
: Resolvenda as quf {1497 ¢ (34. 98}'para obter ac{ f} e al(r,i, obtemes :

iz decoe zczﬁmes:sao 1stmms detem'une wmna
: me:ramamz em dlﬁwal Ache P em fun;ao

Pm[lz -y 21 '" ﬂ':t]

: “ﬂzz FE 73

i ZPmblema A. 14‘7 Oine:zha uma represenla;ao de espag() de estados de tempo discreto do
© . sistema vtswna Fig. 14 5.

L4 ¥
s{s+o}

-..._'_l'f‘ig. 14.15 S_istema de "tempr_s discreto,. oo i e

: Solu;:ao‘ A fangio de transferenma de malha—aber:a do s:stema e _

. Me«»h ';

G(S) TR

(1493)_].

- A transformada 2 de Gis} £ dada por

P — g 7

15 pode ser modificada como vistona

visio na Fig. 14.16. Observando que

R Stado
. zg,_{x(k)} z{x(kni» 1)} obzemos a segumte equagao de éstado de tempc dzscreto

Iw;— e x:{k} &1 =
PR 14~ l)e"’" LT L geer (BT
L 32 Cas 4 x;{k}j[ ar
R e e
yia
] +ez or ol _."T
v =T |

Fig. 14.16 Dzagrama de blocos def nmdo as varidvels dc estado para o sistema visto na Flg

s,

" Problemad.J4.8 O pafsA tem uma populdgae de 108 milhdes em 1970. A populagdo da cidade

B no pais A tem 10 milhkbes em 1970, :
" Suponha gue 2 cada anc-4% da popuiacdo do ano anerior da cidade B abandonam esta

cidade, e que 2% da populagdo do anc anterior do pafs forz da cidade B mudam para a cidade
-B. )

Dezermme a popuiagaa da czéa{ie B 1o ane, de 298(} Suponha Gque o aumento naturai da

- populagio € de 1% ac ano.

Solacio. Vamos chamar o.anc 1970deano 0. Seja a populagdo da cidade B no k-ésimo anox ¢k)
¢ a populagéo do pafs A, excetuando-se a. cxdade A, x,(k) Entdo obiemos as seguintes .
equaces: . . )

T = 101 — 0,040% (k) + o,ozx;ik)j
xalk + 1) = 1,01[0,04x,(k) -+ (1 — 0,02)x,(k)]

com as condigbes iniciais

2(0) = 10 % 105, x,(0) = 90 x 108



Em termos de notagao matricial,

¥k + 1) = Gx{(i) {14.9%;
onde
G = 3’“(1,{)1)(1 w 0,04) (1,01)(6.02) j
L aonoes .01 — 0,02))
A sblugdo da Eq. (14.99 ¢ dada por
x{k} = GFx{()
Referindo-nos & Eq. (14.83). temos
Gk = G~ G) iz
Como
. s -1
O [z (1,01)(0,95) (1,010,020 J
(1,010,043 z ~— (1LGI}0.98)
P 7 — {1,01}0,9%) £1,01)00,02} 7
L0z = 09494y (2= 1,01 ¥z —0,94%4;
{1,01(0,04} 2z — {1,81}0,96) J
{7~ 101z — 0,5499) {z — 101}z 6,5494)
I R T 09494 - T01 77T 0,9454
3 ; —3 i 4
z 101 TZ2T09484 et 05494
G* pode ser obtido como _
G* = 22 — Gy1z)
A SN R N
- 21 3z7z~101" 3z 09494 32101 37—~ 09495
2 z 2 z 2 z

2 I
3z 101 7 ¥ 09493
" [i(i.ﬂf)* + HO.9454% 11,01 %(0,9494)"}
LB — 209454 11 0f)¢ 4 $(0,9494)%
Portanto xk) é obtido como

x{k} = G*x(0)

_ [g(z,ox)ﬁ{i{)‘} - %’{6,9494)"(103)}
HLODMI0% + £100,9494)%(10%)

KPR Y B 09453

.’
5

e A e

Para k = 19, obtemos

H10119[1 — 0,7(0,94)10(10%)
mmm( ]
LE(LOIOML + 2500, 94)10)(10%)
_[neax mj
18746 % 106

Portanto. a cidade B terd uma populagiio de 21.94 milhdes no anc £ = 14,
Note que guando k tende a infinite, Pﬁ {6.9494% — (. Portanto,

[T THLODAI0% -
i [xz(k).; X Lg(i,m)k(wg}]

ko Feaeo

A raziao da poputacdo da cidade B para 2 do resto do pais A se forna 1 a 2, ou um tergo da
populagiio do pais A val morar na cidade 8. : :

PROBLEMAS

ProblemaB.34.1 Considere o sistoma ou.circuito visto na Fig. 14.17. Escolhendor, i, como
as variaveis de estado, oblenha a equacdo de estado do sisterna,

i.
Y ey
\ \ i
Fonte ge 1 Cm K oFR
corrente C) 'j 'y
I8 4/ A

Fig. 14.37 Sistema elétrico.

Problema B.242 Considere o sistema descrito por
V434 2p=u

Determine ama represeniacio de espago de estados o sistema. Escotha as varidgveis de
estado de tal forma que » matriz de coeficientes do vetor de estado seja diagonal.

Problema B.14.3 Obtenha ama Tepresentagao de espaga de estados para o seguinte sisterna:

Y 254+ 3
Ul — G+ Tis + 23

Problema B.14.4 Determine uma representacio de espaco de estados do sistema térmico
visto na Fig. 14.18. Pagma simplificar a derivagio. suponha o seguinte: A massa de metal do
recipiente interno ¢ pequena ¢ sua capacitincia térmica ¢ desprezivel. assim como a perda de
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7 R 2
ﬁ . Tk //
. f 62n Cz o
7 _
Fig. 14.18 Sistema térmico. 77 7

calor do recipiente externo. Aém domais, a perda de calor a partir da superficie livre também
¢ desprezivel. Supfe-se que o fluido no recipiente interno ¢ bem misturado a todo instante. 0
mesme € verdade para o fluido no recipiente externo. No diagrama

8y = temperatura do liquide que entra no recipiete interno. em ©F
8y = temperatura do liguido gue ensra no recipiente externc. em °F
¢ = temperatura do liguido no recipiente interno, em °F
6: = temperatura do liguide no recipiente externo, em 9F

€ = capacidade térmica do liquido no recipiente interno, em Btu/oF
C, = capacitdncia térmica do Hguido no recipiente externo, em Biu/eF
q: = entrada de calor no recipiente interno, em Btu/min®F

g = entrada de calor no recipiene externo. em Boy/min®F

§ = drea da superficie de ransporte de calor, em in?

k = coeficiente de transferéncis de calor, em Btufin® min °F

Suponha que 8, € 6, 530 as varidveis de estado e que &y e 8y, as variiveis de entrada. -
Problems B.14.3 Determine x47) € x41} do sistema descrto por

I:x;“i“ [ 0 i1 [XI:!
il L3 ~2J X2
omde as condigdes iniciais sdo
_{"x;(ﬁ):’ B [ 17
EXOY sz

Probiems B.14.6 Dada a equagio de nm sistema

x‘ 1 X3
i |=10 2 1i{x,
ColEkd 1000 20k,

Determine a solugio em termos das condicdes inicials x {0}, x{0) e xH0).
Probiema B.14.7 Mostre que a solugio da seguinte equacio diferencial marriciak:

}

€ dada por
X s phtCott

Problema B.}4.8 Obtenha a resposta do seguinte sistema:

[ R B [ S S e W

onde

Wiy =0 parat << 6
= g™ para{ =

Problema B.14.9 Considere o sisterna deserito por

=10 e
y=0 2 r‘]

X3

Obtenha a fungdo de transferéncia do sistema.
Problema B.14.30 Considere um sistema de tempo continuze descrito por

[l =10 o] [

Discretize a equaciio do sisterna e derive uma equacio de estado de tempo discrete. Suponha
que o periodo de amostragem € de 2 5.

Problema B.14.31 Obtenba uma representacio de espago de estados do seguinte sistema:

Yiz) T+ 2
Uy 25 1016

Problema B.14.12 Considere & equagio de diferencas
xthk + 2) = x(k + 1) 4 x(k)}

ondex(0) = 8, x(1) = 1. Note que x{1) = 1, x{3) = 2.ox(4y=3 ... Asérie(, 1, 1,23, 58,

13,... é conhecida como a série de Fibonaccl

Obtenha a solugio geral x(k). Mostre que o valor limite de sk + 1)/x(k) quando k tende a
insfinito é (V34 132, ou aproximadamente 1,62



15

Analise de |
Estabilidade de
Liapunov

15.1 INTRODUCAO

Para wm dado sistema de controle, a estabilidade é geraimente a Coisa mais
importante a ser determinada. Se o sistema é Hnear e invanante o tempo, femos a
disposicio virios critérios de estabilidade. Entre eles o critério de esiabilidade de
Nyquist, o critério de estabilidade de Routh etc. Se 0 sistema é nao linear, ou linear
raas variando no tempo, entfio tais critérios de estabilidade sio se aplicam. Embora
uma técnica gue emprega o grafico de estabilidade de Nyquist possa seraplicada a
um grupe especial de sistemas nfo lineares, como descrito no Cap. 1. ométododa
funcdo descritiva para a determinacio da estabilidade é apenas aproximado. A
andlise de estabilidade baseada no método do planode fase apresentadano Cap. 12
se aplica apenas para sistemas de primeira e segunda-orders.

O segundo método de Lizpunov {que fambém ¢ chamado método direto de
Liapunov} a ser apresentado neste capituio é o método mais geral para a determina-
40 da estabilidade de sistemas nao lineares efou sistemas variantes no tempo. O
metodo se aplica para sistemas de qualquer ordem.

Usando o segundo método de Liapunov, podemos determinar a estabilidade de -
um sistema sem resolver as equagdes de estado. Fsto ¢ uma vaniagem porgie a
solugio de equagdes de estado nio lineares efou variando no tempo ¢ geralmente
muito dificii.

Embora o segundo método de Liapunov requeira uma considerdvel experién-
cia¢ engenhosidade, ele pode responder 3 pergunta sobre a estabifidade de sistemas
ndo lineares quando outros métodos fatham.

O objetivo deste capftulo € o de apresentar o segundo método de Liapunov e
ilustrar suas aplicagdes na andlise de estabilidade tanto de sistemas lineares quanto
nao lineares.

Resumo do capitudo. Na Segio 15.2 apresentamos tOpicos preliminares como
definigbes dos varios tipos de estabilidade de sistemas e os conceitos de fungdes
escalares definidas. A Se¢io 15.3 apresenta o teorema principal de estabilidade do
segundo método ¢ introduz a funcio de Liapunov. A Segdo 15.4discute a aplicagio

810

P

do segundo método de Liapunov para a andlise de estabilidade de sistemas lineares
invariantes no tempo. Em seguida, na Secdo 15.5 apresentamos uma téenica Gtil
baseada no segundo método para estimar o comportamento transitério de sistemas.
A Segio 15.6 discute a andlise de esiabilidade de sisteras nfio lineares. Apresenta-
mos dois métodos para construir fungées de Liapunov para tais sistemas. Final-
mente, a Segdd 15.7 resume comentarios conclusivos para o capitulo.

15.2 DEFINICOES

Nesta secdo, inicialmente apresentamos definicdes de um sistema. de um
estado de equikibrio, estabilidade, estabilidage assintotica, e instabilidade. Em
seguida definimos a caracteristica de definigio. semidefinigio e indefinigic de
fungdes escalares.

Sistema. O sistema considerado neste capitulo é definido por

% = f(x, 1) ' (15-1)
onde x € um vetor de estado (vetor n-dimensional) e f(x, 1) € um vetor n-dimensional
cujos elementos 80 funges dex,, Xg, . . ... Xu. € £. Supomos gue o sistema da Eq.

(15.1) tem uma tinica solugio comegando em wma dada condigdo injeial.
Denotaremos a solucioda Eq. (15.1) como &(; X,.1,), onde x = Xgemi =faeré

o tempo observado. Portanto,

$ta; %o, 1) = %4 o .
Estado de equilibrie. No sistema da Eg. (15.1). um estado Xe. onde
f(x,, ) =0 paratodor n ' (15-2)

€ chamado de um estado de equilibrio do sistema. Se o sistema é linear invariante no
tempo, Ou seja, se f{x, 7} = Ax, entdo hd apenas um estado de equilibrio s¢ A é njio
singular e um niimero infinito de estados de equilibrio se A é singular. Para sistémas
nao lineares, pode haver um ou mais estados de equilibrio. Estes estados corres-
pondem as sojugOes constantes do sistema {x = x, paratodo?). A determinacio dos
estados de equilibrio nfio envolve a solucio das equacdes diferenciais do sistema.
Eg. (15.1). mas apenas a solugfio da Eq. (i5.2). _

Qualquer estado de equilibrio isolado (isto €, isolado um do outro} pode ser
deslocado para a origem das coordenadas, ou 6, ¢) = @, através de uma transiagio
de coordenadas. Neste capitulo, trataremos da andlise de estabilidade apenas de
tais estados. -

Estabitidade no sentido de Liapunov. A seguir, denotaremos uma regifo esfe-
rica de raio & ao redor de um estado de equilibrio x, como .

Ix —x <k _

onde {{x ~ x|l € chamada de norma Euclidiana e definida por
N = XM= 10y~ 2,2+ (= X302 4 -+ (x, — x, )01
Fégamos S{8) consistir em todos 05 pontos tais que
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%o~ x,ji< @

€ seja (e} o confunto de todos os pontos tais gue

HO(: Xo, 1) ~ x, 11 <6 paratodo s 4,

Um estado de equilibrio x, do sistema da Eq. t15.1) é dito estdvel no sentido de
Liapunov se, correspondendo a cada S(e). hd um S (8) tal que trajetoriag partindode
$(8) nio saem de S(e) quando s aumenta indefinidamente. O nimero real 4 depende
dece, em geral. também de Io- 5¢ 8 ndo depende de 1. © estado de equilibrio e dito
uniformemente estivel, '

O que foi especificado aqui € gue primeiro se escolhe a regido S{e;. ¢ para cada

- Ste} deve haver uma regido S¢5) tal gue irajetorias partindo dentre de ${5} ajo

abandonam Ste) quandof aumenta indefinidamente.

Estabilidade assintitica, Um estado de equilibrio x, do sistema da Eq.(15.1)¢
dito assintoticamente estgvel s¢ ele ¢ estivel no sentido de Liapunov ¢ se toda
solugiio partindo de dentro de 3@} converge, sem sair de Ste}. para x, quando ¢
aumenta indefinidamente.

Napritica. a estabilidade assinttica é mais importante do que a mera estabili-
dade. Também. como estabilidade assintotica ¢ um conceito focal. a simples
confirmagéo de estabilidade assintética pode ndo significar que o sistema val operar

“adequadamente. Algum conhecimento do tamanho da méxima regifo de estabilj-
dademaéasintética € geralmente necessario. Esta regido € chamadz o dominio de

Estabitidade assintética global. Se a estabilidade assintética vaie para todos os
estados {todos os pontos do espaco de estados) a partir dos quais se originam
trajetodrias, o estado de equilibrio ¢ dito assintoticamente esidve] globalmente. Isto
€, ¢ estado de equilibrio X, do sisterna dade pela Eq. {(15.1) ¢ dito assintoticamente
estdvel globaimente se ele € estdvel € se toda solugdo converge ‘para X, guando ¢
. aumenta indefinidamente. Obviamente uma condicio necessdria para estabilidade

assintdtica global € que haja apenas um estado de equilibrio em todo 0 espaco de
estados.

priticos, ¢ suficiente determinar uma regido de estabilidade assintética suficiente.
‘mente grande tal que nenhuma perturbacio a exceda.

Instabilidade. Um estado de equilibrio x, € dito instavel se para algum mimero
real € > O'e qualguer nimero real § > 0, tio pequenos quanto se queira, sempre h4
‘um estado x, em $(8) tal que a trajetdria partindo deste estado abandona Ste).

Representacéo grifica de estabilidade, estabilidade assintéticn e instabilidade.
Uma representagio grifica destas definicoes vistas esclarecers seus significados.

Vamos considerar o caso bidimensional. As Figs. 15.1 (a), (b) e (¢} mostram
estadosde equilibrioe trajetrias tipicascorrespondendoa estabilidade, estabifidade
assintética e instabilidade, Fespectivamente. Na Fig. 15 1{a),(bjou(c)a regiio S(5)
contém o estado inicial x e a regido $(e) corresponde & regizo contendo & trajetéria
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Sle}

Sle) - Sle}
sm‘ Si8) @ 518)

(o ' : i . {c}

Fig. 158.1 {a) Estado de equilibric estavel €. uma trajetlria representativa; (by estado de
equilibrio assintoticamente estdvel e uma trajeidria representativa; (¢} estado de equilibrio

_instivel e uma trajetdria representativa;

comegando em xg. ) )

Note que as definicbes dadas nio especificam a regido exata de condigdes
iniciais perpitidas. Portanto a definicio se aplica & vizinhanga do estado de equili~
brio, a nio ser que Sf¢) corresponda & totalidade do piano de estados.

Note que na Fig. 15.1(c), a trajetonia sai de Stej e 1mp!ics§ que © estado de
equilibrio € instdvel. Nao podemos entretanto dizer que a trajetoria ird para o
iefinito, pois ela pode tender & um ciclo limite fora da regido $(ej. (Se um sistema
linear invariante no tempo ¢ instavel, as trajetorias comegando perto de um estado
de eqguilibrio instavel se dirigem ao infinito. Mas no caso de sistemas ndo lineares,
isto n#io € necessariamente verdade.)

O conhecimento destasdefinicdes é o requisito minime para o entendimentoda

. analise de estabilidade de sistemas lineares e nao lineares conforme apresentado

neste capitulo. Note que estas definicdes nio sio as dnicas que definem conceitgs
de estabiiidade de um estado de equilibrio. De fato, varias outras formas séo
encontradas na literatura. Por exemplo, na teoria de controle classica, apenas os
sistemas assintoticamente estiveis sio chamados de sistemas estdvels, ¢ acge-
les que sao estdaveis no sentido de Liapunov, mas niio assintoticamente estiveis,
sdo chamados de instiveis.

oes escalares positivas definidas. Uma fungdo escalar V{x} € dita positiva
definida em uma regido 3 {que inclui a origem do espago de estados) se Vix) > 0
para todos os €stados ndo nulos X na regiao £ ¢ Vg =06, g
Uma fungéo variando no tempo Vix, 1) € dita positiva de_ﬁmd_a em umaregido £}
(que inclui a origem do espago de estados} se ¢ limitada inferiormente POr ¥Ina
fungdo positiva definida V{x) tal que

Vix, 1) > V{x} para todo f =1,
Vi, 1} = § para todo £ > 1,

Fancoes negativas definidas. Uma fungdo escalar Vx) é dita negativa
definida se ~V(x) é positiva definida.

Fungdes escalares positivas semidefinidas. Uma fungio esg:?,lar Vix} é dita
positiva semidefinida se é positiva para todos os estados na regido Q, exceto na
origem, € em certos outros estados, onde ¢lz ¢ pula.

Fungiles escalires 'negativas semidefinidas. Uma funciic escalar V(x) é dita
negariva semidefinida se —¥Y{x} ¢ positiva semidefinida.
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Fancdes escalares indefinidas. Uma funcdo escalar é dita indefinida se naregido

1 assume tanto valores positiv i i
: A 0F COMO negativos. independentemente de gua
pequena ¢ a regido §1. P a0

Exen?p!o £5.1 Neste exemplo. damos vanias fungées escalares e suas classificagbes de acordo
com a5 definicSes vistas. Aqui supomos que x & um vetor bidimensional.

i Vix} = xt — 2x3% positiva definida

2 Vix}=={x; -+ x3* . Positiva semidefinida

3. = V)= —x} — (3x, + 2%, negativa definida

4 Vix) == x,x; < x3 indefinida

5 V(x) e x} 4 -2 i ids
1—::}«% positiva definida

Formas gquadrdticas. Uma classe dé funco : g
) lr, ] coes escalares que tém um papel
\mportante na andlise de estabilidade baseada no segundo meétod T: :
forma quadratica. Um exemplo é ¢ odode Ijzapzmov ¢

R
Vix) == xPx

gpaa Ly pm.] x;;

Pz Foa - Pz,.% X;[

=Xy x, - x,} ’ E: |
I

| N

L Pin et pmx.j Lxﬂ-.j

Note que P é real e simétrica.

Para dete;rmmar se & forma quadratica Vix) € positiva definida pode-se utilizar
o cnfe?o de Syl\‘xesge;_*. o qual diz que as condicoes necessdrias ¢ suficientes para
que a lorma guadratica Vix) seja positiva definida sdo que todos 05 menores

priacipais* sucessivos de P sejam pPOSitivos: ista &,

] A
PP Pia
P >0, }2!>O,A.A3
Py Pazi
| Fu Py o0 P i
Pr2 P2 -0 Paa f
- ' I >0
Pia P Pl
*N.do T.: Nemt et
exemplo: M todos os menares principais. mas apenas aqueles com a forma indicada go texzo. Por
P Pas : .
[ Pt o ]n&o nos interessy.
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Vix) = x'Px é positiva semidefinida se P é singular e todos os menores
principais S0 nAo negalivos.

V(x) ¢ negativa definida se —V{x) € positiva defirida. De forma semelhante,
V{x} é negativa semidefinida se — V(x} € positiva semidefinida.

Exemplp 13.2 Mostre que a seguinte forma quadrdtica € positiva definida:

- [
- V(x) mle% + 4-X% +'x% -4 Zx;xz - szxg — 4xix3 /.-;

A forma quadritica V(x) pode ser escrita como

V(x) = x'Px =[x, X ISIL I 4 —liix
-2 -1 1J X3

;P: 0 -1} ‘“‘“‘2-| Xy

Aplicando o critério de Sylvester. obtemos

10 1 i0 1 w2
10> 0, ; i 4!;»0, 1 4 —1i>0
i -2 -1 1

Como todos os menores principais sucessivos da matriz P sdo positivos. Vix) € positiva
definida.

15.3 O SEGUNDO METODO DE LIAPUNOV

Em 1892, A. M. Liapunov apresentou dois métodos (chamados de primeiroe
segundo métodos) para determinar a estabilidade de sistemas dindmicos descritos
por equagdes diferenciais ordinarias.

O primeire método consiste em todos precedimentos em gue a forma explicita
das solugdes das equagdes diferenciais ¢ usada para a andlise.

O segundo método, por outro lade. ndc requer as solugdes das equacdes
diferenciais. Portante. é bastante conveniente para a analise de estabilidade de
sistemas pao lineares. para os guais solugdes exatas podem nao ser determindveis.

Segunde método de Liapunov. Da teoria classica damecénica, sabemos gue um
sistema vibraiorio ¢ estavel se sua energia total (uma fungdo positiva defirida) €
continsamente decrescente {0 gue significa gue a derivada temporal da energia total
deve ser negativa definida) até que um estado de equilibric € alcangado. .

O segundo métedo de Liapunov € baseado e uma peneralizagdo deste fato: se
o sistema tem um estado de equilibrio assintoticamente estdvel, entio a energia
armazenada do sisterna desiocado dentro do domirso de atragio decresce com ¢
passar do tempo, até que finalmente assume um valor minime no estado de equili-
brio. Para sistemas puramente matematicos, entrefanto, nde hd uma maneira
simples de definir uma ““fungio de energia”. Para contornar esta dificuidade.
Liapunov introduziu a chamada fungdo de Liapunov. uma fangio de energia
ficticia. A idéia é. entretanto, mais geral que a de energia, e é aplicdvel de forma
mais ampia. De fato, gqualquer funcio escalar que satisfaz as hipéteses dos teore-
mas de estabilidade de Liapunov ¢vejz Teoremas 5.1 e 15.2} pode servir como
funcées de Liapunov. (Para sistemas simples, podemos ser capazes de adivinhar
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fungdes de Liapanov adequadas; mas, para um sistema complicado, achar uma
fungio de Liapunov pode ser bastanie dificil.) _

As fungbes de Liapunov dependem dex,, x,....x,, ¢ déf. Denotamos estas por
Vix), xp...x. 1} ou simplesmente por Vix, 1). Se as funcées de Liapunov ndo
Incluirem o tempo £ explicitamente, entdo denotamos por ¥(x, xy,...%,), ou Vix).
No segundo método de Liapunov, o comportamento do sinal de Vix, ¢} ¢ o de sua
derivada temporal Vix, 1) = dV(x, H/dr nos fornecem informacio sobre a estabili-
dade, estabilidade assiniética, ou instabilidade de um estado de equilibrio sem que

haia 4 necessidade de se resolver diretamente as equagdes. (Isto se aplicatantopara

sistemas hneares quanto ndo lineares.) ’

“Teorema principal sobre estabilidade de Liapunov. Pode-seprovar gue, seuma
funcao escalar Vix}, onde x € um vetor n-dimensionat, € positiva definida, entdo os
estados que satisfazem S '

Vix) = C

-onde C € uma constante positiva, se localizam em uma hiper-superficie fechada no
espago de estados n-dimensional, pelc menos nas vizinhancas da origem. Se
V{xy—»= guando [ixd] ~»x entdo tais superficies fechadas se estendem sobre todo o
espago de estados. A hiper-superficie V(x) = ) estd inteiramente dentro da

“hiper-superficie Vix) = C, se C; < €, )

Para um dado sistema, caso s€ possa.achar uma funcio escalar positiva
definida tal que sua derivada temporal ac longo de uma trajetdria € sempre negativa,
entio, quando o tempo auments, VX) assume valores cada vez mais baixos de C.
Quando o tempo aumenta, V(x} finalmesnte vai a zero, ¢ portanto x também vai a
zero. Isso implica que a origem do espago de estados € assintoticamente estavel. O
teorema principal de Liapunov sobre estabilidade. -qué é uma generalizagio dos

fatos agora descrifos. fornece uma condigdo suficiente para estabilidade assinté- -

tica. Este leorema pode ser enunciado como segue:
Teén;nza 15.1 Suponha éne um sistema é descrito por
¢ =%, 1) - ' L
.5ndc C .
£0,1) =0 paratodor
Se-hd vma fuﬁgﬁo escalar Vix, r} téndo primeiras derivada.‘sl parcials continuas e
- satisfazendo as seguintes condigbes: ' : '

1. VIx, 1} ¢ positiva definida
2. Vix, t) é negativa definida

-entio o estado de equilibrio na origem € assintoticamente estavel uniformemente.
© Se,além disso, V(x; )~ parafix] —=, entdo o estado de equilibrio na origem é
- ‘assintoticamente estivel uniformemente e de de forma global.
Néo forneceremos detathes da prova do teorema. (A prova scgue diretamente

da deﬁnigﬁo gie-estabilidade assintotica. Para detalhes, veja, por exempio, o Cap. 8
da Referéncia O-1.) :

Exemplc 13.3 Considere o sistema descrito por

3i6

iy = xy - x{xh -+ xD)
Xy = Xy = Xp{x} 4 x3)

. E clare que & origem (r, = 0. x; = 0) € 0 gnico estado de equilibrio. Determine a sua

esiabijfidade. ; .
Se definirmos uma fungdo escalar Vix} como

Vix) = x} + &

- que é positivedefinida, entdo a derivada temporal de V(x} 20 longo de qualguer trajeidria ¢

_ V() = 2%, + 2xa%y
= —2x} + x3P?

2 jva definida. Isto mestra gue V{x) ¢ continuamente decrescente ao fongo de
gtéziguze‘:g:?{a;?éﬁa; portanio Vix) é sma fungho de Liapunov. E como V{x) se torna infinito

- para um desvio infinito a partir do estado de aquiilbﬁp‘-peio Teorema 5.1, o estade de
. equilibrio na origem de sislema ¢ assintolicamente estavel globaimente.

i : . f tao
Note que st fizermos V{(x} assumir valores constantes, 0, C). Co... 0O, << Cy b
Vix) = cqorresponde 4 origem do planc de estados ¢ V3} = Cy, ¥(x) = (... descrevem
circnios qie pio se interceptam, contendo a origem do plano de estados, come visio na Fig.
15.9. Note também que como Vix) nao¢ limitada radialmente, ou Vix)—» quando x| —=, o5
irctilos se estendem sobre todo o plase de estados. ] _

e Como o circulo V(x} = (, fica completamente dentro do cireaio Vix = Cgyy, uma
trajetéria representativa cruza o limite dos contornos de V de fora para dentro. Bai, a

i taga 2NF 7 j iada como segue: Vixié
interpretacao geométrica de uma fungao de Liapunov pode ser enuncia : Vix)e
Jr:gncdida dga distincia do estade x 2 partit da origem do espago de estados. Se a distancia

entre a origem € 0 estado instantaneo X/j ¢ continuamente decrescente quando? aumenta (isto
&, Vixti} < B}, entdo Xt} ~»0. Como uma fungao de Liapunov V(x) é mtc_rprczada COmo
definindo uma distdneis a partir da origem do espago de estados. sisa derivada pode ser

utilizada para formecer uma estimativi guantitativa da velecidade com que 2 origem esta
sendo aicancada. (Para detathes. veja Segao 15,5} .

Fig. 15.2 Curvas de contorno de V constanle ¢ uma trajetoria representativa.

Comentirio. Embora o Teorema 5.1 seja um leorema basico do segundo
método, ele € um tanio testritive porgue Vix, 1} deve ser aagauva‘dcﬁmda. Se.
entretanto, uma restrigio adicional é imposta sobre VX, 1), que ela nao se am:ii_c 40
longo de qualquer trajetoria excelo Ba o_rigcm .entaoe p{)sswle subs{:_{wr a f:don igio
de V(x, 1) negativa definida pela condigao de V(x, 1) negativa serdefinida.
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Teorema 15.2 Suponha que um siszema_é descrito por
X = f(x, 1)
onde

£0, ) == 0 paratodor =1,
Se ha uma fungio escalar Vix, 1 tendo primeiras derivadas parciais continuas e
- satisfazendo as seguintés condigdes: - - :
- 1. VIx, ¥ é positiva definida _
v 2. Vex, 1) € negativa semidefinida R :
o 30 V! xo 'y, 17030 se antlandoemr 2§ paraqualguer f, ¢ qualquerx, <
= 8, onde ¢ty x4 15) dénota 2 trajetdria ou sotigdo partindo de x, em 7,.

entdo.o estado de equilibiio na origem do sistéma € uniforme ¢ assintoticamente

-estével globalmente. -

Note que se V(%,¢) nio € negativa definida ras apenas negativa semidefinida,

' entdo a frajetdria de um ponto representativo pode-se tornar tangetite a algumsa

superficie particular V(x, £} = C. Entretants

-em-direcio d origém. - -7

. $e, entretanto, hé uma fungdo escalar positivadefinida Vx, 1) :ai;que Vix, 1 é _';;' '
identicathente zero, entio-6 sistéma pode permanécer em um ciclo imite. O estado.

de equilibrio na origem, neste caso, ¢ dito estdvel no sentido de Liapunov.

Exemmplo 154 '-Conside_re o ?egm'nte sistema;

RSN

E ¢lare gue o dnico estado de equilibrio € 2 origem. x'= 0. Determine a estabilidade deste

estado.
Vamos escolher a seguinte fungdo escalar como uma possivel fungdo de Liapunov:

Vx) = 2x} 4 xi = positiva definida
Entdo Vi) se torna )
V(x) = 4x1f1 *':"‘ zxzjz = inxz w2x§
Vix) ¢ -Endefinid‘a_. Isto implica que este particular Vex) ndo é uma funcdo de LiapunoQ. €
portanto a estabilidade fdo pode ser determinada através do seu uso. (Come os autovalorss da
mairiz dos coeficientes sdo{ — 1 + jv/I2e(—1 — JNEN2. é clare que a origem do sistema é
estavel. Isto significa-que rdo escolhemos uma fungio de Liapunov adequada,)
Se escolhermos a seguinte fungdo escalar como uma possivel funclo de Liapunov.
V(x} = x} + x¥ = positiva definida
entdo -
V(X} = 2x]xr| =+ hziz = ‘“""‘ZX%
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L como Vid(t; xy, 1y, 1} nioseanuiaems B
# 1y para qualquer /, € qualquer x, & 9,0 ponto representativo ndo pode permanecer - - -
RO ponto tangente (o ponio gue corresponde a 4 x,1j =0} ¢ portanto deve-se mover

- e

" ghe é hegative définida. Como Vix) <o quando [ —
- “equilfbrit na origein ¢ assintoticamente estivel globalmente, -~ . .

“existe uma funcao escalar W(x, 7} que determina.

que é negativa semidefinida. Se V(x} deve se apular para todoz = 1, entiox, deve serzeropara
todo 1 = 1y, Isto requer que X, = G parat = £, Como

Zym —x —xp

x, deve também ser igual a zero paras = 7. Isto significa que V(5) se anula apenas na origem. .
Portanto, pelo Teorema 15.2. o estado de equilibrio na origem € assintoticamente estivel
gichalmente, T .

Para mostrar gue uma escolha diferente de uma fongio de Liapunov fornece 2 mesma
informagio de estabilidade, vamos escother a seguinte fungdo escalar como outra possivel
fangdo de Ligpunov: = - o T

V) = 3y +oxg)t 2x% k3] ="'positiva definida
entio V(x} se torha ° T B

V) = 6o F B F R+ 20k ¥k = G+ D)

%, pelo Teorema 15:1, o estado de

- Note-que como 05 teoretias deé estabilidade do segundo método requere_in V(x} positiva

. definida, freqicptemente(mas o sempre) escolliemos V{x) oo uma torma quadrética em
- - {Note que a funcdo positivd definida mais simples & uma forma quadrauca.} Em seguida

exammpamos se V(x)-¢ pelo-menos negativa semidefinida;
librio x-

R

 Instabiiidade. Se im éitado dé'eq

& um sistema & instdvel, entso
gue ¢ na.a.instabilidade do estado de
-equilibrio. Apresentaremos um teorema sobre instabilidade sem uma desmnonstra-

i

- TM& 153 é\z.;;énha.'éue umsrstema é "d-e":'s'c_':rl;to inor
% = £x, 1) o

Lemde.
_ f(ﬂ.:) ~0 paz-a mdor 5, S

* Se ha uma fungdo escalar Wix, 1), tendo primeiras derivadas parciaj s contintas ¢

satisfazendo as seguintes condigdes: :
1. Wix, ¢} é positiva definida em uma certa regido ao redor da origem
2. Wix, 1 € positiva definida na mesma regido .
entdo o estado de equilibrio na origem ¢ instivel.. _
15.4 ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES
H4 muitas abordagens para a investigagao da estabilidade assintética de siste-
has lineares mveriantes no tempo. Por exemplo, para um sisiema de tempo conté- _
THIO i ) ’
X = Ax

a condigao necessdria e suficiente para a estabilidade assintética da origem do
sisterna pode ser enunciada como todos os autovalores de A tendo paries reais

‘819



negativas, oi 0s zeros do polindmio caracteristico
Sl — Al e gt oo g 50,

lendo partes reais negativas, Pe modo semelhante, para um sistema de tempo
discreto :

x(k + 1) = Gx(k)

a condigao necesséria e suficiente para a estabilidade assintética da origem pode ser
enunciada como todos-os autovaleres de G tendo mdduic menor que a unidade, ou
que 0s zeros do polindmic caracieristico

[~ G|= 2"+ a2 + - +a,.,2+a,

estfo dentro do circulo unitanio centrade na origem do planc z.

A determinagac dos autovalores se torna dificil ou impossivel no caso de
sistemas de ordem alta ou se alguns dos coeficientes do polinéio caracteristico sdo
ado-numéricos. Neste caso, o critéric de estabilidade de Routh pode ser aplicado
convenientemente. Uma alternativa para este método € baseada no segundo mé-
todo de Liapunov. A abordagem de Liapunov é algébrica e nde requer a fatoracao
do polindmio caracteristico. Alémdo mais este método pode ser usadopara estimar
o comportamento de resposta transitdria do sistema (veja Secde £5.5) e pode ser
aplicado no projeto do sistema (veja Secdo 16.6). A finalidade desta secio &

apresentar a abordagem de Liapunov na analise de estabilidade de sisternas ineares
nvariantes no tempo. : :

Anslise de estabilidade de Liapumov para sistemas Eneares invariantes no tempo.
Considere o seguinte sistema linear invariante no tempo:
® = Ax {15-3)

onde x € tm vetor de estado {veior n-dimensional} ¢ A é uma matriz constantern X n.
Supomos gue A ¢ ndo singular. Entdo o tnico estado de equilibrio ¢ a origem x = §.
A estabilidade do estado de equilibrio do sistema linear invariasie no tempo pode
ser investigada faciimente usando-se o segundoe método de Liapunov,

Para osistema defimdo pela Eq. (15.3). vamos escother uma possivel fungde ds
Liapuncv como

Wx) = x*Px
onde P € uma matriz positiva definida Hermitiana. (Se x é um vetor real, entio P
vode ser escothida como uma matriz real simétrica positiva definida.) A derivada de
Vix} em relagio ao tempo ao longo de qualquer trajetéria é

P(x) = *Px -+ x*PX
= (AXPPx -+ x*PAX
= X*A*Px + x*PAx
= XHAYP -+ PAX

Como V{x) foi escolhido positivo definido, requeremos. para estabilidade assinto-
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tica, que V{x) seja negativa definida. Portanto, requeremos que
7 = —x*Qx |
onde
Q = —(A*P - PA) = positiva definida |
Portano, para a estabilidade assi.ntét_ic;a.{.io-'sistémadé Eq (15.3), é suficiente que

séia positiva definida. Para uin teste para determinar se uma matrizn X # € positiva
definida, aphicamos a condigio de Syivester, gue diz gue uma condigdo necessanae

. suficiente para que a mairiz seia positiva definida ¢ que os determinantes de todos

08 menores principais sucessivos da matriz sejam positivos, )

" Aoinvés de especificar uma matriz positiva definida P ¢ examinar se Q € ounio
positiva definida, € conveniente especificar inicialmente uma matriz positiva defi-
nida € e entdo examinar se P determinada de -

é positivadefinida. Note que P, sendo positiva definida, é uma condigao necessaria
e suficiente. Resumiremos o que acabamos de ver na forma de um teorema.

Teorema 15.4 Considere o sistema descrito por -
% = AX

onde x é um vetor de estado {vetor n-dimensional) ¢ A uma matriz constanten X n
ndo singular. Uma condigdo necesséria e suficiente paraque 0 estadode equilibriox
= {0 seja assintoticamente estivel giobalmente ¢ que, dada Uma matnz positiva
definida Hermitana {ou simétrica real) Q, exista uma matriz positiva definida
Hermitiana (ou real simétrica) P tal gue :

A*P 4 PA o= —Q

A fungo escalar x*Px ¢ uma fungdo de Liapunov para este sistema. (Note gue no
sistema Hnear em consideracao, se ¢ estado de equilibrio (a origetmn) € assintotica-
mente estdvel, entdo ele é assintoticamente estdvel globalmente.) .
Ao aplicar este teorema, vérias observagbes imporiantes $&0 pecessanas,
1. Se Voo = —x*Qx nao se anula 20 longo de qualquer trajetdria, eatdo Q
pode ser escolhida positiva semidefinida. )
2. Se escothermos Uina matriz arbitréria Q positiva definida [ou uma matriz
arbitrdria Q positiva semidefinida se V(x) ndo se anula ac iongo de qualquer
trajetérial e resolvermos a equagho matricial :

A*P A PA = —Q

para determinar P, entdo P positiva definida € uma condigéo pecessa’r:a e
suficiente para a estabilidade assintética do estado de equilibrio x = 8.

3. O resuitado final ndo depende da matriz Q escolhida em particular, con-
tante que ela seia positiva definida (ou positiva semidefinida, conforme ©
caso). . .

4. Paradeterminar os elementos da matriz P, equacionarnos as matrizes A*P
+ PA e ~Q elemento por elemento. Isto resulta em nfn + 13/2 equagoes
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lineares para a determinagdo dos elementos py = S de P. Se chamarmos os
autovalores de A de Ay Az.--, A, cada um repetido tantas vezes quanto forsua
muktiplicidade como uma raiz da equagio caracteristica, ¢ se para cada soma
de duas raizes

Ay Ay w= 0
entio os elementos de P s&c univocamente determinados. Note: que 5¢ a
matriz A represents um sistema estdvel. entdo as s50mas A; + Ay $20 sempre
néo nuias. ) ] ) o N
5. Ao se determinar se existe ou nAo uma matriz Hermitiana positiva defi-
nida ou uma masriz P real e simétrica, é conveniente esccﬁ;erQ =1 ondeléa
matriz identidade. Entio os elementos de P sio determinados de

A*P L PA o

e a matriz P € testada para ver se é positiva definida.

Exemplo 15.5 Considere o sistema de segunda-ordem descrito por

=[S

£ w] —1ilx,

E clare que o estado de equilibrio £ 2 origem. Determine a estabilidade deste estado.
Vamos supor uma fl_mgée de Liapunov como teniativa

V{x} = xPx
‘onde P serd determinado de
AP+ PA=—I

ou
[0 ”*1}??11 Pzz]_'k_{"}?u P:z}[ 0 l“i ﬁ("l 9]
Towiiipiz poad 1-P;z popd b1 =1 L 0 =1

Expandinde esta equagio matricial, obtemos trés equagdes simultineas como segue:

—2pss = 1
Pis = P13 — P =9
21 2pgy w1

Resolvendo para detesminar py,, P, P, obtemos
3 1
b1 P z.i A —2--;

i .
Piz P2z 53 I_i

822

Para 1estar se P é positiva definida, conferimos os determinémes dos menores prncipais
SUCESSIVOS.

i 3 1
3 Py P 5w
P:12—2'>0: 1

Piz Pz 35 1 i

Ciaramente. P ¢ positiva definida. Portanto. o estado de equilibrio na origern ¢ assintotica-
mente estave! globalmente. e uma fungio de Liapunov é :

Vs X'Px o §{3x% e 2.x1x2 el ZX%}

/e e (x} + X3

f.sngmplo 135.6 Determine 2 gama de estabilidade para o ganho X do sistema visto na Fig.

n
+

Fig- 15.3 Sistema de coniroje.

A equagdo de estado do sistema &

£ B %] [o |
pl=| 0 -2 q{fu_to ful (15.4)
'3 —-K 0 """1 3.] K

Ao detepminar a gama de estabilidade para K, supomos que a entrada i ¢ nula. Entiio a Eq.
(15.4) pode ser escrita como

Xy ==X, . ' . . 55

Fy ez 42y (15-6)
g me KX, — 2, ' (15D

Das Bqs. (15.5) a(15. ") determinamos que a origem € o estado de equilibrio. Vms escofhera
matriz Q positiva semidefinida real simétrica

0 ' : _ (15-8)
1



Esta escobha de Qe permitida pois V)= —x "Qx nio pode seridenticamente zero eXRLtO Ba
origem. Para verificar xsto nole que

V) = —xQX = ]

V(x} sendo identicamente nulo, implica que x; ¢ identicamente zero. Se xy € Zero, entio x,
deve s€r zere, pois, da Ee. (13.7), oblemos

0= K —0
Se _Jr{-_ e zers, entio X, também deve ser iem, péis., da Eq. (13.5).
3 V{x} é 1dent:cameme Zer0 apenas na ongem Bea foz‘ma podemos usara matriz Q

definida pela Eq. (15.8) para 2 andlise de estabilidade,
A0S reso!ver :

. :-'_-Pu P Pza
9 Pz Paz Pay it
P:s Pas Pss.i

P13 Pas Past“K 0 ~I1 {o 0 %«—1

‘para as elememos de P. O resuitado é

'_'_-'_'_K2~;~12K 6K 1
7= m-mx ¢

e L 6K K Kk |

o pla—-28  ITETIR TR
e K6

. 2-28 1I-°3%
: Pam que Psega positiva definida, & necesséric e suﬁcie#te '.c_;u.e '
L R2%3K>0 e gwo
ou o
 0{&{6
"Portanto, para 0 < K < 6, o sistema

€ estdvel no sentido cbnvencian'a! isto é, a origem ¢
a.smmoacamemc estdvel globaimente. ’ ’ gem e

' Como V(x{k)) f(}i escolhld(} posmvo deﬁmdo zmpom{}s para establhdade assmta— -
tjca, que AV{x(k}} seja neganvo definido, P(}z'tamo, S :

(20 P2 pnT“ 6 1 07 ro o oy
LP:z Pz Pus 0 -2 I—Jm 0 0 OJ
I

_aade

' Portanw, para a cs{ablhéade assmtozeca do szstema drscret(}

Anilise de estabilidade de Lizpunoy de sistemas de tempo dmm
sistema de tempo. discreto descrito por

x(k + 1) qu(k)

onde xé um vetorde estado (vemr n- dimenszcnai} eGé uma matniz constanten X

A origem x = 0 ¢ o estado de equilibrio. Investigaremos 2 estab:lléade_deste estad
pelo uso do segundo método de Liapunov. _

Vamos escother uina pess;vel fungao dc Llapanov comy
V(x(k)} e x*(k)Px(k)

ondé P £ uma matnz Hermitiana posmva def rida (eu samemca reai) Observand
que para sistemas dlscretos aoinvés de V(x} usamosa dlfercnga entre V{x(k + 1}} e o
V{x(k)} ou o S h

AV(x(k)) = V(x(k + 1)) w:"V(:a.:(k)} »
que é aaalego 2 denvada de V(x) Entaa, -
AV(X(k)) = Vix(k + 1) — Yok
= XMk 4 DPx(k + i) = x*{k}Px(k)
[GX(K)*PIGX(k)] — X*{k)PX(k)
b x*(k)G*PGx(k} e x*(k}Px(k)
= x*(k}{G*PG P}x(k)

i

i?- ;

AV(x{k}) - mx*(k}Qx{k)

Q = “(G*PG P) = pomtwa defmda

suficiente gue Q seja positiva definida. S : S :
Be modo similar ao caso de mstemas lmea:es dc tempo ¢ tmuo, e cen

riente especificar ums matriz positiva definida Hermitiana Q (ou snr:emca I

enifio verifi icar. sea matrzz P determmada de - . :
G*PG P w2 m»Q

é positiva det' mda Note que o fatc de P ser pos:twa deﬁn:da é umd condz{;
necessana e suﬂmente Resumiremos o:que dissemos atravcs de um; zecrema

Teorema 15 8 Comzdere o sistema de tempo discreto .
x{k -+ |} = Gx(k}

onde x e um vetor de eszado {vetor - d:mens:onai) e G uma matrizn X n constante



ndo singuiar. Lma condicio necessdria e suficiente para que o estadode equitibrio x
= @ seja assintoticamente estavel é que. dada uma matriz Hermitiana positiva
definida (ou simétrica real} B, existe uma matriz positiva Hermitiana (ou simétrica

real) P tal que
G*PG —~ P = —Q

A funglio escalar x*Px ¢ uma fungio de Liapunov para este Sistema.
Se AVix(k)} = X¥KQx(k} ndo se anula id_emicam‘en:c a0 longo de qualquer
série solugio, entdo Q pode ser.escolhida positiva semidefinida.

15.5 ESTIMANDO O COMPORTAMENTO DE RESPOSTA
TRANSITORIA DE SISTEMAS DINAMICOS

A aplicabilidade do segundo método de Liapunov para teoria de controfe nao
estd limitada & andlise de eg;zgtfjiidade_‘ Ele pode ser aplicafio a0 estudo do compor-

transitéria de sistemas dindmicos.

Como mencionado anteriormente nesie capitilo, as fungées de Liapunov
fornecem uma medida de distanciano espacode estados. Portanto. para um sistema
assintoticamente estivel para oqual obtivemos uma fungio de Liapunov, este pode
ser usado para estimar 5 rapidez da resposta transizoria. .

Vamos supor gue o estado de equilibrio é a origem do espago de estados e
definamos

LoV _
T TR - : (13-10)

em alguma regiio do €5pago de estados exciuindo a origers.

Para sistemas assintoticamente estavers uniformemente. podemos achar uma -

funcio de Liapunov negativa defigida V. pelo menos em principic. Na analise
presente, excluiremos portanto o caso em que ¥(x, 1} = Uparax # 8. Entio o valor
den ¢ sempre positivo uma vez que Vé positivedefinido e Vé negative definide. A

- Eq. (15.19) fornece uma indicagio de quio rapidamente o sistema se dirige ac seu
estado de equiiibrio. :

Se fizermos o valor minimo da refagio ~ Vix, 1/Vix, 1) igual a um certo Bmin.s
= minl V0] |
Hwin == mIN [-—* Vx. D . : (15-11
entio ' .

p‘!(xa f) S “Benin V(X, f}

V(X, 1) < VX, tg)erentt-to B (15-12)

onde Vi(x,. 1o} corresponde ao valor niciaf de V comegando no estado x = x, no
Instante § o= IQA .

Interpretando ¥ como a distincia a partir da origem, € ¢laro que a Eq. (35.12)
fornece uma estimativa de quao rapidamente estamos tendende ao equilibrio. Em
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outras palavras, dado o estada inicial xe € o valor inicial V(xy. 1}, 0 sistema alcancaa
Tegizo .

VX, 1) == V(Xq, 1p)etwint-10
em? - {, segundos. o _ o o

Da Eq. ( 13.11), vemos que I!nm;n__ carresponde & maior constante de tempo
relativa 2 variacdes na funclo de Liapunov V. Comoe V(x) pode .Ser expan-
dida em uma série comegando com um termo quadritico em x, esta constante
de tethpo 1fn,, € cerca da metade da constante de tempo canvencional definida

podemos obter viriosdiferentes valoresde i O mator valorde Bmin, TEPresentsa
figura de mérito. Entretanto, normalmente &0 sabemos como constriira funciode
Liapunov que fornece o major vator de ., . S
Para um sistema nio Inear, Hupe, pode depender do estado do sistemna. Fste
método 56 ¢ wtit se a fungio de Liapunov disponivel tem forma suficientemente
simples. . : ’ e

Cdiculo de y para sistemas kineares invariantes no tempo. Considere o sistema
hinear invariante no tempo :
X == Ax_
onde S .
¥ = vetor n-dimensional = - .. o
A = matriz n » u pac singufar _
Suponha que os amtovaloresde A tenhain partes reais rif':ga{iva& Entiouma fungao
de Liapunov e sua derivada temporal sie .
V(x) = x*Px, © (X} = —x*Qx
onde ) o _' _
P = matriz positiva definida Hermitiana (ou simétrica realy
Q = ~ (A*P + PA) _ :

Uma definicio de M, €Quivalente & Eq. (15.11) ¢
Tmiy, = Min {x*Qx; x*Px = 1}
O membro direito desta equagao significa que tomamos o valor minimo de 50

quando x varia, satisfazendo a condi¢go de que x*Px = 1. Isto ¢ 0 mesmo que
considerar o minimo valor da razio

_VxH x*Qx
Yix, 1) x*Px

a0 longo de uma superficie particular V{x} = §, ou x*Px = |, o L
A minimizagio requerida pade ser feita através do uso da tecnica de muitrpli-

cadores de Lagrange. Sejag o multiplicador de Lagrange. Entio, a minimizacao de

x*Qx com a condigio de x*Px = ] ¢ 0 mesmo que a minimizagao de x*Qx — px*Px
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. ohtm}os [ valm‘ de 1} como

i - S '_ Z(x?+x%)

- O\raiorm:mmode:npodeserobzsdocomooauwvalormm;mod ) e | i

¢ minimo. Mas pela Eq ( is, 23},,0« Eum autovalorda mtr:z_ P
¢ lgua] a0 autovaior minimo )\m de Q{:~ - _ :

& séguinte sistema: .

iapinov’ para o sistema. Em segwda ob{enha am hmite pe"
. Ststema leva para i de um ponm na. bordd da curva feck

_q__dh._{.-t'ﬂr."";l_ f_eéha di

=Yg determmemos P reseivendo

el 2 e

- deperide.da es{:oiha das i atmes P.e-Q
o ztwpset:er um ntl 270 e 'que 14 } como umilm;te supermr par&




15.6 ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS NAO LINEARES

Em um sistemafinear, se o estado de equilibrio ¢ focalmente ¢ assintoticamente

estivel, entdo também é assintoticamente estave! giobalmente. Entretanto. em um
sistema ndo linear. um estado de equilibrio pode ser assintoticamente estavel
locakmente sem ser assintoticamente estavel giobalmente. Portanto, as implicacoes
de estabilidade assintotica de estados de equitibrio de sistemas lineares sio bastante

diferentes daquelas de sistemas ngo lineares. Por exemplo, considere o sistema nio -

tinear discutido no Exempio 12.7. reescrito Abaixo como
I+ 0355 3 2x o x? =

A Fig. 15.4 mostra o diagrama do plano de fase para este sistema. Neste caso. a

origem € assintolicamente estivel. Mas trajetorias partindo de pontos fora da Tegido

hachurada vio para o infirito, como mosirado. O fato de que a estabilidade
assintotica ¢ uma propriedade focal pode ser claramente visto reste exemplo.

Comeo z estabilidade de sislemas ndo lineares tem uma natureza iocal, geral

merle estamos interessados em determinar uma fungio de Liapunov que satisfaz

- condigdes de estabilidade na maior regi&o em torno da origer. '

Varios métodos baseados no segundo método de Liapunov sio di sponiveis .

para lestar & estabilidade de sistemas niio lineares. Esta se¢o apresenta dois dos
métodos: o primeiro € o método de Krasovskii para testar condigdes suficientes
para estabilidade assintética. e o segundo é o método de Schultz-Gibson, ou do
gradiente varidvel, para gerar fungdes de Liapunov.

Fig. 18.4 Diagrama de plano de fase da sistema descrito por i + 8.5 + 2 + 3% = 0,
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Método de Krasovskii. Para certos sistemas nio lineares, uma possivel fungao
de Liapunov pode ser escolhida em lermos de X a0 invés das varidveis de estado.
Krasovski sugeriu uma possivel funcio de Liapunov como sendo a norma Eocli-
dianade X, ou ¥ = {[%jj2. . o . o

O teorema de Krasovskii, a ser apresentado em. segoida, Dio ¢ hm;tado_ &
peguenos deslocamentos do estado de equilibrio. Ele difere essencialmente dos
métodos de linearizagio usuais. O teorema de Krasovskii para estabilidade assmio-
tica giobal fornece condigdes suficientes para si stemas nao lmeares_g condigbes
necessarias ¢ suficientes* para sistemas lineares. {Um estado de equilibrio de um
sislema nio Jinear pode ser estdvel mesmo gue as condighes especzﬁc_:_adas neste
leoTema néo sejam satisfeitas. Portanto, ao usar o teorema de l_(_rasovsk;;, devemos
ter cudado para ndo tirar conclusGes erradas sobre a estabilidade do estado.de
equilibrio do, dado sistema néo linear.) ) » N

Em um sistema ndo lincar, pode haver mais de um estado de equitibrio.
Entretanto. é possivel transferir um estaée de equilibric isolado para a ongem do
espaco de estados por uma transformacio adequada de coordenadas. Portanto,
consideraremos o estado de equilibrio em estudo COmo a origem. . .

Apresentaremos agola o teorema de Krasovskii.

Teorema 15,6, (Teorema de Krasovskil). Considere o sistéma definido por

' onde % é um vetor n-dimensional. Suponha que 10) = § & que §x) € diferencidvel
com respeito ax;, = 1, 2,. .. n. A matriz Jacobiana Fex) para o sistema ¢
-3 . o, o _
R R
afz 3fz afz_
%, o, %
afn . af» _',._ afn
dx, 0x, | dx, ]
.Vamo& defirar

P(x) = F*) + F@)

- onde ¥*(x} & a transposta conjugada de F{i), Se a matriz Hermitiana F(x) é negativa

definida, entdio o estado de equilibriox = 6 ¢ assintotic_ameme_esuivei, Uma fungic
de Liapunov para esle sistema é S

Vix) = *xf(x}

*N. do T.: Mesmo para sistemas lineares as condigdes sdo apenss suficientes. Por exemplo.

em i = Ax com A = [“g “%] Su A = [:.}‘, “%] temos F nio negativa definida.
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e, adicionalmente, PHx}(x) — 2 quando || x}} ~» =, entdo 0 estado de equilibrio &
assintoticamente estdvel globalmente, _ '

7.} Nao hd outro estado de equilibrio além de x = § em todo espago de estados
ot’{ﬁ) =, ﬁk} # G para X # @, ¢ V{x} = P*Mx). Vix) ¢ positiva definida..

= K@t = FoOlx)

deimios obter v .c.c"ﬁ:_a o '_ R

PO + i)

[FOIROI) -+ PEFRIE)

PEIFHX) + FRKK)

ORI _ :

t‘:\g%t_i.\;'a'_fil_éﬁnidé, Vemos que V.(x) é n;;gativa deﬁ'.ni.da‘ Péﬁahta f’(k) e ﬁma-
apunoy. Desta forma, a origem € assintoticamente estivel, Se Vix) =

assintoticamente estavel globalmente. . : .
ue Fix), sendo negativa definida, requer qué F{(x} tenha elementos nio-

2gativa definida,

plo 158 Usa:ndc_r o t'_eoz"ema de Krasovskii, examine a estaé:iiidade do estado de équiif;
0 seguinte sistema; ' .

.Portanto

F) = F@ +Fw)

- [w? -2 i &3]
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1 %MON_ST#ACKO: Se F(x) é negativa definida para todo x # 0, o determinante E
£nionulo em todo espago exceto em x = 8, (Referir-se aos Problemas A.15.5¢ -

e.a infinito quando || x|} - =, entdo, pele Teorema 15.1, o estado de

ua diagonal principal. Portanto, sefi(x) nio é fungdo de x,., entio F(x) ndo - .

S

o 'que'_ﬁe:c:lé‘.éér-.:e:écr_ita: o
. ___d{_idé_ (V 'V_'}"'_é 2 tl."ansjpos.'za de YV .- V.0 gradien_{c deV, é _: . -:

' Olim

Como $x) € negativa definida para todo x 4 0, ¢ estado de equilibrio x = § € assintoticamente
estdvel. Além do mais, _ . . -
. 'f’_(x)f(!_:):m x} oy — Xg o xR oo
qnénd'o ifxif‘ =+ . O estado dé equilibrio x = 0é. pdnafzt_b.:_ éss_iniezicémeme‘ estavel
gobalmente. - . S ] e Do
_ Método do gradiente varidvel. O método do gradietite varidvel ¢ baseado o
fato de gue, se existe uma fungio particular de Liapunov, que € capaz de provara. -
estabilidade de um dado sistema, entio também existe um gradiente inico desta.
funcio V. L R R C
© Consiiers o sistema descrito pela seguinte equagao: - -

%t =M1} '

Supoinos gue o estado de equilibrio 'em"qﬁes't{idé a origem do espago de estados.’

. {Como dito antes, sermpre pedemos transferir quaiquer estado de equilibrio isolado

para a origem.) Vamos denotar uina fungio de Liapunov de tentativa como'V.
Nesta fungéo, supomos que V € uma fungéao explicita de x fmas nao de . Entdo, -
: B . REE 3 AN

ST Tew 1l
RN vy, |-

ite 's'hpn;;i‘qif_.dg@_fnig:gégéo nesta equagdo ndo implica qu'é:_ V é uma 'q;.ta'p{idéde
vetorial, mas sim gue a integral € uma integral de linha para um ponto arbitranio (),
Xz, ..., £n). 1O espago de estados. Esta integral pode ser feita independente do
caminho de integracio, O caminho mais simples ¢ indicado pela forma expandida -
da Eq. (1518 .~ - . _ IR
y ’ I.-. ¥!=¥'J’;‘:'."=.-‘&** . ) . .X‘h{-‘l““xll l=. 4‘=“""xx’.* } s ) .. ..

Ve [y, dx 4 [T ey

¢ .

. xt“{xl;xhx'wx.h""‘!.“I"I"Ixili.) . B - B . xh
+ § TYY,dx, - (15-16)
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onde VV; & a componente de VV na diregio x,.
Vamos definir :

ol
¢
Ly

@

b e

0

A integral dada pela Eq. (15.16) diz que o caminho parte da origem e se move a0

«hmgo do vetor e, para x;. Deste ponto,
parax,. Em seguida, o caminho se move
o caminho finaimente alcangs o ponto {x,, x.. : :

' Para irma fungéo escalar V ser obtida de forma sinicaa partir de uma ihtegral de

linha de uma fungdo vetorial YV, a matriz F seg

3x,_?

EE

Q
-]
xS

gl

oV,

v, dww
ox, ox,
vy, vy,

v

o caminho se move na direcio do vetor €s
na direcfio do vetor ey parax,. Destaforma
e Xghe -

vinte. formada tomando-se GVV,/

L. avy,
L Exl Exﬁ Exn et
deve ser simétrica. Portanto. impomos que
avy, avyv _— .
T o (;,;w.i,z,,..,n)
O niimero total de tais equagdes én(n — 1)/2. Por-éxeni;ﬂé, RG casé den =3, temos -
rés equaghes: : o : :
avy, VvV, avv, g, . avy, vy,
" dx, ox, dx, . dx,

A condigdo na matriz ¥ € portanto uma condi
caso n-dimensional.
rema de Liapiinov € entio transfor
rotacional n-dimensional de YV é
partit de VV devem ser
satisfazer o teoremade Li

arbitrario
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ox,  dOx;

¢édo de rotacional g’éneralizada para o

O problema de determinar uma fungdo V que satisfaz o teo-

‘mado no problema de determinarum VVialque o -

‘e iguat 2 zero. Além do mais, V e V determinados a
suficientes para provar a estabilidade: isto €, devem

apunov. Inictaimente fazemos VV igual a um vetor coluna

a::x; +G;2x2“§‘* =Tt 'é"ainxu
Uy Xy -+ QaaXy -+ + o0 X, o .
[ o "‘i"' Qpa Xy i QpeX

Os ay; 530 quantidades totalmente indeterminadas. Os a,; podem ser constantes ou
fungoes do tempor efou fungdes das varidveis de estado. Entretanto, ¢ conveniente
escolher a,, como uma constante ou uma fangio do tempo I. Virios dosay podem
ser escothidos nulos, ou eles sdo Sbvios a partir das condiches em V impostas peio
investigador, ou podem ser determinados das equaces do rotacional. - _

Se o estado de equilibrio x = 0 de um sistema nio linear & assinfoticamente
estavel, entéio poderemos obter uma fungio de Liapunov seguindo o procedimento:

l. Suponha ¥V da forma da Eq. (15:17). - -
2. De VV, determine V. E : T
3. Imponha que'V seia negativa definida ou pelo menos negativa semidefi- .
4. Useasnin — 1){2 equagdesdo rotacional, obtidas daimposiciode simetria
de F, para determinar os cocficientes desconhecidos restantes em VV
5. Reteste V; pois a adigho de termos requeridos como vm resulfado do
Passo-4 pode alterar V.~ . : S :
6. Determine V da-Eq. (i5:16). - e
7. Examine 2 regido de estabilidade assinitética. .~ - . -
‘Mote que o fato de niio conseguir obter uma fungdo de happyoy adequada
através deste método nio implica a instabilidade do estado de equilibrio. (Nio se -
pode tirar conclusdes sobre a estabilidade.} . .

Exemplo 15.9 Vamos constrsr ma: fungée de Liapunov para o seguinte sistema

: .:'c; e Xy e Zx%xg
JE; s ¢ ..
. usando o método do gradiente varidvel.
Seig o gradiente de V _ .
R T
vym[ 11-*1 22. 2]
Qpixy + 2xg A

. "A derivada de V 6 entiio

 V=VPx _ .
= (a1 X1 + @aX2)%s + (agx 2x2)%2 S T
gy X 4 200 XX = A5pXy Xy -+ 285x8x8 — GuiXiXy —~ 2x%  {15-1%)
Facamos como uma wr_:tativa
ay =1, ayp=ay =0
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" entdo a Eq. (15.18} se tome

V= a0 - 20w - 24

¢ fhegativa definida se

-Z_ _ {I 5 20}
de 1&p_u‘nov podemos dlzerque ¢ szstema 8 asszntoncamema eszﬁvel HE regcao

Para ostrar
escolber

R R @y o= 5 o
_ ._{I ERE T 29 LIRS § gy

ay;

¥ixa)t TS xpxap |

" estaGitima funga{; € uma scolha meihor do que a antenor

'}5 ’7 COMENTARiOS CONCLUSIVOS

o '_bfados oo

qae a ﬁmgao de Llapunov dada pela Eq {15 203 nao ¢'a tnica poss:vel -

o 'ongem do- espag:a de esta.dos éntaﬁ a establhdade ou @ establhda

2 equacio do rotacional € satisfeita. ¥ €

S =0 gx;_ : x¥x,
Ve j [(1 ey el x,xgzjd"l

xz.ffﬂ::.\':)?“_. ' 3 . . ’
_J‘U ] gL{? m-’;l x_m)ﬁ - hz}dxz xﬁ + ; mxi o (15’2.{}.

Desta fungao de Llapanev vemos qzze & ongem do szstcma é asszmoncameme estavel na o
rcglao . . . o N

1>x;xz o

E clare qué a funga.o de Lamnov defi nida pela Eq {15 2{}} famece Wmi. regiio. de.
estabilidade assintética menor do que a funcio de FLiapunov dada peia Edg. {13. 21} Pona

Ao co::clmr este capltuio, resmmremos pontos mnpo'- nie -p__ a sererm |
I Uma fangao de l.lapunov tem as scgmn{es propnedades
_ {a) E uma funigdo escalar.:
¢ B E uma fungao poszzwa dei“ n:dd, peie menos nas vzmnhangas g
L gen- : :
ic) Su& der:vada temporai & nae pos:{wa :
{si) N&o € ums fang:ao tinica para um dado’ s:stema
Uma vantagem do ségundo método.de Liapuncv estd na sua
o fomecer mfomag.ao sobre. estabzi;dade globai zanto parasz- et
' -.___qazazzto zzaa !:neares : :

. ticadaorigemests verificada. Isto, entretanto, ndo significa necess:

-queas 'trajetérias, par:iri‘do deum es_tado.da- regido Q, tendem a mﬁ

: Z{Lemi)rewse de que o fato dé nio conseguu* dezcrmln_ar' Uit
'Llapunev para mosirar esiabilldada, esiab:l:dade assmmnc'

. msiemas O, hnearcs cerias fungoes de. Llapunav sao supenore
" nificarido queare 1150 de estabilidade assintdtica ¢ maior ou
finida a0 invés de négatwa semidefinida etc: : o
4. Se a erigem-do sisterba & estdvel ou assmfoucamez:te cstavel
fungoes de Liapunoy ¢om as propriedades requmdas sermpre exist
bora a sua detérminagdo possa ser um tanto dificil, Esta dificildad
_principal dcsvantage _da anailse de establildade baseadd no segu o met
de Liapunov.- ' .
5. Além de ; prover urn cmeno de establhdade, as fungoes de Llapunov '
podem ser usadas para a andlise de resposta transitéria de sistemas sienples;
{VejaaSecio 15.5.) As funcoes de Liapunov também podem ser usadas para
resolver problemas de otimizagio baseados nos md;ces de. desempcnhe;
quadratlcos {Veja a Segdo 16.5)) . . R
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES -
s Froblema A.15.1 Determine se a-ge'guiﬁte forma _q.l'uadrézz‘ca.é negativa definida.
Q = »—x“ s 3;\:% el IIX: "F’“‘ 2x;x2 4x2\x3 2x1x,3 ..
. Solm;ﬁe. A forma quadritica fornecida G pode ser escriti como
_mex; X -_-x,}t | t;J )
B T | -2 -«11_J

. Aplzcandu a cnzéno de Sytvaster‘ achamos

A foima quadraa:ca é megativa deﬁmda{ .

- Pro&lema A 4.15.2 Corzmdere o s;sze:ma

i =Ax

'ondc o3 autovaiores de A séo dlstmtos e tém partes reais negativas, Suponha que 2 transfor- T

macao _ :
. XW?Y.._".' _
: trazlsforma a mam? dos coeﬁczentes na forma chagonal
¥ = ?“‘APy_«-Dy _ _ |
. Obtenha usma fungis de Liapunm; pam este '.si.'ste'r.nh,ﬁ. "
._ S&u@a C{mssdere o seguinie V(y)

V(y) = yby == positwa defi mda

. A denvada em refacio ao tempo de V{y) €

V (Y) *y 4 y*y
Cowm yEDy L y*Dy
. 2y‘Dy

-' Como 0s aawvaloms de pe aqw}es de A s

Laapunov

thiwm A153 Consrdere o sistema de segunda-ordem

50 1dent1ces €os aa{ovaioms de A tém partesreais . -
negativas, Viy) é pegativo definido, Portanto, a fungao V(y} consaderada aqui é uma funglode .

onde

x - Bl} A _ [ai-g é,z] (% n_m!)

: 2 a1 023
k_.... N
Pl Deterrmne a mamz rea] s:méznca P que saasfaz
CAP G PA = e ; _
' iﬁ S Em segmda ache accmd;gao para quePse_;a posmva dcﬁmda (Noze qae acondxgasﬁel’m
S . positiva definida zmphca que a ongem X = Bé assmmttcameme estévei g]oha}" en'te } L
'Solugﬁa.Aequagao B _' ” IR
. % '. [‘.’i.: . 0:1] [P;: P z] '4:'[}'71': P:z] e, "_ﬁlz] R Rt P
3 alz'-._azz Plz Pzz - MPu P Lﬁ’_z:_. Lapd b

Pm&iema AdSA Comldere @ mowmento de uma nave espacia! em wmo dcs e:xos panc;pms :
- '-de inércia As equag.oes de Euler sﬁo i Lo .

”3~~<C Ao, ‘MT
Cm o {A — B)w,mmr

onée A BeC den{}tam as” mamentos de merc;a emi‘torne dos elXQS pmzc: pal Sty Gk € to

B denozam a/% ve]sc:dades angulares em tomados elxos principais;e T, T, e I séo os torques de
© controle,. ) S . . i
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.- Suponha guie 2 nave espacial estd com movimentos de rotagic anormais em sua érbita,

Deseia-se parar estas rotagbes anormais aplicando torques de controle qHe se supde serem

V) = Px + xPg

Do e T ] k| e Xy iy A0 e

e condighes suficientes para operachio assintoticamente estivel do sistema. -

i6s escolkier as varidveis de estado como =~ -

assintoticamente estivel globalmente, -

hegativos, entdo, observando que V(xi+ « quandorf{x [| 2, verh

FiSistenas ﬁswus vatidveis de estado complexas de
onsidere oisigtema . L oL

aridveis de estadox, e x; sd0 pares complexos conjugados

' eq{ulfbnoéaongem ou xmo Se escoihemzos
R Nl P COE |
'.V(x}#’x’?xmx’ 0 B g X -

S < I -8 S

= Alx} 4 Bix: 4 Cixd

Usando este fato, '{nqst"r_;: ‘que
’"“‘ positiva definida

BFER]® = X FE)x |
1.".?1%1,56 a derivada l'empcréi de Vix} é ; Supondo que x é:um vetar 5?&&1&55502'131} -




Solucio

m‘% gﬁ —
CFwx =[5, 5] 0 0% -
== { Xy 2
- ap 9
2 53% %2 |
37, if L
(£, %] 3}?"‘ +§;§x2
= X1 Xz
gfzx! -+ %xz
Xt [ .
= g“["z“flx: + g“;f;“frxz 3 géfzxz + g“*—fzxz

A transposta conjugada de x*Fix)x é

x*Flx)x}* = f ‘x;x g ~£—x1£ 4 gf zxzi’; + g«J{&xzfz.

Observando que
xp =Xy,

Xy =13

of _3h 9 _Ih

8x,  dx,  Ox, Oxy

obtemos
IX*F(x)x]* = “&XZXZ -3 gf x;x; -4 3fz.fzx o+ f}f;xl )

Comparando as Egs (1522 e { I5.23}, ablemos
x*FOxI* = x*F(x)x
Probiema A.15.6 Considere ¢ sistema

Y(s) . 4
Us G+ v+ D)

gue pode ser reescrito como

PO J ~-j
17765 s+2|:s+1+j+s+i-j]

(t 5-225

(1523 )

A representacio om diagrama de blocos deste sistema é vista na Fig. 15,5, Vamos escolher as

varidveis de estado como mostrado na figura, Supendo que ¥ = 0. mostre que
[x*FOx] = x*Fx)x
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. i
. s+
U =0 2 ')(3(5}
«.j .
~ T
L F‘ig 1.5~5' S.istem_a de c;)i;}{r{)le‘_
. Solugde. Do diagrama de blocos, sbiemos
X
L Xy 51 -]
- X2
T 'mi"-_""' o
. jl.-z- —»(i +])x1 Xy .. -. .
fp= (1= —ixs
b s=—2n 4 m
. Comousé suposto nuto, obfemos. _ L
iy = =] + Ox, - jxy m‘fl(x)' L
%=~ 2oy h’fX: : fz(X)
e =.’__25‘3 fs(x)
. _ A thatriz Jacobiana para este-szsicma r:-.'
(I —{-1) i
fo) o -a wn ~j
0 0 ~2.4
_. Observe que
%1 R,
X = XZJ = fi
X3 X3
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ma 'gaﬁﬁéez_ de estado real ou 5, = X Agora calcihie »F(xx. .

: zcs snmemcas csta d 1
iz li‘(x) ¢ notaido. qae &0 finearmet
8 :

ST f e Wt ool + xoRool, .
.Usandoarei.agau L

3 ""F(x}x}“ — xtl?(x)x £¢0m0 para x# 0 esta expressaf;é naonuia (ms x'f‘*x 2e%x * a parax % 3}. as coitmas

Enearmente mdependemes

S T



Vamos escolher g,y = g = & enido,

. ’ 1 .
P a1 X% 4 a;;x;( T I ioxz) .
- Escolhendoa,, = {eqgp =1+ L OV pod_e_'sér eserito como
ro -
YV = L X _f
£t -+ 13x,
' Comq .
CfEnixemg) xelxma S ; : N .
J7 o 5y ax, +f ¢+ Dxydey = Heb + (¢ + D]
'Vamos escother
Ve ““{xz At -+ 1}-’521
'E_ﬁzz‘tp :
x%'.' ’ N
Vs i+ 5 + ( + 1x, %,
L= (10 - 9 WSixd

Portanw Vé negatwa sem;det‘mda Obser\aado queVé :denz;cameme nula apenas naorigem
X; = xp = O, pelo Teorema 15.2, concluimos que ¢ estado de equilfbrio na ongem x=0¢-

assintolicamente estivel g%ﬁbalmente

PROBLEMAS _
Problema B.15.1 Determine se as segui rﬁés- for.ma.s: qnad;éiicas sio positivas definidas.
Q= xt + 4xF + 2% + 203, — 61,035 — 2wy,
Problema B.15.2 Determinie uma fungﬁé de 'Liapui'ﬁ.}.v para_§ se.guim.e sistema:
X, -] 177, . |
)= LG
Problema 8.15.3 Determine a estab:i:dade do estade de equlizbrlo do seguinte sistema:
xllc o+ 1) = x, k) + Ix,00)
xalk + 1= 3 (k) sz(k) - 3x3(k)
X3k + 1) = x, (k)
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.Probiema B.15.5 Consnc}ere o sistema descmo por

Problema B.15.4 Determine a estabilidade da origem do seguinte sisie:ma_i K S
Xp o Xa ) )
Xy == g(x1) X2 .

onde gfx fx, > 0 parax, &

F o= —gy(xy) + galxy, xz)
} _X'z mg;(xz}

onde g,((}} = go(0) = 0, g,({) .tx) 9 Obtenha condsgoes suficientes para a eszah:hdade .da.
origem do _s:s_tema ) _ . - . _
Probieios B:15.6 Déte'r’:!ﬁne a estabi!iﬂa&e dé ongemdo S&Eftﬂ'ﬂie '.siéz_éma: o .
P . o . _ .
i’z e “x% Xy

Problema B.15.7 Determme a csiabahdade da engem do scgumte s;stema:.___ - s ;

xl m'“x: “f"“xz ‘}“xl(x% + ’-’%)
' 3?3 = Xy ‘”’“xz “‘"xz(xl “4“3‘%)

'- Proble:m B 15. 8 Dctermme a estab;l:riade da ofigem do segumte snstema:_' o

xl‘“’xi‘“_ xz“x%
xz*-xs”{*xz“xz-'




Sistemas de
Controle Otimo e
Adaptativos =

‘161 INTRODUGAO

.\ Bistemas de controle étimo. Probiemas de controle 6timo receberam grande

“atengio durante a década passada devido 2 crescente demanda de sistemas de
‘grande desempenho ¢ & pronta disponibitidade do computador digital. :
.. = O coneeito de otimizagdo de sistemas de controle engloba uma selecio de um
Indice de desempenho e de um projeto gue fornece o sistema de controle 6timo -
‘dentro de limites impostos por condigdes limitantes de ordem fisica. Tal sistema de
‘controje Stimo difere de um sistemaideal, em gue o primeiro é o melhor gue se pode.

-conseguir pa presenga de imitacoes fisicas. enquanio que o segundo pode bem ser
um objetivo inalcangavel.

“ . Indices de desempenho. Ao resoiver problemas de sistemas de controfe étimo,
podemos ter o objetivo de achar uma regra para a determinagdo da decisio de -
- cor_:t_r_olg presente. sujeita a certas limitacdes, que minimizard atguma medidz de um
desvio docomportamento ideal. Tal medida é normalmente provida porum critério
de otimizacao, oti indice de desempenho. O indice de desempento, que foi definido
‘noCap’7, éuma fungao cojo valor indica gudo bem o desempenho atual do sistema
$¢ compara com o desempenho desejado. Na maioria dos casos particulares, o
‘comportamento do sistema ¢ otimizado escothendo-se o vetor de controle de tal
forma que o Indice de desempenho é minimizado (ou maximizado). :
. O indice de desempenho € imporiante porque determina, em grande parte, a
natureza do contgoiel Stimo resultante. Isto é, o controle resultante pode ser linear,
-_naofhnear, €81acionano eu variante no tempo, dependendo da forma do indice de
desempenho. O engenheiro de controle formuia este indice baseado nos requeri-
mentos do probiema. Portanto, ele influencia a patureza do sistema resuitante. Os
requisitos do problema normalmente incluem o apenas requisitos de desempenho
mas {ambém restrigdes na forma do controle para assegurar realizabilidade fisica.

_ O processo de otimizacio deve prover nae apenas leis de controle, configura-
¢8es de pardmetros que sdo Otimas, mas também uma medida da degradacdo no
d@empt‘nhq pelo afastamento da fungdo indice de desempenho do seu valor mi-
nimo (ol _max;mo) que resulta do uso de leis de controle nédo Gtimas.
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Emum grau consideravel, o uso da teoria de otimizacio no projeto de sistemas
¢ dificultado peio conflito entre tratabilidade analitica e utilidade pritica na seleciio
do indice de desempenho. E desejavel que os critérios para ¢conirole 4Hmo se
originem pao de um ponto de vista maiematico mas de um ponto de vista de
aplicagdo. Entretanto, em geral, a escotha de um fndice de desempenho envolve um
compromisso enire uma avaliacio significativa do desempenho do sistema e um
probiema matematico tratdvel. :

A escolha do indice dedesempenho mais apropriado para um dadoe probiema é
musito dificii, especialmente em sisiemas complicados. Por exemplo, considere 0
probiema da maximizagao da carga itil de uma nave espacial. A carga it pode ser

" considerada como a diferenca entre o peso do veicuio apds terminada a missio e os

componentes residuats do veiculo, tais como estruturas de suporte, equipamentos
de comunicagdes, de poténcia e de controle de altitude. A maximizacio da carga
atil, portanto, envolvers uma otimizagdo tanto do programa de propuisio e projeto
da missio para minimos gastos de combustivel, como um projeto 6timo dos compo-
nenies do veiculo. Em aplicagdes espaciais, outras especificagdes de desempenho
podem ser 0 gasto minimo de combustivel, ervo minimo de atingir um alvo, tempo
minimo etc. Em aplicagdes civis de controle, as consideragdes principais normal-
mente s&o de ordem econdmica.

) Foimulucdo de problemas de otimizacie. As quantidades que aparecem em
problemas de otimizacdo de sistemas de controle sao variaveis de estado, varidveis
de controle, e parfimetros de sistema. Considere, por exemplo, um veiculo que é
assimilado & uma massa pontual que se locomove no espago. As varidveis de éstado
deste sistema podem ser as trés coordenadas de posigdo do veiculo, as trés coorde-
nadas de velocidade, e a massa instantanea do veicuio. Estas varidveis de estadoe
sio geradas de um conjunto de equagdes diferenciais, gue, neste exemplo, podem
ser simplesmente as equagdes de Newion para o movimento € uma eguagao de
continuidade relacionando o fluxo de combustivel com ataxade perdade massado

“veiculo. As variaveis de controle, para este exemplo, podem ser a magnitude da

forga vertical do veiculo e um conjunto de angulos que definem a diregdo da forga.
Os parémetros do sistema sdo as constantes gue descrevem certas propriedades do
problema. Tais parametros podem ser 3 velocidade de exaustio do sistema de
propuisdo ou um tempo pré-especificado de término da forga vertical: Para siste-

_mas gue utilizam propulsdo idnica, estes parmetros podem ser o5 valores da

velocidade de exaustio e o tamanho da unidade geradora de poiéncia a bordo do

yefeulo. '

- Em geral, o problema de otimizagio de sistemas de controle pode ser formu-
lado s¢ as seguintes informagOes sdo dadas: . :
i. equagdes de estado ¢ de saida '
- .. 2. vetor de controle .
3. restrighes do problema
4. indice de desempenho
5. pardmetros do sistema . : : .

Um problema de controie Otime € a determinacio do vetor de ontrole 6timo
uy) dentro da ¢lasse de vetores de controie admissiveis. Este vetor w{f) normal-
mente depende de _ _ .

1. estado inicial ou saida inicial

2. estado desejado ou saida desejada

3. patureza das restricbes

4. patureza do indice de desempenho :
Exceto para casos especiais, o problema pode ser tho complicado para solugao
analitica que se deve obter uma solugio por computador.
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* Neste capitulo. discutiremos sistemas de controle de tempo Gtimo ¢ sisternas
de controie baseados em indices de desempenho guadraticos.

Sistemas de controle de tempo 66mo. Na Segio 16.4. discutiremos dois pro-
biemas de controle de tempo étmo. Um €. dado o sistema de tempo discreto,

X((k + DI == GT)x(kT) -~ H(T(kT)

onde 2 normade wk T nfo é imbada, determninar o vetorde controle aftk T gue trard
qualquer estado inicial para 2 origem do espaco de estado no niimero minimo de
periodos de amostragem.

O outro problema de controle de tempo Stimo €, dado o processo descrito por

(= fn-1) (L {n~1}

yrayy+ e yray=butbut o 4 b_ a4 bu

determinar 2 fungio de controle » gue transferir a saida ¥ do sistema de uma dada
condigho imcial para zero em um tempo minimo T. A fungdo de controle i deve
satisfazer uma restrigo de magnitude e a saida e suasderivadas devem permanecer
nulas para tempo ¢ = T se nio se aplicam subseqiientes perturbagoes.

A obtenciio da solugdio explicita para o controle de tempo Stimo de um "

processo de ordem n é ¢xtremamente dificil. Portamto, discutiremos apenas um
caso simpies onde o processo € descrito por :

P+ ay-ayy=bu

Isto €, a fungBo de transferéncia do processo apresenta dois pdlos e nenhum zero.

Sistemas de controle 6timo baseados e indices de desempenho quadrdticos. Em

muitos sistemas de controle. na pritica, queremos minimizar aige -na fungéo do
sinaf de erro, Por exempio, dado o sistema

X = AX - Bu
podemos desejar minimizay uma funcio de erro generalizado tal como

7= [T — xOP QI — x(0)] de

onde (1) representa o estado desejado, x{) 0 estado atual [portanto, &) — x(f) éo -

vetor de errof, Q uma matriz positiva-definida (ou positiva semidefinida}, ¢ o
intervalo de tempoe 0 < 1 < T ou € finito ou infinito. .

Além de considerar erros como umz medida do desempenho do sistema.
eniretanto. devemos normaimente dar atencfio 3 energia requerida para a agiio de
controle. Como u{t} pode ter dimensdes de forga ou forgue. a energia de controle €
proporcional 4 integral de fu(7}12. Se os erros sio minimizados sem levar em contaa
energia requerida, entiio pode resuliar um projeto gue requer valores extremamente
grandes de w#(r). Isto é indesejdve! yuma vez gue todos o5 sistema fisicos estio

sujeitos a satusagho. Portanto, consideragdes praticas implem uma restricio ao
vetor de controle; por exempio,

[ e ORu() dr = K
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onde R € uma matriz positiva-definida e X ¢ uma constante positiva. O indice de
desempenho de um sistema de controle no intervale de tempo 6 = £ = T pode ser
escrito. asando-se um multiplicador de Lagrange A. como segue:

J = [[) — xOPQEE — x4 + 1 [Le*@Red 0 <1< T
_ (16.13

O multiplicador de Lagrange A é uma constante positiva indicando o pesodo custo
de controle com relagde aos erros mizﬁrpi;antes. )
A determinacao da lei de controle 6timo para o sistema.

% == AX -+ Bu -

sujeita ao fodice de desempenhodado pela Eq. (16.1). tem v sig_n{ﬁqado Préiico de
que o sistema resultante estabelece um compromisso entre a Minimizagdo do erro
integral ¢ a minimizacio da energia de controle. Na Sgg:ao 16.5, consideramos um
caso especial onde T' = «, o estado desejado £ € 2 origem, ou & =, ¢ 0 vetor de
estado é real. Nestas condigdes, o indice de desempenhoquadratico dado pela Eq.
(16.1) pode ser expresso como

J = [} ¥ (OQx() + w(Ra()] df

onde inclufmos A na .matriz positiva definida R. Note que neste problema u(r) ndo
tem restricSes. Veremos adiante gue tal indice de desempenho quadritico resaita
em operacdes matemdticas convementes na sofugiio de probiemas de controle
Stimo, :

Comentirios sobre sistemas de controle étimo. O sistema que minimiza (ou
maximiza) o indice de desempenho selecionado €, por definigfio, étimo. 1.53 evidente
que o indice de desempenho na realidade determina a configuragéo do sistemna. E
importante ressaltar que um sistema de controle étimo sob um certo mdalce de
desempenho €. em geral, ndo 4timo sob outros indices de desempenho. Além do
mais, a realizacio fisica de uma particular lei de controle étimo pode ser um tanto
dificii e cara. Portanto pode nfo ter sentido fazer grandes gastos em implementar.
um controlador étimo que € o meihor em algum sentido restrito ou individual. Um
sistema de controle raramente é projetado para realizar uma tnica tarefa especifi-
cada totalmente a priori. Ao invés disto. ele é projetado para reatizar uma tarefa
selecionada ao acaso de um reperiério compiete de possiveis tamfas‘lf':m sistemas
praticos, pode entdo ser mais aconselhdvel procurar leis de controle timo aproxi-

" madas que nio estdo rigidamente ligadas com em indice de desempenho tinico.

Devemos notar gue um sistema de controle 6timo, obtido matematicamente,
nosdd, nd maioria das aplicagdes préticas. a limitagdo de desempenho fundamental
80b o indice de desempenho dado ¢ serve mais como uma medida do que como um
objetivo pritico. Portanto, antes de decidir implementar o sistema de controle
Stimo ou algo inferior, porém mais simples, devemos avaliar com cuidado uma
medida do grau em que 0 desempenho do sistema de conirele 6timo complexo
excede o do sistemna mais simples subétimo. A ndo ser gue o sistema de controle
Stimo possa ser justificado, ndo constriiiremos sistemas de controle Stimo extre-
maente complicados. _ ) )

Uma vez que a limitagio de desempenho fundamental € determinada usando-
s¢ a teotia de controle dtimo. devemos fazer esforgos para projetar um sistema
sirnples que estd perto do étimo. Mantendo isto em mente, construimos um proté-
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- tipo do sistema fisico, 0 testamos ¢ modificamos até gue seja obtido um sistema
-satisfaidrio, quie tem caracteristicas de desempenho perto das do sistema de con-
- trole 0timo obtido usando-se a teoria de controle Gtimo.

“6time. -Come 34 dissemos, o problema de controle étimo, dado qualquer estado
- inicial x(t,), € o de determinar um vetor de cortrole admissivel u{f} que transfere o

deésempenho ¢é manimizado, .

além das capacidades fisicas do sistema.

vez que servem para informar ac projetista sé um dado indice de desempe-

istema de qualquer estado inicial x(r,) para qualquer outro estade em um

finito de tempo.
eterminar este estado a partir da observacio da saida duraate um inter-
mpoe finito, - :

Kali ‘Eles tém papel importante no controle 6timo de sistemas & ultivaridveis.

én e uma solugio completa para o problema de controle Gtimo.

ntrole dtimo e adaptativo mais importantes. A Secho 16.2 apresenta as condigdes

“dade completa. A Seclio' 16.4 discute o controle de tempo Stimo de sistemas de
iempo-discreto e de tempo continue. - o " : '
Os sistemas de controfe 6timo baseados em fndices de desempenho gquadritico

"sa(:}___aprésér_:t;adqs na Secdo 16.5. Agui € apresentado o métado de Liapunov. A
-Secho 16.6discute brevemente sistemas de controle de referéncia-modelo, As duas

“estado para a regifo desejada do espago de estados e para o qual o indice de

Pefgunkas relativas 4 existéncia da éelhgﬁo dos problemas de controie

.- E-importante mencionar gue, em alguns casos, ama combinagic partictiar de-
“processo, estado desejado, indice de desempenho, e resiricdes pode tornar um
_controle dtimo impossivel. Isto se relaciona com o desejode obter um desempenho

=

erguntas relativas & existéncia de um sistema de controe Stimo sdo importan:
u:1do realista para tm dado sistema e conjunto de restrigdes. Duas das -

.mais importantes s3o as de controfabilidade ¢ observabilidade. Em. .
xplicaremos brevemente ¢ que significa controlabilidade ¢ observabili-

trolabilidide e observabilidade. - Um sistema & dito contrélgiygi-_ngjnsian_ge':_ U
possivel, usando-se um vetor de controle arbitrério {sem restrigdes), transfe-~

tema<€ dito observivel no instante 1, 5e, coth o sistema no estado x(te), €

Os conceitos de controlabilidade ¢ observabilidade foram in: ‘oduzidos por .
D gtb_,fm condigoes de controlabilidade e observabilidade podem definir a exis- )
Restimo do eapitulo, Este capitulo encaminha o feitor a alguns dos sistemas de

-para controlabilidade completa e a Seclio 16.3 nos d4 as condigSes para observabiii-

‘Segoes fifais, Secdes 16.7 e 16.8, apresentam discussoes introdutérias sobre siste-

‘mas de controle adaptativos, Tais sistemas medem continuamenie o desempenho
‘do sistemna ¢ ajustam seus pardmetros para manter um desempenho qitase-Gtmo.

isiderado ndo € controldvel. Embora a majoria dos sistemas fisicos sejam cofiffo-

1aveis ¢ observdveis, os correspondentes modelos matematicos podem ndo tera -
propriedade de controlabilidade ¢ observabilidade, Entdo é necessitio saber as -

condigdes em que um sistema é controlivel € observivel.
dg'tjivaremos as condi¢des para a controlabilidade compietz de estado. Iniciaremos
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A solugfio para-urh problema de controle ¢fimo pode nao existir se o sistema

£ Nesta sego, primeiro definiremos a independéncia linear de vetores ¢ entio

R N I

nossa discussdo com sistemas de tempo discreto uma vez gue sio mais simples de
serem analisados que os de tempo continuo. Entao derivaremos as condigdes para
controlabilidade completa de estado para sistemas de tempo continno. Finalmente,
discutiremos a controlabilidade completa de saida. R AR

Independéncia linear de vetores. Os VELOTES %y, Kpy. s x,,sﬁodltoshneannentz
independentes se- . : S

L

C;ixi - C;xz "'I"' S —+ CuXy == ]

onde ¢y, Cy,..., C; SBO CONsiantes, impiica

Cimcg.m. "’.ﬂ.camo

“pér 'o#'trb 1ado 05 veiérés 'x-l','- x,,..'., %, 580 ditos 'iineam_:emei de_pendentes s¢ ¢
. somerite se X, podem ser representados como uma combinagfo linear de x; (f =
1, 2, Aij#E Doou : - )

% 'm';’; ex;
i : L A

conjusite de constantes ¢, Isto significa que sex; pode ser expresso

como uma-combinacio linear dos outros vetores do cofijunto, ele € Einear_manie

B dependente deles ou n&o ¢ um membro independente do conjunto.

- " Exemplo 16.1 Os vetores

2
ad 0 L 3]
- 555_ ﬁﬂc_afm'¢n§e dependentes uma vez que .
.:.._.'.xx._'".i.;ix'; Xy =@ -
. _Os'._'fre:to:'rés__' - S
i 27
L] ¥y, = 0 2 ._ ¥ = 2

[
B

o lincarmente independenites uma vez que _
RS AN
imphica .

clmc;#c;#()
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Note gue se uma taatriz n X # & eio-singular (isto &, 2 matriz tem caracteristica s ou o
determinante € 1do nuldb), entio n Eolunas (ou linhasi sdo lingarmenie independentes. Se a
matrizn X n é singular (isto 6. a caracteristica da mairiz & theboi do gue n ou o Geterminante €
zero). entiio » colunas (ou finhas} sBo linearmente dependentes. Para demonstrar isto. note
que

1 1 27 _
% [ %z ®sl=={2 0 2= singular
L3 I 4.
: S _
Iriiyalys] = 0 2] == ndo singuar N
3 1 2]

Controlabilidade compieia de estado de sistemas de tempo discrete. Considereo
sistema de tempo discreto descrilc por

x((k + DT = Gx(kT) — Hu(kT) . _ (16.2)
onde _
kT = vetor de estado (vetor n».dimenséona]}
u{kT} = sinal de controie - :
G = matriza x #

H = matriza x 1}
T = periodo de amostragem

Note gue u(kT) ¢ constante para kT < ¢ < ¢k ~ 1)T. Sem perda de generalidade.

podernos supor que ¢ estado inicial é arbitrario e que o estado final € a origem do |

espago de estados.

O sisterna de tempo discreto dado peia Eq. (16.2) € de estado controldvel se

existe um sinal de controle constante por trechos u(k¥) definido sobre um intervaio
finito de amostragem 0 = &T < a7 tal que, comegando de gualquer estado inicial. o
estado x(kT) pode ser feito nule parakT = #T. Se todo estado é controlavel, entdo o.
sistema ¢ dito de estado completamente controlavel. : :

Derivaremos a condicho para a controlabilidade completa de estado usando o
fato de que. se um sistema é de estado completamente controldvel, entdo existe um
sinal de controle continuo por trechos que transferird qualquer estado imicial para &
origem em um ndmero finito de periedos de amostragem.

A solucao da Eq. (6.2} ¢

X(T) = Gx(0) + & G- HUGT)

Se o sistema ¢ controlavel, entdio, partindo de um x{0} arbitririo, podemos fevar o
estado para a origem, ou x(kT) = § para k = n pela aplicagio de algumu(G), (D),
uf(n — 1T). Portanto, :

G*x(0) + ;;: G-~ Hu(jT) = 0
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Ol :
x({}) - _____:;E: G—{}* 1}%”?“) .
= — [G~THu(0) + G-THu(T) + - -+ -+ G*Hu((n — )T} _' (16.3)

Comeo G ¢ uma matnizn X n nao-singular ¢ H uma matrizn X 1, claramente G™H,
G H,..., G"H sio matrizes 7 X | ou vetores-coluna. Vamos defimir

23] Bz ™

TR 2T N &y
G1H == s GHH = , ceey G*H =

-3 o [ : ' a

Entdo a Eq. (16.3) pede ser'reesﬁ:ﬁta como as seguintes n eguagdes algébricas
simultaneas: : . .

3,0) = —a;,u0) — @ uT) — -+ = agil(n — DT).

740) = —au(0) — 8y lT) — - - — apf(n — DT
X0 = —a,u(0) ayT) — -_'f__ﬁ'iw_émé«n -nry

. Se estas equagbes devem fornecer uma solugho para gualquer conjunto de vaiores

*x {0, X400, ..., 2(0), entioimporemos que amatrizn X n{ag sejanado-singdar. (Em
. caso contrario a solugdo pode ndo existir.} A condigdo de que a matriz z X n{dy
. seja nAo-singular implica gue cada coluna da matriz {z;) € linearmente indepen-

. dente, ou a manz (ag tem caracterisiican. S e
ST Da andlise anterior, podemos enunciar as condigles para a coniffolabiidade
completa de estado do sistema da Eq. (16.2) como segue: O sistema ¢ de estado

“linearmente independentes ou a matriza X n

CUIGTH{GHY - | GH]

. _completaniente controldvel s¢ ¢ apenas se os vetores G'H, G7H,..., GH sdo

“tem caractetistica n. Como G é nio-singular, esta condicdo pode ser formulada

. como @ caracteristica da matriz

{H} G___tﬂ R iG«—'{n—l}i{}

- én. Bstacondigio também pode ser formulada com a caracteristica da matriz

[H{GH| - |G'H]
sendo n. . o ‘
Note que se o sistema da Eq. (16.2) é de estado completamente controlavel.
entiio podemos transferir guaiquer estado inicial para 2 origem no maximo em #

periodos de amostragem. (Lembrar que isto éverdadeseeapenassea magnitugle de
. utkT) € pdo-limitada. Se a magnitude de u(kT) ¢ limitada, o contreie para a Ongein
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- pode tomar mais do que » perfodos de amostragem.}
. Seosistema é descrito por o

X(k + DT) = Gx(kT) -+ Hu(kT)

controjabilidade completa de estado ¢ que a seguinte matriz n * nr

. IGTH{GHH| . [ GoH)

matyiz -

HiG-H] . GovHy
sern, (m a cardcteristica da matriz:

sistemia de tempo continuo.

vetor de estado {vetor de dimensio n}y o
;= sinal de controle T
A= matrizan X n
= matrizn x | .

jualguer
ontroldvel, éntdo o sistema € dito de estado completamente controtavel,
.. -Detivaremos agora a condicio para controlabilidade completa de estado. Sem

“estados.e que o tempo inicial € zero, on to= Q;
A solugdo da Eq. (16.4) ¢ : '

O = 0 + [f eMoBuryds
témos o
S X(t,) = § = e&:x({}) + j: erIBulr) ‘fr_ .
O = —[erBuyde {16.5)
856 '

onide u(kT) é um vetor de dimensio r, entio pode-se provar que a condigio para

- ‘tem caracteristica n. Esta condigio & a mesma que acondigio de a caracteristicada

Controlabilidade completa de estado de sistema de fempo centi_liﬁo. Cdns?dé?g: o

SAX By 0T 64y

tetha descrito pela Eq, (16.4)  dito de estado controlavel er 1 = fo5¢é possivel
-um sinal de controle nao-limitado que transferird um estado inicial para
estado final em um ftervalo de tempo finito Lot = 1y, Se todo estado é . -

rda de generalidade, podemos supor que o ¢stado final € a origem 'do-.es_pago de

Aplicando a defini¢io de controlabilidade compietade estado que gcé’bambs dedar,

Note que e™ pode ser escrita como
49

T

L L _:il-‘-{ .. . .
CeTERMOA |
Substituindo a Eq. (16.6) na Eq. (16.5). temos .
Coi ) ey - '
xX(0) = —3 A*B J-; e ftu(tydr
o Rl . L
- Vamosfuzer

Laduede=pg

aEq. (Iﬁ?)setorna SR

Se osistéma ¢ de estado completamente controlivel, entio, dado quilguer estado
micial x(0, a Eq.¢ -_1'6.;8_}.(1&% sersatisfeita, [storequerquea caracteristicada Mmatriz’

: -é’ogieﬁms' formiutar a condigio para c‘oni_iél'ab'ilidéde'-cblhbie_igi' L
egue: O sistema dado pela Fq. (16.4) é de estado completamente
mente s¢ 0s vetores B, AB, :... A™B sbo li nearmente indepen. "

tem caracteristica i

I3 ... Oresultado que acabamos de obter pode serestendido para o caso onde o vetor -
o de controle w ér-diménsional. Se o sistema 6 descrito por - - e

onde u ¢ um vetor r-dimensionial, entio pode-se provar que a condi¢io para -
controtabilidade completa de estado é que a seguinte matriz n X nr T

[BiAB|:..|A"B]




_deve ter caracteristican, ou que ¢la contém n vetores-coluna linearmente indepen.
dentes. .

‘Exemplo 16.2 Considere o sistema dado por o

R

AB'.. [1: P inglar
1AB) = 0 o)~ e

o sistema nio € de estado compietamente controlavel.

; E;_e:mplq 16.3 Considere o sistem;i'dadc por
CUrET L nrx,] ) i‘{)} "
L . H oo s

'Para este caso, L : -
: S 0. 1

miab - [0 ok g

O sisterna € portanto de estado completamente controlivef, . -

Forma alternativa da condicio para controlabilidade completa d¢ estado. Con-

sidere o sistema definido por

onde _
" %= vetor de estado (vetor n-dimensional). .
u = vetor de controlé (vetor r-diménsional) o
Ammatriz,ux:;. _ A
S Bmmamizaxy 0l

Seos A s
fo talque -

Hovalores de‘A s80 distintos, entao é possivel achar ima matriz detrans-

 Definindo

- podemos reescrever a Eq. (16.11) como ": -

o mm A S R S
- _:-.5__2_ = Ay%; -+ fa1%, “_f’._fz_z'”z' + e +f2rur N .

*Se.os z

" correspondente varidvel de estado ndo pode. ser controlada por nenkum dos u;.
. Portanto,’ . idad; a de est ; eto-
. res'de A sao distintos, entio o sistema ¢ de estado completamente controlavel se ¢

Note que se 0s autovalores de A sio distintos, entio os autovetores de A também o
520,7 entretanto, 2 inversa € verdadeira. Por exempio, uma: matriz real simétrica -
n X n com autovalores miltipios tem n autovetores distintos. Note também que
cada cotuna da matriz B é um autovetor de A associado com A, (=1, 2, ... ;b
Vamos definir . : : L T

x=Pz o ey

 Substituindo & Eq. (16,10) na Eq. (16,9}, obtemos

2 =P-IAPz 4 P-'Bu

PB=F=(f) -

mj'nzn . ""‘ f:eluz “}” fnz“z “?"

W EETTF

elementos dé qualquer linka da matriz n % 7 F sio todos nuios, entio a.

condigao de controlabilidade completa de estado & quese 0s autovetos

o ‘@penas:se ‘nenhuma litha de P'B tem elementos todos nulos. £ importante notar
© que’para aplicar esta condicio para controlabilidade completa de estado, devemos .

- colocar a matriz P~*AP na Eq. (16.11) na forma disgoay. -

- .S¢ amatriz A na Eq, (16.9) nio tem autovetores distintos, €ntdo a diagonaliza-

sy .

" gao & Tpossivel. Em tal caso. podemos transformar A na forma candnica de
- . dordan. Se, por exemplo, A tem autovalores iy, Xy, Ay Ay, Ay, Ao, Ap @ temn — 3

o -autovetores distintos, entdo a forma candhica de Jordan de A € o

o -

E N R

IN.T.: Para maior clareza, onde se ler autovetores distintos de A, deve-se entender que A tem o
#ttoveiores {nio generalizados) linearmente independentes, - o i
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As submatrizes 3 x 3¢ 2 x 2 na diagonal pnnc:pa} séo chamadas de blocos de
Jordan _

Suponha qug podemos achar uma matnz de zransformag.aa 8 tai que

ue correspondem a atztovaiores dxsnnios hao sao mdos nulas

e_g'iﬁmés' sisiemés' éﬁé e esiado _completaﬁzcnte 'cozztrg'}lév.ci:' -

O Txy 29 o
z}; 5"‘"[ jb
SRR R ¢ Z“xi" f‘ﬁ
Coowallal Bl
R TR A B S o
i Lo HP Mt -
BT i : iy ’
S Zf 'x4 o0

ERHREAT
10 .x; 4 2

~1 Ollx {40 0 {“‘}
0 ~2lix,! 13 ol™

e

{16 13}_';-;_:

contro!abxhdade complma de estado do smema da Eq. (IG 9 p&de_ E

como seguer O sistema ¢ de-estado completamente controldvel se ¢ -
a0 hd dois blocos de Jordan em J da Eq. (16.13) associados cons 0s
ores. (2) 0s elementos da qualquer tinhade §7'8 que- correspondem[ L
cada bloco de Jordan nio sio todos nuios, e (3} o5 elementos de

-

VR L -

" coptrojabiidade compileta de estado pode ser fs;armulada em termos de funcées'de
. u‘ansferencm ou mairizes. de transferéacia.. '

- mdo € que iao haja cancelamento na fun¢ao de transferéncia ou matriz de transfe-

“modo canx a&_o.__ S

) -2 1 6 O Fx, 4

% 0 -2 1 X 20
CoE|= 00 2 B EIRNIC R
N TUES T s s
xJ o o) st- ol

Condlgae pa.m cnntmiabihdade compieta de estade ng piam 5 A combgaﬂ para

e ettt e

“Uma cond:g:ao necessaria e suﬁczente para coutrolahlhdade campleta

€

réncia. Se bouver canceiamemo o s:stemd 1nao pnde ser contro!ado ni dlre‘;ao do.

Exemplo: !6 5. Consadere a segumte fﬁng:ao de zransferenc:ia

onde

X = Vetor dé estado (vetor n-dimensional} - .
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" = vetor de controle (vetor r-dimensional)
¥ = vetor de gaida (vetor m-dimensional)
A= matrizn x n

B = matriza x r

C = matrizm x n

D= matrizm x r

O sistema descrito pelas Eqgs. (16.14) e {16.15) ¢ dito de saida completamente
controlavel se é possivel construir um vetor de controle nio-limitado a} gue
transterird qualguer saida inicial y(¢,} para gualquer saida ¥t} em um intervaio de
tempo finito f,= 1 < ¢,. _
Pode-se provar que a condigéo para controlabilidade completa de saida é como

segue: O sistema descrito pelas Eqgs. (16.14) ¢ (16.15) _ei__(_i_g_s};_s_gga_g_(_}wz_n}_a_l_gmeme _

controlavel -sg'i; apenas Se a mamz mx (n+ 1y
{CB{CAB|CA*B|--- | CA*'B| D]
tem caracteristica igual a m. '

-16.3 OBSERVABILIDADE .

Nesta secdo discutimos 2 observabitidade de sistemas lineares. Considere ¢
sistema ndo excitado descrito pelas seguintes equagdes:

% = Ax (16.16} -

¥y =Cx o o 1617
" onde - ’ ' ' '

x = vetor de estado (vetor n-dimensional)
¥ = vetor de saida {vetor m-dimensional)
A = matrizn X #
C=matrizm X n

O sistema ¢ dito ser completamente observive! se todo estado inicial x(0) pode ser

determinado a partir da observagio de y(r) durante um intervalo de tempo finito. .

sistema portanto é completamente observivel se toda transicio do estado afeia

cada elemento do vetor de saida. O conceito de observabilidade é Gtil parza resolver .

o problema de reconstruir varidveis de estado nio mensuraveis a partir das mensu.
rdveis no minimo espago de tempe pessivel. (Note que, na pritica, a dificuldade

encontrada com sistemas de controle 6timo é que aigumas das varidveis de estado

n3o s3o acessiveis para medigio direta. Entio & necessdrio estimar as varidveis de
estado ndo mensurdveis para construir os sinais de wantrofe 8iimo.)

A razio pela qual consideramos o sistema nio excitado & a seguinte: Se o
sistema é descrito por

i == AX - Bu
. v = Cx
entio

862

X(1) = eMx(0) -+ || ere-"Bu(r) dr

e yi(r) é .
$(£) = Cerx(0) - C [ eA=Bu(r) dr

Como as matrizes A, B ¢ C'sdo conhecidas e u(z} também € conhecida, o termo em
integral po lado direito desta dltima equaclo ¢ uma grandeza conhecida. Portanto.
efa pode ser subtraida do valor observado de ¥ir). Portanto, para investigar uma
condi¢io necessaria e suficiente para observabilidade compieta, é suficiente consi-
derar o sistema descrito pelas Eqgs. (16.16) e {16.17).

Observabilidade completa de sistemas de ternpo discreto. Considere o sistema
descrito por .

kDD =G0y (16.18)
YeD =oxkry (16.19)
onde | : '

*kT) = vetor de estado (vetor n-dimensional)
¥&T) = vetor de saida (vetor m-dimensional}
G = matrizn x » o
C = matrizm xn
T = perfodo de amostragem

Este sistemua & completamente obser'v.zivéi se. dadaa saida y(kT) para periodos de
amostragem finitos. € possive! determinar o vetor de estado inicial x(0).
A seguir, derivaremos a condicio para observabilidade compietado sistezx}a de
tempo discreto-descrito pelas Eqgs. (16.18) e (16. 19). Como & solugiio x(ET; é
X(KT) = Gix(0) '
obtezﬁés

YkT) = CG*x(0)

A observabilidade completa significa que, dados y(0), .., YINT). podemos:

determinar¥(0}, x(0},...,x,(®). Para determinarn icdgnitas, necessitamos apenas
de n valores de y(kT). Portanto, N = n ~ |. Para um sistema completamente
observdvel, dado . :

¥(0) = Cx(0)
¥T) = CGx(0)

¥{(n — DT) = CG*1x(0)

-devemos poder determinar x,(0}, x50}, ..., x,{0). Observando gue y é um vetor de

dimensao m, as n equagdes simultineas anteriores fornecem nm equagdes, todas



“envolvendo x,{0). x£0). ..., x,(0). Para obter um coniunic upico de solugdes x {0,
- xf0). .. x,{0 destas nm equagdes. deveMos ser capazes de obter exatamente n
. equagdes linearmente independentes entre elas. Iste requer gue a matriz nm X n

tenha caracterfsnca s

. Notando que a caracteristica de uma matriz e aquela da zransposta conjugada .
_ da Hitriz sio iguats, podemos formular a condigho para observabilidade compieta
- como segue: O sisterna descrito pelas Eqgs. (16.18) e (16. I9) ¢ completamente

observivel S€ € apenas Se a Matriz # X mm

[C*1GHC* | - |G- 1CY]

. tem caz‘aétéristica #, ou tem n vetores-coluna iineamcme independentes.

- Observabi]:dade compieta de sisternas de tempe continno, Ccmsuiere o'sistema
~deserito pelas Eqgs.(16.16) e (16.17), reescritas como

O vétér"dé safda y(1) é

. Y(f} = CeA'x(0)
'ZObsewande que -

=S a0 |
'obtemos
(f) = E a,,(r)CA”x({})

| 'on_'_
v = aa(r>6£(0) + &, (YCAX(O) + - + &, ,((YCA™-1x(0) (1620

Se o sistema é campietamentc observédvel, entio, dada uma saida y(5) durante um
intervalode tempo 0= 1 < ¢,, X(0) 6 unicamente determinado a partir da Eq. (16.20).
Pode-se mostrar que isto requer gue a caracteristica da matriz mm X n
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Este sistema é controlavel e observével?

. édois, 0 s;stema £ de estado comp]etameme controiavei

se_;a n.
Desta anallse podemos formular a condlg:ae para observabtitdade completa
como segue: O sistema descrito pelas Egs. (16.16) e (16.17) é cample:amente
observivel se ¢ apenas se a matriz # x nm
{C# i A*C# - E(A*)n‘»iC#}

tem: caraz:tensﬂca A, U tem n vetores- coiana Zmearmertte mdependentes
Exemplo 16.6 Considere o sistema descrito por
N R I SR T S
-0 ] e
X3 *""'2 -] Xa i C
y= ]
X3 4

‘Como a caracteristica da matriz

9 - I3

L)

 miAB =]

Para controlabilidade de salci.a vamos achara caracter:stacé da maznz {CB;CAB} Como

{CB CAB] = [{3 l}

a caraczensuca desta.matriz é nm, Portanto o mstema éde salda campletameme controlé
Para testara wndz;ao de observabilidade, examinea cara:ctensuca de [C :A' '] Como

Cewas ]

3 caractenstlca de [CHA’ C 1€ dms Portante o s:stema € comp!etamente observﬁvei

para observabilidade completa no planes. As candigaes para obser~

: Condigies
vablhdade completa podem tammbém ser formuladas em termos de fungdes de
- transferéncia ou matrizes de transferéncia. A condigio necessdria e suficientez para

observabilidade compileta é que ndo haja cancelamento na funcio de transferéncia
ou matriz de transferéncia. Se houver cancelamento, o modo cancelado nao pode
ser observado na saida. :
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Exemplo 16.7 Mostre que o sisterny seguinte néo é completamente observavel:

£ = Ax -+ Bu
y=Cx -
c;mde ) R
7 'i-g...il'_o S ;
x =] x, Awi-_o-e 1, B=|0
X3 b =l —6] )
C=f4 5 11

Note que a fungdo de controle # nio afeta a observabilidade comﬁleté do'sistema. Para-
examinar a observabilidade completa, podemos simplesmente fazer u = 0. Para este sistema,

temas .
[CHAC HAYC =[5 -1 5 J I
' 1 -1 =1}
Note que _
4 =6 6! _
5 =7 sg'm'c_- '
‘1 b —1}

Portanto a caracteristica da mattiz EC'iA’C"E {A'C] é menor do que trés. Desta forma, o

sistema BAo € completamente observavel. .

De fate. neste sistema. ocorre cancelamento na fungdo de transferénciz do sistema, A

fungdo de transferéncia enre X fs) e U 51 €

X,) S PR
s _(3«}1){.9«_3—2)(3+3)__' N

¢ a fungio de transferéncis emré Yisi e X dsj e )

Y6
m—(s+i)(3+4}

Portanto a fungio de'zréasferéncia entre 2 saida j’{s} ¢ 4 entrada Uls) é

Yio, G4+ 1¥s+ 4 _
ﬁ{“ﬁ‘(sﬂ)(s RN TT N  I

Claramente, os dois fatores {5 + 1) se cancelam Isto significa que ki estados iniciais x(0) que .

ndc podem ser deterndnados a partir de medicdes de (i),

Relaghes entre controlabilidade, observabilidade e fungdes de transferéncia. A

funcdo de transferéncia ndo tem cancelamento se ¢ apenas se o sistema é de estado
compietamente controkdvel ¢ completamente observdvel. Isto significa que a fun-
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- consiste e
- consiste'em todos os elementos niilos, entdo s varidvel deestado z {Qndo aparecerd

¢ao de transferéncia cancefada nio contém toda a informagao que caracteriza o
sistema dindmico. o

. Forma alternativa da condigio de observabilidade cmnpieta Coﬁsidére 0 sis-

' tema descrito pelas Eqs. (16.16) ¢ (16.17), reescritas como

k=Ax LT asay
Suponha qtz'e amatriz de transformagao _P' zrah'sformé A .péra 2 matriz d.iagon'.ai_;' bﬁ

T PUAP =D

onde D ¢ uma matriz diagonal. Vamos definir

x=Pr. .. o
Enm‘g as Bqs. (16.21) e {16.2.2).pode.m ser eécrités como
2=P-APz =Dy o
y=CPz
Portanto, o

Y0 = CPeva)

. ou ] _ _ _
R o ez, (0)
: y(z)m 20y = CP|
! ef . e

- Osistemaé completamente observivel se nenhuma das colunas da matrizm x n CP

i elementos todos nuios. Isto acontece porque, se  i-ésima coliina de CP

na e:vl:iuJag:a‘mi-_t;ie':jsafo::l::L e.portanto nio pode ser determinada a partir da observagiode

i (7 i ﬁs's'i_m;{xtt}),“que estd relacionado com 2(9) através da matriz nio-singular P, -

nao pode ser determinada. (Lembrar que este teste se aplica apenas s¢ a mairiz -
P*AP estd na forma diagonal) T
© Seamatriz A ndo pode ser transformada na forma diagonal, entdo, usando uma

- matriz de transformagio adequada S, podemos transformar A para a forma cané-
o maca de Jordan, on IS

STAS =3

onde J estd na forma candnica de Jordan.
Vamos definir



#1 121 0! 0

H1 10 2 11

Ao l=100 21 -
2] LTTTTTVIETTY

] 1o }. 0 -3

: Prinupw da duahdade D:scutzreznos agora & reiaga et
observabthdade Intmduziremos o principio da dualig

© . esclarecer.as analeglas aparemes entre conirolabilid:
R Censuiere 0.siste

mplesameme observavel se: {l) nio ha éms blocos de Jordan SR
m os, mesmas autovalores, {2} nio ha colunas de €8 que corigspon- . -

"""""""""""""""""""""""" dan contendo elementos todos nulos, e (35, .. .
nas-ﬁe CS que correspondem 2 autovalores distintos com efementos R

recer a condlgao (2 amma, no Exemplo 16 8 enqtzadramcs com:
as as colunas de C8 que com:spondem a pnmelra ilnha de cada _

. sz ‘L .- R :
x o 5 .
x‘ . [ y,} 30 oq[
N . L4 0 0J :
. 0 *1 " . ES : estado (vetor n-dimensionial)
X . . de controle {(vetor m- dlmenszonal}_
E i Pt de saida (vetor r-dimens:onaZ}
X3 b HES . . :
: L}’;.} 1 1
_".-._o_-'-_s__ Xs oo .
i:“
N o 1: Uma Condicio necessiria e suf ciente para conzrolabahdad compi :ta-d 3
2 g o Co o : _ : eszadoequeacamctensﬁca da matnzn xnr oo : D
Xy X4 i . _ . ) B
021 ]xz_- o
) . S (B1AB - {A=1B] e
| o | | 869




seian.
2. Uma condicio necessdria e suficiente para observabilidade completa &
que a caracteristica da matriz n X am

[CEIARCH] - - [AYy 07

sejan. .

Para o sistema §,0 o S
I. Uma condigio necessdinia'e suficiente para controiabilidade compieta de
estado & que a caracteristica da matriz # X nm

{C* EA*C* i N i (A*}H»!C#}

seja n:

2. Uma condigao necessaria e suficiente para observabilidade compieta é

que 2 caracterisfica da matriz n X nr
[B{ABj .. |A*B]

sgja n. : : : .
Comparando estas condigdes, fica aparente gue este principio ¢ verdadeiro. Este

principio, naturaimente, se aplica iguaimente para sistemas de tempo discreto. .

Usando este principio, a observabilidade de um dado sistema pode ser testada
verificando-se a controlabilidade de estado de seu dual.

16.4 SISTEMAS DE CONTROLE DE TEMPO OTIMO

Nesta secio. consideraremos primeiro o controle de tempo 6timo de sistemas de. .. .
tempo discreto e, em seguida, o controle de tempo 6timo de sistemas de tempo-

continuo.

Controle de tempo dtizne de sistemas de tempo discreto. Se o sistemade ordemn .

¢ de tempo discreto, entic um estado inicial arbitrdric pode ser levado a um estado

desefado no mdximo em »n periodos de amostragem se o sistema & de eswado

completamente contrelavel ¢ a norma do vetor de controle é nio-limitada.
Considere o seguinte sistema de tempo discreto:

X((k + DT) = GIXKT) + HOKT), ek < oo
onde ' ' '

x = vetor de estado (vetor n-dimensional)
0 = vetor de controle (vetor r-dimensional)
GIT) = matriz constante p X n
H(T} = matriz constante n X r

(Note gue o perfodo de améStragem Téuma mﬁst&nie ) Se este sisterna € de estado

completamente controldvel, entdo podemos transferir um estado inicial arbitririo
x(0) para a OTigem ern it PAssos, On .

X(nT) = GO + 3 G DI WET) = 0
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O vetor de controle desejado wkT} pode ser determinado resolvendo-se as
seguintes a equacdes matyiciais simultineas: :

X(T} = G(T)x(0) + H(Tu(0)
X(2T) = G(T)x(T) + H(Tm(T) A
x(nT) = G(T)x{(n — DT) + ?1(’1')&((&' —Dn=0
Para ser uma solagio pratica, o vetor de controie wik TJ. dcv'%: sef d.e'tem.ﬁ‘.nadﬂ com{) ..

uma funcio do vetor de estado x(i7T). o _ T
Note que uma vez que supus mos a norma de wk7) ndo-limitada, podemos

" obter ¢ tempo de resposia menor fazendo o lempo de amostragem mais curto. Mote

também que se o sinal de controle ¢ limitado, entio o nimero de periodos dé

amostragem necessario para transferir o estado inicial arbitrdrio para a origem

pode aumentar. ) . ) o A PR
lustraremos a detérminacdo do w7 requeride usando am exemplo. - °

Exemplo 16.9 Considere o seguinte sistema de tempo discreio:

GV RS W R TN 7% ) B P e A B
E_xz({k+i}?”)j l{}'. g*"__’}txz(k.T)J ?[ Iw_e""_ J{u(kT)] (1623

Noze gue esta € a versio discreta do sistema de tempo continuo descrite pod

Gl=lo SR+ 0w
Vamos reescrever a Eq. (16.23) como . ._ .
(K + D) = GIIRT) + HEWET)
Supomos gue #f4T) é ndo-Hmitada, ou .
o s kT o0 - e '

Naituraimente, este sistema € de estado completamente controlivel. Resolveremas o pro-
‘blensa de transferir um estado inicial arbitrério para a origem usando um sinai de controle
constante por trechos. o

Como o sistema dado ¢ de segunda-ordem, necessitamos no méxime de dois periodos de
amostragem para transferir gualquer estado inicial x(0) pars a origem. Observando que

X(T) = D0 + KOO
¥Q2T) = 0 = G(Nx(T) + HI(TY _
= GHTX(O) + GTH(TI(O) + H(THu(T) (16.24)

obtemos

X(0) = ~G-{TIHTUO) ~ G- TIHDI(T) o “6‘25}-.:_




s_gbsﬁwindo a Bg. (16.25) na Fq. (16.24), obtemos

Obsewando qne ) S
S I
a%nnayw{ E 8F9 v =10
L 1—-e“’” AL T :
e ~T+Tmn [T e — Ty
_*%TH ? o [T
) (T) !. lme"' l er—er |
oy das Eqs {1625}3{1626}

1 erﬂ]!u(s)z. [T%e. I

1. er i T

[ N I mT—»e‘"+e”] u({}) u(T)‘g
Pk e e jf_u(?'} o J-_ :

i’wT + e’" -1 me e’” -+ e” -t ’“x,((}) xl(T)}
Lol . «»e’“”*ref _J sz(O) xfT). (16.29)

1t termos de x(0} apenas ou w77 apenas.

()7 1158 —1,4 (). x()]
J“’ 058 é,z;_JF .

“"_'1;59#@ ~ 124500 "_(f?;?%:o_; b

Con esta lei de mnamie, quaiquer estade 1mcmi x{G} pode ser zmnsfendo para 2 ongem &m 2 -

segundns A Fig. 16,1 & o diagrama de blocos do sistema de control
_ e Gtimno,
- Vamos agora determinar os estados iniciais 2 partir dos quais podemos transfenr o

sistema para-a origem em um pert, =
0695 Base i periodo de amostragem Para tai, fazemos ¥7T} = € na Eq.

- XT) = GO + HIu®) = 0
§72,

3"_"_x(:r)_;»~c~fmn(r)um R (1.6‘26)..__

Jurn s,

- [T erer + i]MT)} | (2628} o

'6'29) deﬁae a sequencm de contro!e étimo u(a) e ::{T) Noze qxze u{T} pode: ser -

us!rar & solugan u(kT) en: termos de Xk7), Vamos szzpor q:ze Té :guai a 1 segundo :

x5(0) x;_(l)_,f__ L 630

. segundo; isto pode ser feito escothendo-se 7 = 0,25 segundo Entretanto; isto aumen
. amphwde do smal de contmle : . - DY

oo o (R e
SR |

8

:®'&(k}

e 0532 e

) AtFASO L
Jfunitdrio . .

ser transfendo para 2 offgem em um penodo de a.mostragcm a :
Alternativamente: impomos que o estado imdcial se;a transt'end’o para ;
perfodos de amoStragem, on 2 segundos. P o

Finalmente, note que se.queremos reduzr o ‘tempo de’ resposta para 1o maxim

Cnntrelg de tempo timo de sistemas de tempe contmuo corni sinais de contm]e -
limitados. {sando argumentos plausiveis e experimentacio, acreditava-se no pas-
sado que seum Ststema, de controle esté sendo operado sob pou:nc:a !umtada. emao

'8’1’3



podia ser levado de um estado para oulro no mimimo tempo utilizando-se sempre
toda a poténcia disponivel. Esta hipétese ¢ o chamado principic “bangue-bangue””.
Embora muitos sistemas de controle de tempo 6timo com poténcia de controle
limitada sejam do tipo bangue-bangue, néo ¢ verdade que todos os sistemas Sac
‘deste tipo. {Por exemplo, se a fungio de transferéncia de um processo inclui zeros,

. pode-se mostrar gue a solucao estrita de bangue-bangue em que o sinal de controle

- thaveia entre valores CORStantes +uy e —u, ndo ¢ Gtime.)
' Considere um processo descrito por

T

Yray+ockapbay=b ey,

_ U(s)“”s“+als'"1+-~+a,._;s+a,,._
'onde a amplitude de » ¢ iimitada,' ou

Ty S U S_ Ug

Pode-se provar (Réferéncias B2e L4 qué.. para o controie de tempo 6timo do .
processo dado pela Eq. {16.32), a lei de controle € do tipo bangue-bangue; isto é, 0.
sinal de controle toma o valor maximo, cuje sinal € chaveade no méximon —~ 1 -

VEZes. |

disso, usaremos o fato ja provado de que o controle de tempo Stimo de sistemas

descritos pela Eq. (16.32) € do tipo bangue-bangue ¢ utilizaremos isto na solucio do - .

“problema especifico onde n = 2.

_ Para sistemas de segunda-ordem, a abordagem por plano de fase ¢ o mais’
‘conveniente para a determinacio da curva de chaveamento em gue o sinal do sinal. |

de controle deve ser modificado. Para sistemas de ordem superior, enfretanto, -
qualquer que seja a abordagem, é bastante dificil determinar as superficies de. .
chaveamento no espaco de estados #-dimensional, Na maioria dos casos; a cons-
truglio expiicita das superficies de chaveamento no espago de estados -

n-dimensional é praticamenie impossivel,

Exemplo 16,10 Considere o controle de tempo oitmo do processo descrito por 15t O

controlador Stimo é dotipo ban gue-bangue ou de maximo esforgo. istoé, o controlador age no
metor para fornecer o méximo torque positive para acelerar a carga ou o méximo torgie
Tiegative para desacelerar & carga, dependende de o erro ser positivo ou negative. Supondo
que o sistema esté sujeito apenas a mudancas nas condicdes inicials, determine a.cuiva de
chaveamento no plano de fase, B :

- Referindo-se & Fig, 16.2, vemos q0¢ a8 eqiiacio pars o sistema ¢

JE sy w £ T o : 633

Como o sistema estd sujeito apenas & mudancas nas condigdes iniciais, fazemos r = 0 para
1 > 0. Entio obtemos ¢ = ¢, ¢ 3 Eq. (#6.33; se torna

[
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Na andlise que se segue, limitaremos nossa discussio a processos descrtos
- pelas Eq. (16.32). Nio provaremos o principio do bangue-bangue aqui. Em vez -

Eementode | y=47 [ ¢
chaveamento dg — e
tempo Sfimo 5 . :

Fig, 16.2 Diagrama de blocos de um sisteina de controle de 16mpo Stime. '

Esta thima equagdo pode ser feescrita como .

Cde T
S =Ty
. da qual obtemos
. . .

L emTFrpedk o

' “onde Keumacommme Esta equacéo descreve duas familias de pardbolas no planc ¢ ~ £,
. dependendodew = Touw = -7, Lo C ' o

-~ Uma vez que colocamosy = T ol = w:_.T,"'a.pa_xébéta péﬁr&m!ar é detefeinada pefo valor

" de X, que depende das condicdes iniciais e(0) e 6(0). As iinicas pardbolas que ‘passam pafa
- -origem sio as pardbolas AOA e a partbold BOR' | vistas na Fip. 16.3. . - . :

Referindo-sed Fig, 16.3 vemos que, para alcangar 8 origem. umm ponto representativo do

- planc e—é deve ssguir 3 ijetoria AQ ou BO. Isto significa que, dado o, estado inicial

representado pelo pontoP na Fig. 16.4, devemos usar & = T 4té que o ponto representativo,
seguindo a trajeidria parabdlica, alcatica o, ponto @, onde o sinal de controle deve ser
chaveado parau < ~T. Entdo o ponto représentativo se move ao longo da trajetéria o, Isto
dard o menor tempo de resposta, ou 4 resposta de tempo $limo. o

" Para ver isto graficamente, refira-se 3 Fig. 16.3. Yamos comparar as duns trajetérias
PQO e PORSTUO. Norando que o tetnpo requeride para irde ponte @ a0 ponto € 6 o mesmo

. " para ir do ponto S ao pente 7, vemos que T

€7~ IDppo < (f,r.“'. fl‘)?ék.&‘ﬁ"ﬂb _—

Fig. 16.3 Diagrama de plano de fase mostrando
%~ trajetSrias passando através da origem.
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_ ~2

90 necessdrio para ir 4o’ pomo P ongem : o
Srma seméihante, comparando s duas trajeidrias POO ¢ PRSTOm Fig. 16. é, vemos

‘ Fig. 16. 5 Dlagrama dc plam: de fasc most;aﬁdo
zrajezénas Giimas e nao-otimas. -

ﬁg; i'étﬁ }C)ia'gr'am'a de plano de fase mostrando
rajelGrias Otimas e ndo-dtimas,

. Fig. 16.4° Diagrama de plano de fase
. mostrando trajetdrias de tempo otimo.

mais rempo para 3 lr do p(mw R ao pﬁnw T através éo mntc 5 do gue através da .

L ]

&
b

. entdo, tem seu sinal chaveado, e o ponto represemaavo segue atra}ewnam iangothpaniboia -

. .' ; :' E ;mponante abscrvar qne, mdependente do esi.ada melal 1mpmncs ndméxxma nm 'cha\rem
“ mento do- sigsl de controle. : . )
¥

.- elevada com' sinais de controle limitados. Cons;dere o scgumte szstema de oz‘dem .
elevada cong sznai de contwie hmatado o

ponto 3, porque a velocidade média é maior para tm;eaouaRQTda que para aua;ewnaRST
Portanto,

( ;- ‘)PQQ < (f,- - f;)mm'o

Portanto, s& 0 chaveamemo acorre em pomos outros que 0§ da pa.rabola AOB a mténa :

requer Bm tempo extra para se alcangar a ongenz € ndo pode ser de tempo dmo. .
De forma semethante, se o estadoificial é o ponto § na Fig. 16 4/ éutéca trajetonaéuma

é STO. Portanto, para a resposta de tempo 6timo, tm ponto representativo deve permanecer -

1ia sua pardbola inicial até que alcance 2 pardbola A O ou a pardbola BO. O sinal de controle;

AOouparébolaBOatéqueaengemeai o
Resuntindo, o controle de tempo dtimo do processo ctz_;a fungao d&transferenaa é dacfa -

“por LiJs® fol analisado. Deternminamos que a curva de chaveamento separa O plano é—é et -
- reg:oesR+ eR..,como visto na Fig. 16,4, onde R, € o conjunto de pontospara adireita e R. 66
©-conjufite de pontos para a esquerda da curvi de chaveamento 4GB, Uma formalizacdo da fei -
" de controle para sste problema pode ser dada como segue A }e: de controle de tempooumo
- 'am fnm:aodo estadae éada por

. y(t} " T' pe:a (;rl, Xg) na reg;aa R,, oi sobre ! curva de chaveamemo AO
pam (xl, Xz} da mgzao R ou. sobre @ clsva ds chaveamcnw BO

o ponio de. v:saa prataw, mmas 0 segmnte ) ’ -
Efeitos como afrite podem’ miodificar a curva de chaveamema, €. chaveamemos
D ca&ﬁs podem levar z uma trajetdnia que nAO e aproxima da origem do planode .
o esta razao, uina regido de operagio tinear pode ser provida nas vizinhangasda
origem. U sisteria como este: e frequenzememe chamado de um sastema de mmmle". :
de teinpo; otimt de modo dual. ' :
L% Para’ s:mplzfzcar o problema. de 1mpiementa§ao do ccmroiador otzmo, pademas
L apr(mmar a curva dé chdveamento parabélica por uma série de segmentes de reta. O

U sistema resultame na0E de iempo oumo, fas eszara pmo do otmw (Veja Pmblema
1:46.5.) RS E

~Algins. mwtaucs sebre o con{role de !empa étimo de sistemas de ordem’

X, 073
x, 01

+1° ]
x b



y=[l 0 . g

G probiema de controle de tempo étimo deste sistema é o de transferir ¢ estado a
partir de um certo porto do espago de estados para a origem (ou algum outro ponto
especificado) no tempo minino que € consistente com as dadas restricées. Como as

condi¢Oes inicials podem ser arbitrdrias, qualquer ponto no espago de estados pode -

ser um ponto inicial. Portanto. ¢ necessirio determinar 2 les de controle que
minimiza o tempo de resposta como uma fungfo das varidveis de estado. Isto
‘Tequer adeterminagio do lugar geométrico dos pontos no espago de estados em que
o sinal de controle deve ser chaveado para 2 diregio oposta. :

O uso de um método matricial fornecers a solugde do problema de chavea-

menic de ta_is sistemas de ordem elevada em termos gerais. Deve-se mencionar
que, na pratica, o problema real ndo € o de achar a solugao em forma matricial geral,

mas encontrar um método para resolver vdrias equagdes simultaneas envelven-
do termos transcendentais em um tempo razodavel. Quando se trabalha com sis- .

temas de ordem elevada, notamos que as computacdes envolvidas se tornam

bastante trabalhosas & medida gue o nimero de varidveis ou a ordem do sistema
aumenta. (O metodo matricial nfo oferece nenhum auxilio para resolver este

problema real.)

16.5 SISTEMAS DE CONTROLE OTIMO BASEADOS NOS INDICES

DE DESEMPENHO QUADRATICO

Nesia secéo copsideraremos o projeto de sistemas de controle 61imo basea-

dos nos indices de desempenho quadraticos. O sistema de controle gue vamos
considerar pode ser representado por

% == AX -+ Ba
onde .
¥ = vetor de estado {vetor real n'—dimensionaz;l
& = velor de controle {vetor real r-dimensional} .
A = matriz constanie n X n

B = matriz constante n X r
Ao projetar sistemas de controle, estamos muitas vezes interessados em
escolher o vetor de controle w#) de tal forma que um dado indice de desempenho é

minimizado. Pode:se provar que os indices de desemperho quadriticos onde os
timites de mtegracdo 30 0 ¢ =, tais como

J = J': L(x, w)dt

.{)nde‘;’,(x, u} ¢ uma funcao quadnitica de x e u. fornecerdo leis de controle Hneares,
isto é.
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w(t) = —Kx(t)
onde K € uma matriz r X #, ou
# kyy Ky oo _kl;E Xy
Hy kyy kys o0 kg X
:’fr Lkrl krz. e knl x»

Portanto, o projeto de sistemas de controle otimo baseados em tais indices de
desempenho gquadraticos se resume na determinagio dos elementos da matriz K.
A seguir, discutiremos inicialmente o probiema de otimizagao de pardmetros,
isto €, a determinagdo dos valores Otimos dos pardmetros do sistema. Especifica-
menie, consideramos um sistema com estado inicialmente fora da origem .

% == AX, x() = ¢

“onde A temum ou mais pérﬁmezros ajustaveis. Desega-se transferir qualquer estado
inicial para a origem enquanto minimizamos o indice de desempenho quadratico

CJ == j: xX'Qx dt .

onde § ¢ uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real ¢ simétrica. O
probiema entio se torna o de determinar ofs) valor(es) do(s) pardmetro(s) ajustd-
vel(eis) de tal forma a minimizar o indice de desempenho. -

A seguir consideraremos o problema de controle 6timo baseado em indices de
desempenho quadrdticos e determinaremos a lei de controle. Isto €, consideramos

.o problemade determinar o vetor de controle ftimow(7} parao sistema descrito por

%= Ax--Bu
e o indice de desempeaho dado por
= [T xQx wRwdr

onde €¢ uma matriz positiva-definida (ou positiva-semidefinida) real e simétrica, R

é uma matriz positiva-definida real e simétrica, e u 1i0 sofre restrigdes.

" . Havérias abordagens diferentes para a solugao destes dois tipos de problemas.

" Nesta se¢do, apresentamos uma baseada no segundo método de Liapunov. (Lem-
- brar que no Cap. 7 discutimos uma abordagem cldssica para a solugio de problemas

semelhantes de otimizagdo.)

- Oftimizagio de sistemas de controle através do segundo método de Liapunov.
Classicamente, sistemas de controle sao inicialmente projetados e entdo sua estabi-
lidade é examinada. Uma abordagem diferente desta ¢ onde as condigdes para
estabilidade sao formuladas em primeiro lugar e entdo o sistema é projetado dentro
destas imitagdes. Para uma grande classe de sistemas de controle, pode-5¢ mostrar
uma relagdo direta entre funcdes de Liapunov € os indices de desempenho quadra-
ticos generalizados usados na sinfese de sistemas de controfe ouimo. Se o segundo
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método de Liapunov ¢ utilizado para formar a base do projeto de um contzolador
otimo. entde £stamos seguros de gue o sisterma funcionard, isto €. que a safda do-
sistemna serd coptinuamente levada em diregdo do seu valor desejado. Portanto o
sistema projetado tem uma configuracdo com caracteristicas inerentes de estabiii-

" - Problemas de otimizagio de pardmetros resolvidos usando-se o segunde métode

de Liapunov, Em seguida, discutireros uma relagdo direta entre fungbesde Liapu-
nové indices de desempenho quadrdticos generalizados e resolveremos o problema s
otimizagio de pardmetros usando esta relagio. Vamos considerar o sistema: -

ade todos s autovalores de A tém partes reais negativas, ou aorigemx = @6

traremos agora que uma fungdo de Liapunov pode realmente serusadana -
¢ste problema. Vamos supor que U T TR

A xpxy o
hé mamz pb'siﬁ_\fai*d'eﬁﬁiéa real e simétrica. Entdo. obtenos -

“XPk = —XA'Px — XPAX = ~x(A'P + PAX

gundo método de Liapunov, sabemos que para um dado Q hé uma matrizP,
f.estavel; tal que o S ' '

‘Portanio podemios determinar os elementos de P desta equagdo. - -
indice d ‘desempenho J pode ser calculado como .~ -

I = mx(m)}?x(oo) ;_;_*(O)Pk(é) s |

yrianto, obtemos. © 1
=X OPO)

“Portanto o fndice de desempenho J'pode ser obtido em termos da condigdo indcial ©

“x(0y e de P, que estd relacionado com A'e Q pela Eq. (16.34). Se, por exemplo, um

. pardmetro do sistema deve ser ajustado para minimizar o iticdice de desempenho J,

- ehtdo isto pode ser conseguido minimizando-se x'{0)Px(0) com relagdo ao parame-
tro em questio. Como x(0) € a dada condigio inicial e £) também & dada, P é uma

- fungdo dos elementos de A. Portanto este processo de minimizagdo resultard no

S [Cxeexad
toticamente estivel. (Chamaremos uma matriz como esta A de uma matriz -

ivel.) Queremos minimizar o indice de desempenho quadritico definido por - L

'ma__tﬁz'_pbs}iﬁ{rafdeﬁhidét_(én pbsi.ﬁifa;sémidéﬁnida) i*e_ai.é_:'siﬁiétrica.:': S

L A éréﬁemz_}gé

Cormio 10d0s os autovalores de A téin partes reais negativas, femos x(%) - 0. L

valor 6timo do pardmetro ajastdvel. ) . L

£ imporiante notar.que o vaior 6timo deste pardmetro depende. em -g_eral‘_ da
condicéo inicial x(0). Entretanto, 8¢ x(0} gnyqiveﬂapenas um componente m_tpnuk),
isio &, x,(0) # 0, ¢ outras condighes ICIAS 540 nulas, entio o valor. étimo do
pardmetro ndo depende do valor numérico de x:(0}. (Veja 0 exemplo. seguinte.)

visto sia Fig, 16.7, Deteimiihe o valor do coeficieite de
quando o sistema € sujetto @ wha emrada degrau
he ¢ minimizado: . S

Exemplo 16.11 Considere o sistema
amortecimento ¢ > 0. de tad fo}ma que, gi _
urdtdrio /1) = 1), o seguinle indice de desempen

' i

Tl ey N_FI o SN

_. J.:..x; ¥ F

Sapéese qae o sisterna estd irijc_"iaimen'te em iwr:e'p'mzs_b. L :
= g Fig. 1607, oblemos A seguinte equagao para o -sistemna:
ek e eme

Netindo auex =1 = ¢, rt) = 1), ¢ que as condigoes inicias 53

o de espago de estados desta altima cgi'l__ag_g

LT Sl _
LJM L.'"“_-i “2{-1 Lxa )" LJ‘_:_{O}'J_ Y 3

-

Como A € ums matriz estével, o valor de J ¢ dado por -



J = x'(0)Px(0)
" onde P determinado de
AP 4 PA = —Q

:} ou

|‘0 “11[}?11 Plz]+[ﬁu- P'zz”: _0 ! 1. [“i. ¢ ‘I '
b —2Lilpi, g hi ppldi—l -2 L o —f
) _Esta_ quacgo resulta nas__seg‘u_x_mes m:s equacdes: '
—2Pir —pay =0 _

3}’12 4‘:1’32 = “‘ﬂ B

Resoivemio estas m:s equm;oes pam obter os Pi oh:emos

'1

pe .Pz:_ P12 m&: +4C 5

SRR |
Pz Pzz ) o %ﬂ
Paz'tanw o mdice de desempemha J se toma :

g ((})Px((}}
= ((; 4
: .Sﬁbszimiﬁdo as condigdes i zm_mws x,({)) i, x,{t}) 9 nesta ultlma equagao {}btemos

?h;+um-
S

)x%{e) + x;(e}xz(c) +1 %#xg(_c) -

 Para minimizar J commn rcia;ao af, faz.emos af!a; t} ou
6}_ " o
/4 453

'Isto nosdd -

e )

'6-@/1; i

Portant ak V i . i .
i o(:;%‘:m’?’r dtimo de { é + uf2, Por exemp!o s2 i = 1, entde o valor dtime de{ é

 Sistemas de controle 6timo baseados er. fndi desem ico
Dada 2 equagao do sistema _ -em dim o penho quadré&cos..
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% == AX + Ba ' o T §16.38)

conmderaremos o problema de controle 6timo de dezerrmnar a mamz K do vewrde
controle Otimo _ .

W)= —Ks@ 7"*2ﬁ@®
de tal modo a minimizar o itzdice de dcsefnpenho o o o
J = j (x'Qx +u’Ru) - '_ SR (I6 37).

onde Qéums matriz posmva dcf mda (ou posmva semldeﬁnzda) reai e samétnca c -
R uma matriz positiva-definida real ¢ simétrica, Note que o segundo termo do lade
direito da Eq. (16.37) se relaciona com o gasao de energia dos sinais de controle. As
smatrizes Qe R determinam a importancia felativa do erro e o gasto desta energia,
Nes{e probleina, supomos gile o vetor d controle Wi nao sofre restricdes,

] Como meac:onada zmter:orm' 14 -demonstragio, a lei.de controle dada
' S a'led Portanio. se os elementos desconhecidos
14 .'nnmmlza;r 0 indice de desempenho,

Fig. 168 Sistema de controle Stimo.

Armos apira reso]ver o pmbiema de Oizled.(}dﬂ Substtiumdo a Eq { 16, 36) na

S (A BK}x _

5 segumtes suporemos qne a matriz A — BK é estavel Ol GUE 05 .
de A - BK tém partes reais negativas. _ .

dindo a Eq (16.36) na Eq. (16.37), obwmes

f‘: « Qx + X'K'RKx) dt ' '

'_f* j ‘X (Q ~i- K’RK)X dt

- Segmnde a dtscussao dada para resoiver o pmbiema de ot:mizagao de pammezms,
' ’fazemes - .

X(Q + KRK)x = -4 (x'Px)

Entdo, abtemos



X(Q -+ K'RKjx = —~x'Px — x'Px
o = —X'[(A — BKYP + P(A — BK)x

Comparando ambos os lados desta titima equagéo e notando que esta equagiodeve

ser verdadefra para gualgquer %, impomos que
'(A ~ BKYP.+ P(A — BK) = —(Q + K'RK) | (16.38)

Peio segundo metodo de Ltapunov se A -~ BK € uma matriz estivel, entdo existe.

ama matriz positiva definida P que satisfaz a Eq {16.38). Entio. notando que

(o0} = @ 0 indice de desempenho pode ser escrito como

. elapas de pro;eto podem ser escritas come: '
‘Determinara matriz P que satisfaz a Eq. (16.38} como uma funcio de K.

101 a uma famgao de K.

. pode ‘sef obtida fazendo-se 8J7ak, igual a zero ¢ resolvendo as equagdes,
_t_grmmando os valores 6timos de k.

A iy i 'gao de J com rcidg:ao a K requer a minimizagao de-
| EIK- - (T’ )-8’ P} [TK — (T yIBPIx

com rciagao ak. Cemo este valor é n&o-negativo, o minimo ocorre guando este se
anu!a ol quando o

Ponanzo _ _ _ _
) K=T- *(T) ‘BP =R'BP ' C(16.40)

ubstitair a matriz P na Eq. (16. 39} Bmao O indice de desempenho se
BRE sega minimizado, A minimizagio deJ emrelacio aos eiementosk,_, de”

hee deste metodo de progeto veJa o Probiema A. 16 g, Quando o m:mero

: m + {TK - (T’)*‘B’P] [TK — ('r) ‘B'P] — PBR-1BP -+ Q=0 _'

TN - A ——

N ' Es:a condigao na caractenstica pode ser aphcada convementemente para testarae a
©matiiz A — BK € estavel. ' :

: - obstante eta nos fornpece x'(=)Px(x) =

saida a0 invés do vetor de estado, isto e,
S entao o mdace pode ser modiﬁcadt} gsandose d equagao de saada'
S y. W_Cx

eo mesmo procedimenm que discuumos aqu: pode ser aplwad para 5 ok

© A Egq. (16.40) nos d4 a matriz 6tima K. A matriz P na Eq. (16.40) deve satisfazer a

Eq. {16.38) oua seginte equagao reduzida: _ _
AP+ PA —PBRBP + Q=0 L (164:)__

A Eq. {i6.41) é chamada a equagdo de Riccati de matriz mdumda As e(a.pas de .
pro_;eto podem ser escritas como:
Resolver a Eq (16411, a eqaag,ae de Rxccat; de matnz reduz:da, para a .
matnz P
2. Substituir esta matriz P na Eq {16.40). A matriz resuitantc K éa étuna
Um exemplo de projeto baseado nesta iiitima abordagem € dado o Exemplo 16:12. .
" Se a matriz A ~ BK ¢ estivel; o método presente sempre nos dd o resultado

" correto, Kalman rostrou gée a 1mpeszgao déa mamz A BK ser estévei eqmvaie a

de que: a caractcnsuca da mamz

o sega 1g11a.i an, onde a matriz § é deﬁmda pﬁr

JS Q

- Entretanto ¢ importante notar qué, mesmo que A - BzK nao scja- vm mamz .
estivel, o método presente ainda nos dard resultados corretos em.uifn.caso especial
em que & matriz P determinada da Eq. (16 41) s€ wma posztwa sem:dcﬁmda nao

Finabmente, note que s¢ o indice de desempenhcr é dado em term()s do veto de.-

J - | 'Qy + wRu)dr -

_.(x o QCx »}- a’Ru} a’t
mamz (mma K
Exemplo Is. 12 Conmdere © sistema visio na Fig. 16. 9. bapondo qoé 0 smalde contm!e se}a

u(r} mxx(r)

projete a mamz dc ganho de realimentagie otima K de tal forma que 6 segmme mdlce de
desempenho seja minimizado:

= :(x'?Q; ') dt



i I -
: Glimo dp

Fig. 16.9 Sistema de cantrole. _

preafiments-|
L‘;?&:.. -

cnde_ ) _
= =0
Q [0 Jii . .
Da Fig. 16.9, vemos gie a équa.gﬁo para ¢ préceSso é

!

&7 10 IMx,)
XIJmLO Oj[x;.f

9
LF @;IJEH]
e h '
ObServandeéu; : _
e o7
= ’ =8
Q i_(} ﬁ/.u]é.{}---v‘,u} _

determinamos a caracteristica da matriz dada por {16.42), ou

10 00
SfEAISI m( - . N
E =lo vi o

tguaiadois. Portanto A ~ BK ¢ uma mairiz estivel. ¢ a abordagem por Liapunov apresentada
nesta secdo fornece o resultado correto. - - :

Demonstraremos o use da equacko de Riceati de mattiz reduzida no projeto do sistema o

de controle dtimo. Vamoes resolver a Eq. (i6.41}, reescrita como
AP 1+ PA — PBR-'BP + Q=0

Ll

0 0Fps .\.Pzzi TP Pl-z."’:. 0.' 1. .
B | A R O
- 21z P Piz Pl O-f

Pz Pan Pz Pz

L Il o 2 -0

Esta .equaq.ﬁo pode ser simplificada .para. '
"0 O J+[9 P;:]“{P%ZI' 'PliPzz}_%“[l O}w(ﬁ .0]
L Piz 0 pi; Pr2Das pia 10 K1 )
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O u! Lo o0

P

+ Resolvendo estas trés equagles simultineas para p,;, pr, &g, imponda que P sgja positiva

de que obtemos as seguintes trds equagdes:

P—ply =0
TPyt = PiaPrz = 0
M +'2P12“P_§2 =z

definida, obtem_os

Pﬂ??lz-?lz}ﬂmfv,u"é*?. S :‘r
: P2 pai L I ,\/\}z~§~—2

. A matiz de ganho de 'feaﬁmnzacéo Gtima K & entao abtida de SR

K = R 'BP _ -
Coeme g 2el
o LPi2 Pra :
- oo=lee ol

=it VaTy. o

Porianta’o sinal de controle 6timo'é .

W= KX = ey - SE TRy 6.4y

- Note'gne a lei de controle dada pela Eq. (16.43 fotnéce sm restiftado dtimo para gualquer

estade inicial sob odado indicede desempenho. AFig. 16.10¢é diagrama de bloco para este
SiSterma. . ) o COonTT SRR e e T

L. A caracteristica de uma lei de controie dtimae baseada’ém um indice de
desempenho quadritico € que ela é uma fungiolinear das variaveisdeestado, .-
© que implica gite necessitamos reattmentar todas as varidveis de estado, {sto

reques que todas estas varidveis estejam disporfveis para a reé;iim_enta‘géo_;

Portanto é desejdvel representar o sistema-em termos de varidveis de estad

L Ganie timo de -

" roslimentagio - - Processo -
[T T S ™ T e

Fig. 16.16 Controle dtimo do processo viste tia Fig, 16.9. L



mensurdveis. (Em sistemas complicados. é pouco provavel que possamos
medir todas as varidveis de estado. Entiio devemos estimar as n&o Mensuri-
veis e usar estes valores estimagdos para gerar sinais de controfe timo.) ¥
importante notar que devemos evitar diferenciar uma variavel de estado para
gerar outra. A diferenciacio de uem sinal sempre diminui a refagio sinal-ruido
porque o ruido em geral tem flutuagbes mais rapidas do que o sinal de
comando. As vezes a relagiio sinal-ruido pode ser diminuida substancial-
mente usando-se apenas um processo de diferenciacio. Geralmente ¢ dese-
Jdvel evitar processos de diferenciacio; por exemplo. se a aceleracdo do
deslocamento de saida é desejada: é melhor medir a aceleragao diretamente
usando um acelerdmetro ac invés de diferenciar o sinal de velocidade.

2. Quando o sistema de controle étimo é projetado ne domirio do tempo, é
desefavel investigar as caracteristicas de resposta em freqiiéncia para com-
pensar efeitos de ruide. As caracteristicas de resposta em fregdiéncia do
sistema devem ser tais que o sistema atenue bastante na gama de fregiiéncias
etnt que rido e ressondncia de componentes sio esperados. {Para compensar
efeitos de ruido devemos, em alguns casos, ou modificar a configuracio
otima e aceitar um desempenho subdtime ou modificar o indice de desempe.
nho.}

3. Se o limite superior de integragdo do indice de desempenho J dado peia
Eq. (16.37; € finito. entio pode-se mostrar que o vetor de controle otimo
ainda ¢ uma fungao linear das varidveis de estado e as entradas de referéncia,
mas com coeficientes variantes ro tempo. (Portanto. a determinagciodo vetor
de controle 6timo envolve a de matrizes variantes no tempo Stimas.}

16.6 SISTEMAS DE CONTROLE DE REFERENCIA-MODELO

No Cap. 10, apresentamos técnicas de prajete e compensagio de sistemas de
controlelineares e invariantes no tempo. Como todos 0s processos fisicos tém certo
grau de ndo-linearidade. o sistema projetado se comportard satisfatoriamente ape-
Bas em uma gama limitada de operacio.

Se a suposicio de linearidade na equacio do processo € eliminada. as téenicas
de projeto do Cap. 10 nio sio aplicaveis. Bm tal caso o método de referéncia-
modelo para o projeto de sistemas apresentado nesta segio pode ser dtil.

Sistemas de controle de referéncia-models. Um dos métodos dteis para especi-
ficar o desempenho de um sistema € através de um modelo que produzird a saida
desejada para uma dada entradz. O modelo BAO necessita ser em hardware. Ele
pode ser apenas um modelo matemasico simuado em um computador. Em um
sistema de controle de referéncia-modelo. a saida do modeio e a do processo sio
comparadas e a diferenga ¢ utilizada para gerar 05 sinais de controle.

G controle por referéncia-modelo tem sido usado para se obier desempenhos
aceitavels em algumas sitwagdes muito dificeis de controle envolvendo nio-
linearidades e/ou parametros variantes no tempo.

Projete de um controtador.* Suporemos que o progesso é caracterizado pela
segulnte equacio de estado:

X o=f{x,u1) (16.44)

* Referéncias M-8 e V-1,
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onde
x = vetor de estado (vetor real n-dimensional)
B = vetor de controle (vetor real r-éimensional}
f = fungio vetorial

Deseja-se que ¢ sistema de controle siga de perto algum sistema-modelo. Nosso
problema de projeto € o de sintetizar um controlador que sempre gera um sinal que
forga o estado do processo sempre em diregio a0 estadodo modelo. A Fig. 16.11é0
diagrama de blocos mostrando a configuracio do sistema.

Entrada de Y
camando Stetema de | X y %
i teteréncia- e Cantratadgar # Processo -
modeio

Fig. 16.11 Sisiema de coatrole de referéncia-modelo.

Suporemos que o sistema de referéncia-modelo ¢ linear e descrito por
X; = AX, -+ By (16.45}

orde

il

*¢ = vetor de estado do modelo {vetor real n-dimensional)
v = vetor de entrada {vetor real r-dimensional)

A = matriz constante n X #

B = matriz constarte n x r

Supomos que os autovalores de A 1ém partes reais negativas. de tal forma que o
sistema referéncia-modeio tem um estado de equilibrio assintoticamente estavel.
Vamos definir o vetor de erro e por :

¢ = X;— X : (16.46)

No problema presente, gueremos reduzir o vetorde erro para zero usangdo um vetor
de controle adequado u. Das Eqs. (16.44}, {16.45) ¢ (i6.46), obtemos

€ =Ry ko= AX, + By — f{x, 0, ) -
= Ae + Ax — f(x, u, /) + By (16.47)

A Eq. (16.47) ¢ uma equacio diferencial para o vetor de erro. o
Agora projetaremos um controlador tal que no estado estacionang’x @ Xy €
X = Xg, Ol ¢ = € = §. Portanto & origem e = { serd um estado de equiiibrio.
Um ponto de partida conveniente na siniese do veior de controle u € a
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construcioe de uma fungio de Liapunov para o sistema dada peta Eq. (16.47).
Vamos supor gue a forma da funcdo de Liapunov ¢ &

V{e) =

onde P € uma matriz positiva-definida real ¢ siméfrica. Tomando a derivada de Vie)

referéncia-modelo €

com relaciio ao tempo. obtemos e
Vie) =éPe + ¢'Pé . . E
=[e'A" 5+ X'A" — f'(x,0,7) - ¥VB'|Pe — ¢PlAe + Ax — fi(x, u, 1} i g!
i ’ . : 6' X
- By] = ¢(A'P + PA)e + 2M {16.48) B
onde le | =
M == e PIAX — f(x, u, ) - Bv] = grandeza escalar _ o ¥,
A funcio suposta Vie) é uma fungdo de Liapunov se _ - — - ::J
I. A'P +~ PA = ~Q ¢ uma matriz negativa-defimda. : T _'l :
2. Ovetorde controle u pode ser escolhido para tornar a grandeza escalar M . Tl ; A
nio positiva. _ ' IR
Entao. notando que Viey» = quando £ e | — =, vemosque o estado de equilibrio ) &
= 0 ¢ assintoticamente estdvel globalmente. A Condigio | pode sempre ser e
satisteita atraves de uma escotha adequada de P. uma vez que se supde 05 autovalo- _ l
res de A 1&m partes reats pegativas. O problema agui € o de escolher um vetor de Bl
controle u tal gue M seia zero ou megativo. £t
ilustraremos a aplicagao do método presente para o projeto de um controlador .g
ndo-Haear usando um exempio. _ ’ 54
Exemplo i6.13 Considere um processo nao-linear varianie no wempo descrito por ) él'
EATRE. 1T 107 !
= i J g [u'] 3 =
i%y0  Leb —alnyx,d Lxy P 1
onde gft) € variante no tempo ¢ & uma constante positiva. Suponde que a squagdo da ' _j

i 70 b lxa 1 '
[ ‘“J - | er| sz F[LI (16.49)

Xgy Lol —ZCWNJ Lxgy

projete um controlador nao-linear gue resuitard em uma operaciio estavel do sistema.
Defina o votor de efro por

Slatama de
- raterdncle-
mosels

v

e=Xx, X

Fig 16.12 Controle de referéncia madelo de um processe nziiy-_l_i'ne_a_i?

¢ uma fungdo de Liapunov por

e} = o'Pe ] _
894 . _ ' _



onde ¥ € vma matriz positiva-definida real ¢ simétrica. Entdo. referindo-se & Eq. (16.48).

obtemos Vie) como
Vie) = e (AP + PAJe + 1M
onde

Mo ¢ PlAX — £(x, 0, 1) -+ By]

Identificando as matrizes A e B da Eq. (16.49) e escothendo a matrz G como

fgyy 0 . .
i = positiva definida

Q ]
9 g3

obtemos

Vie) = —(g; e} + gozed) + 2M

onde

Matle, o] piﬁ{g ° ol
Pz padti—wf —Hw.lix,l
[0 ﬂér‘fﬁiw%—oﬁ'_gfo }
Ci—B —altix,) Ll Lul  Leled
= (e, pry + €32 —(W} — b)x, — 2w, xs - alt)x} — Wit — u)

Se escolhermos u tal que

- i = _(a}i% - b)xl . ZCQ)RX; = w,%!} -+ a,,,x% Simf(fhp;; - E’:pzz} HGASO)

onde
O = Max | afr)}
entio
M == {e;p1y =+ ey pr)fa(t) — a,sinalle, py, — ey p,,)ixE = nio positiva

Com a funglio de controle « dada pela Eq. (16.50), o estado de equilibrio e = 9§ assintoti
. (18.50), quilibrio e = 0 £ assintotica-
mente estével globalmente. Portanto a Eg. {16.50} define uma lei de controle nio linear que

fornecerd uma operagiio assintoticamente estivel. O diagrama ;! i
controle presente € visto na Fig. 16.12. e blocos pars o sistema de

Note que ataxa de convergéncia da resposta transitdria depende da matriz P, que por sua
vez depende da matriz Q escolhida no inicio do projeto. et

16.7 SISTEMAS DE CONTROLE ADAPTATIVO

) Em anos recentes, ¢ inzeres§e em sistemas de contyole adapiativos aumeniou
rapidamente, Juntamente com o interesse € progresso em topicos de controle em
geral. O termo sistema adapiarive tem uma variedade de significados especificos.
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mas normaimente implica gue 0 sistema é capaz de se acomodar a mudancas
imprevisfvels no meic-ambiente, venham estas mudangas de-dentro do sistema ou
de fora. Este conceito é de muite interesse para o projetista de sistema, pods, G
sistema altamente adaptativo, além de se acomodar para mudangas ambientais,
tambérm se acomodaria parz erros de projeto de engenharia e compensaria por
falhas ou incertezas moderadas de componentes secundérios do sistema, aumen-
tando portanto a corfiabilidade do sistema.

Inicizlmente apresentarernos alguns conceitos basicos de sistemas de gontrole
adaptativo e explicaremos O gue tais sistemas representam. Entio discutiremos as
fungées necessdrias gue um controlador deve desempenhar para que seja chamado
adaptativo. Finalmente. introduziremos alguns conceitos de sistemas com aprendi-
zado. )

Introdugio. Na maioria de sistemas de controle e realimentagiio, pequenos
desvios nos vatores de pardmetros dos seus valores projetados nfo causario
guaisquer problemas na operagio normal do sistema, desde que estes parimetros
estejam dentro da malha. Entretanto, se os pardmetros do processo variam muito
com mudangas ambientsis, entdo o sisterna de controle pode apresentar uma
resposta satisfatoria para uma condigio ambiental mas deixar de ter um desempe-
nho satisfatério sob outras condigdes. Em certos casos, grandes variagdes de
parametros de processo podem até cansar instabilidade. _

Nz andlise mais simples. podem-se considerar diferentes conjuntos de vajores

" dos parametros do processo. E entdo desejdvel projetar um sistemna de controle que

funciona bem para todos os conjuntos. Téo logo esta imposi¢io & formulada, o

. problerna de controle otimo estrito perde sua importancia. Impondo um bom

desempenho em uma certa gama, abandonamos o melhor desempenho para um

‘conjunto de pardmetros.

Se afungio de transferéncia do processo pode ser identificada continuamente,
entdo podemos compensar variagdes aa fungio de transferéncia do processo sim-
plesmente variando pardmetros ajustdveis do controlador, e desta forma obter um
desempenho satisfatdrio do sistema continvamente sob varias condigbes ambien-

- tais. Tal abordagem adaptativa é bastante iti} para lidar com um probierna onde o

processo é normalmente exposto a ambientes variaveis de tai forma que parémetros
do processo mudam de tempo em tempo. {Como nao s&0 previsiveis mudangas na
maioria dos casos praticos, um controlador de pardmetro fixo ou um controlador
variante no tempo pré-programado néo pode resolver o probiema.)

Definicdo de sistemas de controle adaptative. A adaptag@o € uma caracteristica
fundamental de organismos vivos pois ¢ies tentam manter o equilibrio fisioldgico
diante de condighes ambientais variantes. Uma abordagem para o projeto de
sistemas adaptativos ¢ entio considerar 0s aspectos adaptativos do comportamento
humana ou animai e desenvolver sistemas que se comportam aproximadamente de
forma andloga. - :

H4 diferentes definicdes de sistemas de controle adaptativo atualmente em uso
na literatura. O cardter um tanto vago da maioria das definigdes e classificages de
sistemas adaptativos é devido a grande vaniedade de mecanismos através dos quais
a adaptagio pode ser conseguida, e também devido auma fatha em diferenciar entre
as manifestagdes externas do comportamento adaptativo e 08 mecanismos internos
usados para consegui-io. As diferentes definigdes acontecern primordiaimente por
causa das varias classificacbes e delineagdes gue divider os sistemas de controle
em adaptativos e nio-adaptativos. (O pequeno grau de adaptabilidade necessdria
pela maioria das especificagdes de sistemas poderia ser obtido usando-se técnicas
familiares de realimentacio com ganhos fixos, compensadores e, em aiguns ¢asos.
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nado linearidades.)

Acharemos necessario definir caracteristicas de sistemas adaptativos que sio
fundamentaimente diferentes daguelas de sistermas convencionais de realimenta-
¢do, de tal forma que podemos restringir nossa atengio apenas aqueles aspectos
especificos do comportamento ¢ projeto de sistemas adaptatives. Meste livro
definimos sisternas de controle adaptativos como segue:

Definigde. Um sistema de controle adaptativo é aquele que mede, de forma
contirua e atitomdtica, as caracteristicas dinamicas (tal como a fungio de transfe-
#éncia) do processo, as compara com as caracteristicas dinimicas desejadas. e usaa
diferenca para variar parametros ajustaveis do sistema {normalmente caracteristi-

cas do controfador) ou para gerar am sina! atuante de ta} forma que o desempenho -

6timo pode ser mantido independentemente das mudancas ambientais: alternati-
vamente. tal sistema pode continuamente medir seu préprio desempenho de acordo
com um dado indice de desempenho ¢ modificar, se NECessario. seus proprios
parametros, de tal forma a manter desempenho étimo independentemente de mu-
dangas ambientais. :

- Para usarmos o termo sistema adapiativo. devem existir caracteristicas de
auto-organizacio. Se o ajuste dos pardmetros do sistema é feito apenas por medi¢io.

direta do ambiente, ¢ sistema nfio & adaptativo.

Um sistema aparentetnente adaptativo é o exempio do autopilotode um avidio,

que € projetado para ajustar seus ganhos de malha em funcic da altitude afim dff
-compensar as corespondentes mudancas nos _paré-metms do avifo. 0_ ajuste &
baseado diretamente nainformagio sobre o ambiente (neste caso. a pressiao atmos-

férica) e néo em um esquema de aslo-organizacio. Estes sistemas ndo possuem.
quaisquer caracteristicas de auto-organizacio. e portanto sio essenciaimente sis- -

temas convencionais a malha-fechada.

Um outro exemplo de sistemas gque podem parecer adaptativos, mas na veali- - -
-dade ndo o sdo. se encontra no campo dos sistemas de referéncia-modeio. Alguns -
destes sistemas (tal como o considerado no Exemplo 16.135 meramente usam a
diferenga entre a resposta do modelo e a resposta do processe como um sinal de -
entrada para ¢ processc, como visto na Fig. 16.13(a}. Estes sistemas ndo podem ser -

Entrada

Saftty N

{o}

" Salde
i i

{0

Fig. 16.13 () Sistema de referéncia-modelo: (b) diagrama de bloco simplificado.
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considerados como verdadeiramente adaptativos uma vez aue, através de manipy-

- lagfio de diagramas de biocos, reduzimos esta configuragio para aquela da Fig.

16.13(b). que € simplesmente a de uma malha de reaflimentagio bésica com um fiitro
antes da matha. (Note que alpuns autores chamam este tipo de controle de adapta-
¢do a modelo. O modele ou é um modelo fisico ov.um sistema simelado no
computador. O modelo ndo tem parametros vartdveis.} '

Indices de desempenhe. A basedo controle adaptativo estd na premissa de-gue
hd alguma condigio de operagio ou desempenho para ¢ sistema melhor que gual-
guer outra. Portanto se torna necessario definir o que constitei um desempenho
otimo. Esn sisternas de controle adaptativo. tal desempenho é definidoem termos do
indice de desempenho. gue devemos escolher apds definir nossos objetivis. Estes
objetives sfo tao diversos como 0s sistemas para os guais sAo apiicados. mas
geralmente é possivel generalizar o chietive da otimizacio como o de minirrizagio
do custo de operacio. ou a maximizagio do lucro. ' _

Algumas caracteristicas gerais geraimente consideradas desejdveis sio

1. confiabilidade

2. seletividade

3. aplicabilidade : o S _
Portanto. o fndice de desempenho deve ser confidvel. ou deve ser uina medida
uniferme de “*qualidade™ para sisternas de todas as ordens. Ele deve ter seletivi-
dade. ou envolver um timo definido com precisdo em funcio dos parametyos do
sistema. Nio deve ter timos locais ou pontos de sela. O indice de desempenho
deve ser facilmente aplicivel para sistemas praticos e facilmente mensurdvel.

Se o indice de desempenho toma o valor zero na condigio de operacio étima.
a0 inves de um maximo ol minimo, entdo pode ser usade cormo o sinal de erro da
malha adaptativa € para realimentacio diretamente em aiguns sistemas.

Note que. em geral. todos os indices de desempentic matematicamente trata-

-veis tém uma séria desvantagem ern comum; embora especifiqguem o custo de

operagio do sistema em termos de erro e energia. néo nos dio informagio sobre as
caracteristicas de resposta transitéria do sisterna. Portanto, um’ sistema gque é
projetado para operar de forma dtima do poniode vistade maximo “lucro” pode ter
caracteristicas transitorias indesejaveis. ou mesmo ser instavel, Besta forma, para
assegurar caracteristicas de resposta satisfatorias. podemos precisar de critérios
secundarios refacionados a caracteristicas de resposta para poder infiuenciar na
escolha dos elementos de ponderagdo do custo.

Finalmente, deve-se lembrar que o indice de desempenho usado em um sis-
temade controle adaptativo define 1m desempenho dtimo para aguele sistema. Isto
signifion que o indige de desempenho essencialmente nos dd o limite saperior do
desempenho do sistema. Portanto; a selecio de um indice de desempenho ade-
quado ¢ de fundamental importancia. :

Ceontroladeres adaptatives. Um controlador adaptativo pode consistir nas se-
guintes {rés fungdes:
1. Identificagiio das caracterfsticas dindmicas do processo.
2. Ato de decisdo baseado na identificagio do processo.
3. Meodificagdo ou atuacio baseada na decisio tomada. }
Se.o processo é conhecido apenas Imperfeitamente. taivez por causa de pard-
metros aleatdrios variando no tempo ou em virtude dos efeitos de mudangas
ambientais nas caracteristicas dindmicas do processo, entica identificagio inicial.
adecisdo, ¢ os procedimentos de rmodificagio ndo serdo suficientes para minimizar
{ou maximizar) ¢ indice de desempenho. Entio se torna necessdrio realizar estes
procedimentos continuamente ou em intervalos de tempo. dependendo de quao
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g, 16.] 4':85};}'&:’&3:&:«;50 em disgrama em blocos de um sistema de controle adaptativo,

: rz'i'pid'a_ir__%ehte’ é_s pardmetros do processo estio mudando. Este constante *‘reproje-
amento’’ ou auto-organizagio do sisterna para compensar as mudancas imprevisi-

i sistéma de controle adaptativo. .
ma representacao em diagramas em bloco de um sistema de controle adapta-
¢ vista nia’ Fig. 16.14, Neste sistema, 0 processo é identificado e o indice de
sempenho medido continua ou periodicamente. Uma vez que isto foi feito, o
ndice de desempenho ¢ comparado com ¢ 6timo e uma decisiio ¢ tomada com base
chados dé como modificar o sinal atuante. Como 0 processo é ideatificado

€
‘Note qu
£

's&0, € ‘modificagao.

i Idénﬁﬁcaéio' das caracteristicas dindmicas do processo, As caracteristicas di-
‘nanucas do processo devem ser medidas e identificadas continuamente ou, peio
3enos, midto fregiientementé. Isto deve ser conseguido serm afetar a Operagao

ormaldo sistema. Para identificar as caracteristicas de um sistema. devemos fazer

imposicAode um sinal de controle no processo e aandlise da respostado sistema.} A

‘peio uso de sinais de teste, tais como os sinais senoidais de baixa amplitde ou de

vérios sinais estocssticos de pequena ampiitude. Na prética, a aplicagio direta de |

entradas ‘em degrau ou impulsivas nio pode ser feita, {(Exceto em certos casos
CSPECIALS, O processo estard em operagho normal durante o teste de tal forma que os

sinais de teste impostos nao devem perturbar as saidas normais; além do mais,

entradas normais e ruido no sisterna péo devem perturbar e confundir o teste.} As -

entradas normais 3o ideais como sinais de teste uma vez que PAO eNcONtramos as
dificuldades de saidas ndo desejadas ou entradas perturbadas. Entretanto, a identi-
hicagao com entradas normais s6 € possivel quando elas tém caracteristicas de sinal
convenienies (banda, amplitude etc.) para a identificagio adequada. _

Os sinats de teste estocdsticos s30 bastante convenientes em certas aplicagdes,
Usando técnicas de correlagio cruzada, podemos analisar a saida como Bma fungio
da entrada estocdstica para determinar as caracteristicas de resposta. Com uma
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s 0 processo € o aspectodo desempenho normalmente considerado ao se definir _

do sistema em si, o ajuste dos pardmetros ¢ wmna operagio a matha-fechada..
e usando esta adaptagio a malha-fechada, o problema da estabilidade pode -

A"_'se'gﬂif, éxplicaremos em atgum detathe as trés fungdes: identificacio, deci-

um:teste ¢ analisar os resultados. (Para um sistema de controle, isto impiica a -

identificagdo pode ser feita a partir de dados de operagio normal do processo on

entrada aleatdria, a energia de excitagho se espatha sobre umabanda de frexgiiéncias
fazendo o efeito tolerdvel. Além do mais, o dispositivo de ciiculo da correfagio
cruzada pode ser projetado para manter o nivel do sinal de teste baixo.

A identificagdo ndo pode demorar muito pois, caso conindnio, podem ocorrer
novas variagbes dos parimetros do processo. O tempo de identificagio deve ser
suficientemente curto comparado com a taxa de mirdangas. ambientais. Com o
tempo de identificagio Jimitado, geralmente ¢ impossivel identificar o processo
completamente; o melhor que se pode esperar 6 apenas ama identificacio parcial,

E importante notar que nem todos 0s sistemas adaptativos TeqUeErem  uma
identificacio de forma explicifa. Alguns sistemas j4 foram identificados apontode a
medida do valor do indice de desempenho poder indicar que pardmetros do contro-
lador devem ser modificados. I510 ¢, ¢ sistemad muitc bem coribecido, detal forma
que uma medida do indice de desempenho compieta 2 identificagio, T

Por outro lado, se a identificacio do processo é muito dificil, devemos medir
diretamente o indice de desempenho ¢ construir um controlador adaptativo ba-
seado neje. S¢ nio se-necessita a identificaciio e a adaptabilidade € baseada apenas
em medidas do indice de desempenho, o sistema de controle é chamado de um.
sistema de controle otimalizante. Como é obtidauma auto-organizagiio usando-se
este método, consideraremos tais sistemas como adaptativos.

_A dificuldade de fazer wma identificagio realistica dependerd de gnanta infor-

' magio reqiteremos sobre 0 ‘processe ¢ da guantidade de conhecimento prévio

deste. Em geral, estes s3o também os fatores que determinario se devemos usdr

 uma abordagem de identificagio ou uma busca direta no espago de pardmetros do

controfador em fungio do indice de desempenho, que € discatido 1rais tarde sob.o

- titalo de sistemnas de controle otimalizantes.

" Decisio baseada na identificaciio do processo. Decisio se tefere aqui a'uma

" decisio baseada nas caracteristicas do processo gue foram identificadas & no valor

cateulado do indice de desempenho. :
- . -Umavezgueoprocessofoi identificado, ele ¢ comparado com as caracteristicas
Stimas (ou desempenho 6timo}, € entio uma decisio deve ser tomada de como os

- parimelros ajustaveis {caracteristicas do controlador) devem ser variados para
- manter am desempenho 6timo. A decisio € tomada por um compttador,

. Modificaco baseada na decisio tomada. Modificagdo se refere & modificagio
de sinais de controle de acordo com os resultados da identificaciio e da decisio. Na
maiorta dos casos, a decisio e a modificacio 530 conceitualmente uma duica

© operagdo, com a modificacio consistindo em um meio de mecanizar a transforma- |

¢do dewm sinal de saida de decisio em um sinal de controle {3 entrada do processo). -
Este sinal de controle, o sinal de entrada para o processo, pode ser modificado

- de duag formas. O primeiro método £ o de ajustar os parametros do controfador
- para compensar as mudangas na dindmica do processo. Isto é chamado de modifi- .

cagio de pardmetro do controiador. O segundo método é 0 de sintetizar o sirial'de
controle étimo, baseado na funciio de transféréncia do processo, no fadice de
desempenho e na resposta transiténa desejada, Isto € chamade de sintese de sial

" de controle. -

A escothaentre amodificacio de pardmetros do controlador e a sintese dé sinal
de controle ¢ primordiaimente de hardware, Uma vez que os dois métodos sio
conceitualmente equivaientes. Quando a confiabilidade € muito importante, como
em aplicaghes aeroespaciais, o uso da adaptagio por mudanca de pardmetros é
freqilentemente favorecido ao invés da sintese de sinal de controle. {Isto acontece
porque o sistema pode operar mesmo apds a falha da malka adaptativa se o sinal de
controle ado € inteiramente dependente da porgao adaptativa do sistema.) Aperfei-
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coamentos em componentes, especiaimente em equipamen}os_eietrénicos compie-
x0s, podem fazer a preferéncia passar para a sintese de sinais. '

Sistemas de controle otimalizantes. Os sistemas de controle otimalizantes se
apdiam bastante em técnicas de otimizacao. De forma geral. a ofimizagdo consiste
na busca ne espago de pardmetros vanaveis do controiador em fungio de algum
indice de desempenho para determinar onde este é maximizado ou minimizado.
Estd implicito na afirmacdo anterior o fato de que um indice de desempenho escalar.
que ¢ uma fungdo das saidas do sistema. pode ser definido de 1al forma que sen
extremo representa ¢ melhor desempenho possivel do sistemna. sto € geralmente
possivel & necessdrio para gualguer sistema de controle adapiativo. _

Os métodos de achar o ponto de operagio 6timo sdo basicamente procedimen-
tos de tentativa ¢ erro, Nométodo de “descida mais abrapta® (steepest-descent}. o
gradiente da superficie doindice de desempenho é medido observando-se os efeitos
de peguenas mudangas nos pardmetros varidveis. (Isto pode ser chamado de
método de sentir 2 derivada.} O vetor de pardmetros € entio movido em diregao 4
maxima inclinagdo, ou de uma quantidade fixa. ou de uma quantidade determinada
pelo gradiente da superficie. Nos focais ondé os parimetros variam lentamente, o
gradiente pode ser calculado refativamente com pouca freqiiéncia. Em condicdes
de variagdes mais répidas dos pardmetros. eriretanto, um procedimento conhecido
como polarizagio alternada é superior ac método de sentir & derivada. Com
polarizagdo alternada, o sistema nunca € operado na condigdo 6tima, mas operado
alternadamente a uma distincia fixa em ambos 0s lados do étiso calculado, e um
novp 6timo € calculado 2 partir da diferenga nos valores do indice de desempenho.

Provavelmente a maior vantagem do método do controle otimalizante é que
no se colocam restricdes no processo. O processo pode ser ndo-linear, de miitipla
entrada ¢ milipla saida, variante no tempo ete. Uma grande dificuidade deste
método de otimizagdo é que nio se determinou nenhum método satisfatdrio para
discriminar entre extremos locais ¢ extremos globais. Portanto, esta abordagem &
atil para qualquer processo fisico cuia superficie de desempenho tem wm drico

Stigno e cujas variagdes sio fentas o suficiente para gue o sistema de controle se

acomode a elas.

Sistemas com apreadizade. Uma diferenca significativa entre um operador
humano treinado e um controlador adapiativo discutido acima é guze o operador

humano reconhece entradas famifiares e pode usar suas expesiéncias pe_lssad_a_s'
aprendidas para reagir de uma forma otima. Sistemas de controle adaptativo sdo

projetados para modificar o sinal de controle 4 medida que o meic externo ao
sistemna muda de tal forma a manter um desempenho Stimo.

- Um sistemna que ¢ capaz de reconhecer caracteristicas e padrdes familiares de
uma sithagdo e que usa suas experiéncias passadas aprendidas para se comportarde

-uma forma Gtima € chamado de um sistema com aprendizado.

' Um sistema com aprendizado € um sistema de nivel superior ao dos sistemas

adaptativos. Gibson divide o espago de todos os sistemas de controle em guatro .

niveis basicos de hierarquia:
1. malha aberia
2. matha fechada
3. malha adapiativa
4. malha de aprendizado . :
onde cada nivel é sensivel a um indice de desempenhia ou efro de controle medido
no proximo nivel mais baixo e vode existirdo nfveis mais aitos do que o quarto para
ambientes mais complexos.
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Um sistemja_com aprendizado respondendo 2 uma situacdo familiar pio vai
requerer a identificacdo do sistema. A abordagem para o projeto de tal sistema é 2
de “"ensinar ” ao sistema gual a methor escotha para cada situagdo. Uma vez que o
sistema aprendeu a lei de controie dtimo para cada situagdo possivel, eie pode
operar perta da condigio $tima independentemente de mudangas ambientais.

Um sistema com aprendizado. quando sujeito a uma nova situagio, aprende -
como se comportar através de um método adaptativo. Se o sistema ¢ Sujeito g wma
mesma situagao que aprendeu antes. ele reconhecerd isto e se comportard de forma
otima sem ter que passar pelo mesmo método adaptativo. Madelos de comporta-

" mento humano que estéo sendo desenvolvidos por muitos pesquisadores proverio,

sem divida. resultados dteis para aplicagées em sistemas com aprendizado..

_, Comentdrios conclusives. Desenvolvimentos recentes de veiculos aeroespa-
ciais de grande desempenho ¢ processos de alta eficiéncia #mpoem restricoes cada
VeZ maiores Nos seus sistemas de controle associados. Ao projetar tais sistemas de

controle, nos preocupamos com o projete de sistemas que safisfario as especifica-

¢oes impostas pelos usudrios sob as condigdes antecipadas de operagio. A maioria
dos sistemas de controle gue exigem grande desempenho para uma grande gama de

condigdes de operacdo. serdo necessariamente adapiativos até um certo grau.

Quando um alto grau de adaptabilidade é claramente reguerido. & maioria das
especificagbes atuais serdo obedecidas por um sistema do tipo identificagio-deci-
sao-modificagio com modificagio segiiericial ou continua, depeadendo da taxa de
variagao des pardmetros variantes. | : :

- Os desenvolvimentos mais fascinantes em sistemas de controle adapiativo
¢5ta0 na drea de reconhecimento de padrdes e de sistemas com aprendizado. As
tecnicas de reconhecimento de padrdes poderiio algum dia responder a necessidade
de uma técnica geral de identificacdo. Quando acopladas com abordagens de
aprendizade, ¢les podem reduzir consideravelmente a - ‘barreira de tempo” gue no
momenio atrapatha muitos sistemas de controle adaptativos.

Esza_segéo apresentou apenas um esboco de sistemas de controle adaptativo.
O leitor interessado em tais sistemas deve-se referir a resultados recentes de
pesquisa disponivel na literatura. :

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS E SOLUCOES

Problemea A.16.1 Mostre gue 0 segainte sistema:

% = Ax + Bu
¥y =Cx
onde o
xy =1 —~2 ~2 T2
x=|xl A=| 0 -1 1|, B=l0
) L1 o —i Br
C=11 | 0

¢ de estado complelamente controfavel & completamente observdvel.

Solucdio. Para comtrolabilidade compieta de estado, os vetores B, AB e A’B devem ser
lincarmente independentes. Para este sistema, oblemos
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'a camcwnsma da mamz IB;ABiA’BI é 3 e O sistemn € de estado campietameute coniroid-

vel.-
Pm MWMM compk:za, os vetores O, A'C, ¢ (A’}*C' devem ser inearmente

"ndcpmdeates Para este sistema,

S E“m}ﬁ ' 0
LA e w3| (AP0 = SJ

L"’"z.j 0

obgervivel.
Probiema A.26.2 Mostre qaze o sisterna de tempo continuo descrite por

ym[l OjL z (16.52)

e'de estada camp!etamente commlavei e complemmense abservévei
o O.sisteina de tempo discreto, que ¢ equivalente a0 sistema de wmpo continuo das Egs.
_ (16 51} ¢ (16 52}, € dado por

;x;((k'%» !’}‘I‘)j':'

i cosT sen TIrx(T)Y | [1—cosT] .
Lxyk + D7) + (WG

.
L—senT cos7 ixz(kT}é "1 senT
T

:
i

z(kT} I

WkT) =1 OZL

- onde T é o periodo de amostragem. Mostre que o sistema de tempo discreto £ de estado cotmn-
-pletamente controlivel e completamente observivel se eapenasseT#nm (n = 0, 1, 2,00

- 'eZseeapmsscT%m-{u =0, 1,2, vk Pomnto osustemdetempod:scretoédeestadom e
pletamente controkivel ¢ completamente observével se e apemasse M Fanr(n=0; 1,2,

. observabilidade. (Fisicamente; no caso presente o sinal de saida continuo € um sinal senioidal,

" controlabilidade e observabilidade pela escolha de periodos de amostragemn suﬁcwatzemente
) pequenos q&mdo oomparadﬂs cotn A menoT constante de lempo do sasiema I

P ranio a camctensnca éa matriz {c gA C’ {(A’)’C’} é trés, e 0 s:stema e compietamente : : |' o A.l6.3 Cousidere o sistema dé tempo, discréto discutido no Exempi 6 V )

G-t e

’ Detemune a8 fbg:oes de estados inicials no p!anox, ax; que podem_se : transfe:ndas para'a_

a sm;. Semsamnm%o entéo, daEq (1531) :m.j "

o sistema de tempo contimno descrito pelas Eqs. (16.51) ¢ (16.52),
AB] [o.l] o
(81 AB] 1 0l | e
A caracteristica de [I_liﬂﬁ}é.z c.o sistema ¢ de mﬁ’mm’:' t6 o m , .

ciner-[}

Acamncade[{: m'C‘}mnﬁéméZeosasteme compleiamenteobservével

Paraemmdewmpomm )
1->cosT l+cos'f 2(:053?'
e ol ]
{Hi Hy sen T me«{vZoosTsenT

_.'AWMsmdam{B}Gﬁ}eZuemsseT#mr{n 6.1, 2, .. A
camﬁensmde . _ . .

: b ocos T
?; .
[C GC(} [0 senT]

£ impostante réssaltar que o processo de amostragem piora a cantrohbihdade €
mas o sinal de safda amostrado é zevose T= nw. ) Note ghie podenmos evitar semapre d perdada’.

que qualqueér estade inicial pode ser conduzido 4 origem no ‘médximo em dois ri_odvos de

amostragern se.a amplitnde: de u(kT) nio for Bmitada. Entretanto, se a amphmd de ik

limitada, entfio alguns estados iniciais ndo podem ser traasfendos para a origem gm dois

penodosdzamostragem Eiles podem requerer trés, quatro ot mais penodos de m’astragem
Snponha que a a.mpht@e de u(k'f) & limitada, 0 . . . _

iu(kmgl

ongsmmmpenoéodemmtmzdaspawdosdeamm&age + FESE
Saponbaqm'rmim. - Lo

.xi(O)- 't oz
Lz(m] [ 1,7 { (0)1
Como ju(®) = 1, obm :

BOI<07  LOI<1LT
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_ ] ' ' L A regifo limitada pelas Eqs. (16.53) 2 (16.56) ¢ vista na Fig, 16.15, Se o estado-iniciaf esté
Portanto, se o estado inicial estiver sobre o segrento de reta dentro desta regido, entio ele pode ser transferido para a origem em dois penodos de:

. amostragem, ou 2 §.
1,72x,40) + 0,72x,(0) = 0,  —0,72.5 x:(0) 0,72 _ _ .

ele pode ser levado para a origem em um perfodode amosiragem, Ou I s. Estesegmentodersia
¢ visto na Fig. 16.15.

Se impusermos 2(3) = 9, entdo, da Eq. (16.30), obtemos

W) = ~1,58x,(0) — 1. 24x,00)-

u(1) = 0,58x,(0) -+ 0,24x,(0) . '

Problema A.16.4 Considere o sistema de controle de :empo Stimo visto na F:g 162

Referindo-se 4 Fig. 16.4, obtenha a equagio para & curva de chaveamento ACE. Se o quue '
maximo ¢ aumentado. come se alters a forma da curva de chaveamento?-

Supondoque T/ =2 ¢ que a condicio inicial estd no primeiro quadrame do piano H ..
faga um gré:ﬁco de curvas tipicas de e versus !, e w versus 1.

3

Solucie. A equagio da cotva AQ na Fig. 16.4 é
Como ) = T e juIf = I, obtemos 25 seguintes quatro reias;oes nea 4 .

1585,0) + 12400t - (633

| | | e +2te=0
158,00 + L8002 -1 . (e | S
' ' ' oL - A equagdo did curva BO é
05800 + 01 . L T ey oG
0,58%,(0) + 0,24x,(0) = —1 : : s {16.56 . : T
o L . R . . . € - 2’}"8 =0
Xzﬂ. . - . . . .
ds A equagao da curva de chaveamento pcde ser- escma combm.anda—se as duas equaghes
. ! .amem)res cemos&gtae S . .
fegiao p?rgiﬁg, N A mudam;a na forma da curva de chaveameato quando o iorque mé}uma €. aumemado
ars dois . N ¢ © petiody de . pode ser desctita cono segue: Quanto maior o torgue mdximo, mais perto estd a curva de
parfodos de amosiragem chavéamento do eixeo de ordenada no piano de fase A F;g 16.16 mes:ra duas curvas de

ampstragem " o1 ) 1_-___(:1‘!3\*3&1}1&!‘!20 pm dms vajores de T..

Finalmenté; a Fig; 16.17 mostra nmé 2ra3etona tipica de tempo ouma no pianoe««e eas
rrespondentes curvas dee versus feuversust.

F| 1. i L P

. : \
R R ~1\0‘1 203 4 5 xy

—“-2
A B .Tgr.ande
T pequeny .

' Fig. 1615 Regides a partir das quais estados iiciais podem ser levados & origem em umou Fig. 16.16 Curvas de chaveamento para dois valores do torque miximo 7.

dois periodos de amostragem.

0




é e Fun -3 DAraé -2e>0
p : ' ) paraé 4 2¢ <0
4 ; S _
\ . o N - .Aeqm A paraas&njel‘ 6riasé
. [ t .
0O e . 1 1
1 i :
i I L
i - onde K guma ccnstame E:sta aquaq.ao descreve duas familias dé panibaiasnop&anee ~é A
@ ") N o Fg. 15_ 19-mostra « finha de chaveamento ¢ uma trajetdria tipica. Note que alguém poderia
: . . 1 ! : jetoria pdra po ponto P. Na pritica, entretanto, devido 4 existénciz de. -
T I E . ; dé tempo tio chaveéamento, ocorrem desvwsnghn?éa?ge?gaveamenw ta
: S aotigem do plano de fase como visto na Fig m SiSteTRA com
i D wwecﬁmmgmoédempoétﬁmo Masotempode respostaé ramavelmente.__
T .' '_pmaasﬁnahﬁadespréucas} _ ; o
rage:ﬁnaapumdetempomnopimow-e easmespondemescurvasdee E i
_ver.rm't : R
_.Amadecbavnmenmmusustemadecomroieénmowstonaﬁg 162 : :
pmiboEaA 3 como visto na Fig. 16.4. O chaveaménto de torque positive para negativo. .. _
cof idoatiavés de um.computador especializado. Entretanto, uma aproXimagio
rva dé-chaveamento da. em muitos casos, wm resultado tio bom que ndo hd 4

para complicar o controlador introduzindo dispositivosdecomputagioaim . L
sterminar 0 chaveamento Gtimo, Portanto, em muitos casos praticos, pode ser suficiente i
chavcaméntos ocorrendo a0 longo de uma linha reta a0 invés de uma pardbola.
Constdere o sistema v:sto na Flg I6. 18, Fas;aograﬁooda curvade cbavmenm e cle uma

Fig 1'_6,'1_8 _S_is_teth& dé controle.

Sohgm. Dodxag‘amade blocc a squagio da linha de chavmmenw AOB pade serescrita . TR ondex en saéiiéé.tbrés:r'eéis ¢ A ¢ B matrizes reais. l\ﬁ_és:;e@ilc'se OI*e.lbf'de-w'?“"’i"' cagdado
como oo S0 velorest ; . SR e e
é +zg g o o . . D - _' L _ o a m.mB.’Px E .. _ e . _. B (16'5__7)
A"em que descreve o processo é L o o : | ondePé uma matnz samémca real positiva definida %“Sfm“d" a “m‘f’a" d’ q“e
E=u=2 paraé+2%>0 - S R - A’P+PAM-I ' |

w —2  paraé -+ 2e <0
| | entio a origem do sistema € ‘assintoticamente estdvel globalmem.e

Notando que # = 0, temos ¢ = g, Mm, ' Sobacio. Vamos escolher o seguinte V como uma possivel funcio de mpunov

e



Vow x'Pyx i Portanto
Eméo ' . _ A — BK *{ 0 H ] :
" = 1Px + XX SR L ~ky  —k,
= (AP 4 PAxx + w'B’Px -+ x‘PBu ' - - {16.58)
= wxTx -+ 2xPBu B - o L ; _
Se a £q. {16.57) & substituida na Eq. (_16.58}-, vermos @ B B EAs kg, +!c:x1 =0 .

Aehmnagaodexg da Eq. {1662) nos di _'

o —xTx — zxmkpx R A B R S Comoafrequencaa naiura] moamonec:dae espemﬁcada comozm,ts mmS AR

Como BB’ P sempre é posatwa deﬁmda ol positiva sem:daﬁmda 14 wmpre é aegauva’ ; ) T L kl - 4
definida. Como V € positiva definida, V ¢ negativa definida, ef’—vaara xff e acmgem"_ o . SR
do srstema ¢ assintoticamente estavel globaimente B o _ o 0 R Pommto O

_ProhiemA 16.7 (bnmdez‘esszstema de controle descrito por- R - A BK [0 k]
- . . o " AT SN k-4 -.m:
% =Ax+Ba o Sy =T

_ o . _ Coonh o A BKeumamatnzestéveZsek,>9 Noswpmbiemaagoraeadedetemumrovalcrdek;
':'mde _ LT : L . _ A __deta%foamaqueafnd:cededesempenha CLoE : :

'f'%'%-[z:} Al B

'Su.pondo' uma Jei de controle linear o

."Itm'mK.xm 2y “'““kzxz- . ) S . ' (16.60)

determine as constantes kyek;de tal fonna que o seguinte mdace ée desempenho & minkmi- -
zaéo

S o= I x'xdr
C{ms&dere apenas o caso onde a condigio inicial €
x{0) = [ ‘E .
€0 ol

Escélha & freqiiéncia natural ndo azﬁoﬁecida’cé:ﬂo 2 radfs.

saagsu, Substinsindo a Eq. (16.60) na Eq (Iﬁ 59) ob:emos

i;HAowKx ' P
" e

ek ke o (36.61)

- {16.62)

?ara minimiizar J, diferenciamos J com respeito a k; € ¢ ipyalamos a ien? cbmb'z_wgue: :



- @b

Portanto
ky =/

Com este valor de k, temos 337/aki > 0. Portanto o valor minimo de J € obtide substituindo-se
ky = /W ua By. (16.62), ou : _

jmin. = ‘\/2_?‘02

O sistema projetado tem a lei de controle
u == W‘x[ b mxz

O sistema projetado € 6timo no sentido de que ele resuita em um valor minimo para o indice de
desempenho J sob 2 condigdo inicial suposta.

Problema A.16.8 Considere o sistema de controle visto na Fig. 16.9. A equagdo para o
processo é

% = Ax 4+ By ' (16.63)
omde .

M ISIHH K]

ix; g 02
Supondo 4 lei de controle Enear
KR e ky Xy — Kyxy : o (16.64

determine as constantes &, e k, de tal forma que o seguinte fdice de desempenho é minimi-
zado:

J J': (X% -+ wuddt
Solugdo. Substituindo a Eyq. (16.64) na Eq. {16.63), obtemos

o i .
imMmBme(AwBK)xm[ - ]x
—ky kg
Sesupusermosk; &4, constantes positivas. entio A — BK se lorna tuna matriz estdvel e xfw) =
. Pertanto o indice de desempenho pode ser escrito como
J j : x's + xK'Kx) dt
- f: X' + KK)x dt
== X (0)Px(0)

onde ¥ £ deteyminads de
(A — BX)YP + PA — BK) = (1 + KK
on _ '_ _
0 ~k(ifpyy p2] . [Py P} O i {1 & Kt kiky
.[X —kz—l L’u sz- v [Pu Pu] [—k: '—kz] = w[ﬁ 1] - kp ki ]

Esta equagio matricial resulta nas seguintes trés equagles em pyy:

_ ~2k¢pyy = —1 — &k}
Piy = KaPry ~ Kipag == —kiky. :
205 — 2kapyy == w1 - kR

Resolvendo estas trés equagdes para obter o5 py. 1emo§

_ P P2 _ ; %“P%)'F%G;*i"h) —;‘(}%*{“k:) _
Piz Paz %‘(ﬁ' “+ k1) “%“ %; + kz) +2“}fc“;(x1'; e k1).
Agora '

J = 2 (0)Px(0) o S :
[+ B) s B (L k)0 + [+ o)uOmO

+ [«%(f; AL 5%;;(;}; + &) x300)
Para minitmnizar J. fazemos 3J/ok, = 0 ¢ aJjak; = 0, ou
MG+ B+ 1o + (7 + 1)omo +
+ 55 + 1) Mo =0
TR N AR
~ shlE + k) o =0 -
Para quaisquer condigbes iniciais x(0) e x:(0). 0 Wde J se torna minimo quando

ky =1, ky = /3

Note quek, ek, siio constantes positivas como supusemos na solugio. Portanto, para a lei de
- covtrole Gtimo



Kefle, k=01 /3
O diagrama de bloco deste sistema de controle Gtimo € visto na Fig. 16.10com pz = 1,

"Problema A.16.9 Considere o sistema . -

= f{x, n)

. seguznte indice de desempenho,

" que pode ser linear ou nao—knear Deseja-se determmar a Iea de control&ézzmo B g{k} tal que S

J’m"[ L(x,u)dt

' 'érmnmuzado mdeuuaoéhm:adé
Sea cngem do sisteina descrito por

* =f(x, g(x)

"' ¢ assintoticamente cstzwcl e ponanto ex:ste uina fungaa de Llapumv Vix) za| que V{x} 4 .
. negativa definida, entdo mostre que #ma condicio suficiente para um vetor de controle wser. .

étu_m_ ¢ que H(x, ), onde

BE D =4 +Lew o sy

. ¢ pdnimoe com u = 'u,,ou:'

' mm.H(x,u)wmm [d: +L(x, u):!
' dV

ar =y

 Soltugio. Vamos integrar ambos os lados da Eq. (6. 67, ‘Eatdo,

Vo) — V(x(©0) = —J L(x(r),ul(rndx o ey 9

'Cauw & crigem do sistema é assmteucamente estavez x{w} Be V(x(m)) =4{, Bn:ao a Eq
(16 68) setoma o i ;

V(x(en N uxm, u() dz

) Para provarque i) é otamo, supouha que a,{ t) nao é m::mo ) que ovetor de controle udt) nos

daré um valer pequenc de /. Entio

J :L(x(:), wOdr < [TLaw, npd

810

e, T ) o asss

(1669)" B

£ -

' para todo u. Assim,
' Imegrande ambos as Iadcs desza de51guaidade de {} am, obzemos -
" Como V(x(wn -, temos

E 'Emao dasEqs {16 69}&(16 79}

. oade

Enuio .

Note que da Eq. ( 16, 66}, o valot minimo de H(x, 1} ocome emu = ul N.e'te {ambém que, da
Eq. (16.67), este vaior minimo é agiml a zero. Portanto, S

H{x,n)zo

H(x,ug} e L ' +L(x ﬂz}zzo
V(x(exa)) i V(x((})} = wJ. L(x(r), u;(t)) df -

V(x(o))gj L{x(x), u;(t)) .

J ux(:), m(:» i /< J L(x{o, n:{r» o
Isto e nma contrathgao Por:anta ulfrj é o vezor de wmmie o:;rno‘ g

Problema AJ6.10 ConSidere o mstcma

*] -l A1+ JI"I

Dese_;a-se achar a fum;ao de comroic oilmo u tdi que P segumze indice de desempenim

.f .{ (xQx+uu)d: . Qm[éz]

: _' seja :mmrmzado

‘Refegndo-se é mn&:q.ao suﬁcwme patd o Vetor de mmmle Stimo apresentada ae Pro-

'blcma AL6. 9 detenmﬁe o wnaz de contwie oumo u{r)

. '-._‘_'Soiu;io. Vamqs deﬁnar

V--= x'Px

L P = [P= 1_. Plﬁ] |
’ Pz Pz

Voo poaxt + 2pgaxixy + praxd .




e PROBLEMAS

f’ =2p1 %1% + 2paxt + (2paxy -+ 2pyaxyin ' Problema B.16.1 Determine a controlabilidade de estado ¢ a' ebsmaum do sistema
. descrito por R
A Eq (56.65) se torna .
.H(x_,u} -;;w-i-L(x,u) 5 _ : a6y o # =] j%, +lo [u}
o = 2Py xsXa ++ 2p0axd o+ Qpiaxy + 2anz}ll + x} + axk w0 : _ %5 M6 -1 =
'Omnatdeccnunkoumau{t)eaqueie que m:mmlzab‘(x. u). Portanto, diferenciamos H(x.u} i ] ) . ._ L 4 5 § )
_ml‘eimoaue:guaiamawoou o ' R ={ 1 *2
- 3
aH .

' _’3““"“2?123‘1 +2anz o+ 2 = 0

deqneobtcmos : R : S % 'isi 1 -:;- x,(s)

) o - o . L ) o A ';_: U(SE“; _v
_-SubsnmmdaaEq {16. 72338&; {16, 71)clgttalandooresw:adoazm, ohtemos o o !
x?(l —ph) “‘I" x:%3(2p11 — 2p12P22} 4+ X3 g 4 2psa “"Piz) 0

ulnma egilagio deve valer para qualquer x| e x,. Portanto, impomos

B I”szmﬁ
'Pn = P1aprz = 0
ﬂ"}‘zPu Pizmo

< Y(s)

{Nate qtie esta.s trésg equa:;oes em py Sic idénticas aqucias obtidas no Exemplo 16 12}
Resolvendo estas trés equagdes simultaneas para py, Pz € Pr, impondo que P seja positiva
deﬂmda obtemos

-Pu=~‘#+2s Piz =1, Pumv

Aieadewntroieonmoémtﬁodadapor _ _ ' _ :

Comestalm aeqmadcestadodus:stemscmma

A a[z L)+ (s - e
mum ﬂ.t‘J Comdmc o sistera descrito por

(=13 =) I _

ty —1 8+ ' . o _. - . _ . %y A 1 0 )Xy a
TR i b s

Note que a matriz de cocficientes nesta dltima equagso & esthvel, meamdo: H *3 ._3“ R IEIRLA

nmémmmweammmamém : o 0 0 Auilx

.. Fig 1620 Dmgramas de fluxo de sinais de sistemas.

l’rabimu B lﬁd. Séo 08 sistemas vistos pas F:gs N m(a) e (h) wmléms e absmva\rets" :

o1 3



Determine as condigdes ema, b, e ¢ para controlabxhdade compieta de estado, Probjems B.16.8 Faga um grifico de plano de fase do sistera msto na Fig__: ;&22‘ . .

Problema B.16.4 Cons:den: o sistema descrito por

% fa b”;{x,? r
L&jwic d} ix;.’ 3‘1[“]

JR | sts+t} [

y=N 02* J S
: ..xz : o _ - Fig. 1622 Sistema de controle.
'Detemzzneas condigGes ema, b ced commlab:hdade o0 le:ade estadoe abservahw * oo
dade compieta. % _ pare P . o | Problems B.IG 9 Considere ° sastema descnw por
Prabienﬁil.lé,s Consid'er.eosistema o S o S i &X, x(ﬂ)—e

:-tmde

B RN
sG]

Mostre que a saida y € independente da funciio de controle u.

Problema B.16.6 Suponha que um sistema mecinico vibratério é descrito por

= Ax+Bu

onde mhhman 6 50 -._Cesnsldere o swtema wsza t:a ng 16 23 Detenmm o valor do ganhoK de
tat forma giie ocoeficiente de amortecitiento{ do sistema a malha-fechada sejaigual a0.5. Em -
seguida calcuie afx‘equencia naturai nao-amnmdam,.do s:stema a malha-fechada Supondo
que (0} = Ie qne {0 -calcn!e : _ _ e

x = vetor de estado {vetos n-dimmensional}.

u = vetor de entrada {vetor r-d:menszonal)
- A = matriz consfante n X n )

B = matriz constante n X

e"(t) d't

A e
Tlis+tHRs +1)

Determine a cor:dl;aa em A e 5 de tal forma qae todcs 0s modos de oscilagdo podern ser
exmtadm . S S .

X
1
L J

Problems B.16.7 Ccmssdere [ élstema de contmlc de tempo Stimo visto na Fig. 16. 2;
Obtenha a equaghio dz curva de chaveamento. Faca um grifico da carva de chaveamento no
plzmo H £ mostre aigumas trajetonm de lempo étum tipicas. .

¥

Elemants do chaves. J ¥ 21| 1 ¢ T o S ' :
mento de tampo. Stima [ i als #1Y PR A X = {xl]’ ©OA [0 I] "B = [o:l
tai que o segumte mdice de desempenho seja minimizado:

¥ig. 16.21 Sistema de controle de tempo Gtimo. S : ' o J= L, (%'x - w'u) dt

014 :. _ | _. . . . o _ S o15
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mais-derivada de, 274
- - e especificages de resposta
transitéria, 266-271
- - efeitos de um zero nos luga-
res das raizes de, 386
- - equacgoes diferenciais de
primeira-ordem a partir
de, 641
- - fregiéncia natural amorte-
cida, 259
- - grificos de lugar das raizes
para, 159
- - relagoes entre a resposta
transitéria ao degrau ¢ a
resposta em freqiéncia,
493
- - Tesposta
- - - a degrau de, 258
- - - impulsiva, 271
- - servomecanismo, 255
- de tempo
- - discreto, 702
- - - amostrador, 706
- - - andlise :
- - - - de estabilidade, no plano
z, 732
- - - - pela transformada z, 706
-~ --por espago de estados,
706

- - - controle de tempo otimo
de, 870

- - Otimo, 850

- de terceira-ordem

- - resposta & degrau unitdrio

de, 280
- de trafego, 11
- de transmissdo por engrena-
gens, 143
- de velocidade, 3, 8, 9
- diagrama de blocos de um, %6
- dindmico
- - estado de um, 750
- - varigveis de estado, 750
- efeito(s)
- - de ndo linearidades ineren-
tes na precisdo estatica,
610
- - do elemento de medida no
desempenho do, 178
- eletromecanicos, 104
- em cascata
- - fungdo de transferéncia glo-
bal da combinagao, 452
- em malha
- - aberta, 6, 7
- - fechada, 4, 4
- - com realimentagdo ma-
nual, §
- - - manuais, 5
- - - sujeito a um distirbio, 99
- - - versus malha-aberta, 7
- erTo estacionario, 247
- especificagoes de desempe-
nho, 540
- estabilidade
- - absoluta, 247
- - relativa, 247
- estado de equilibrio do, 811
- fisicos
- - dedugdo de fungdes de
transferéncia de, 103-129
- grificos de fluxo de sinal para,
137

- indice de desempenho, 337

- lineares, 77

- - andlise

- - - de estabilidade de, 819-826

- - - de plano de fase de, 666-
671

- - equivalentes, 78

- - grifico de fluxo de sinal
para, 137

-- inyariziveis np tempo, 77

- - principio da superposigio,
77

- - varidveis no tempo, 77
- malhas de reali tagio nos,
219

- MAr

gem
+ - - de fase, 492

- - de ganho, 492

- mecénicos, 104

- modificagio na dindmica da

planta, 541

- monoestivel, 634

- multivaridvel, 129

- nio lineares, 78

- - abordagens usadas na and-
lise e projeto de, 610

- - andlise de, através da fungéo
descritiva, 620-625

- - aproximagio linear de, 91

- - dependéncia freqiiéncia-
amplitude, 604 )
_ - estabilidade de, anilise,
© B30-837 )
-- com miiltiplos va-
lores, 606
- - ressonfincias com saltos,

- - solugdes em computador,
611
- niio linearidades
- - inerentes, 609
- - intencionais, 609 .
_ niveis basicos de hierarquia,
segundo Gibson, 898
- puméricos, 9
- observédvel, 852
- Operagao estacionaria do, 679
- otimalizantes, 898
- otimizagéao de, 342-347
- 6timo, 848
. - baseados em indices de de-
sempenho gquadraticos,
850, 882-887
- - indices de desempenho, 848
- passivo, 84
- pneuméticos, 180
- por computador, 10
- poténcia nos, 610 )
- problemas basicos no projeto
- projeto, 14
- proporcional com carga de
inércia, 213
.- realimentado, 3
- regulador automético, 3
- reprojetamento do, BO96
- requisitos gerais, 13
- resposta :
- - em fregiiéncia para projeto
de, 545 4
- - transitoria do, 247
- rotacional mecénico, 81.8/
- - lei
- - - de Kirchhoff, 83
- - - de Newton para, 82
- sinais de teste tipicos, 246
- sumario dos métodos de com-
pensagio de, 587-593
- teoria de controle moderno,
750
- térmicos, 125
- - resisténcia de, 125
- translacional mecénico, 80

- - equagédo diferencial linear

invariante no tempo, 80
- - fungéo de transferéncia, 80
- - lei de Newton, 80
Soma de convolugao, 722
Sorvedouro, 134, 134
Steepest-descent, 898
Subtracio de matrizes, 62
Supressio assincrona, 609
Sylvester, critério de, 814

T

Tacometrofs), 275

- AC, 276

-DC, 275

Taxa

- de corte, 500

- de restabelecimento, 176
Tempo morto, 394

- aproximagao de, 398
Teorema

- da diferenciagio complexa,

346
- da integragdo real, 344
- de Cauchy
- - e transfermada z inversa,
719
- de extensao analitica, 27
- de Krasovskii, 831
- do mapeamento, 468
- - aplicagdo na andlise de esta-
bilidade de sistemas de
matha-fechada, 468
- principal sobre estabilidade
de Liapunov, 816
Teoria
- de controle, 12 o
- - convencional, limitagoes,
749 .
- - moderno versus teoria de
controle convencional,
750
- de sistemas
- - fluidos, 219
- - digitais fluidos, 223
Trajetérials), 639
- circular, 638
- e pontos singulares, 660
- método(s)

- - analiticos para’ construir,

645 -

-- co,
- nsr::ﬁlano de fase, 640
Transdutor, 5, 704

* _a dados amostrados, 704
- analégico, 704
- - -digital, 704
- digital, 704
- - -analégico, 705
Transferéncia de calor
- por condugao, 125
- por convecgao, 125
- por radiagao, 126
Transformagdo inversa, 42
Transformada(s)

- - - degrau, 27
_-_.ug;;?::ilﬁo.ISI
- - - exponencial, 25
- - - impulso, 30

- - - pulso, 30

- - - rampa, 28

- - - senoidal, 28

- - - transladada, 29

- - integral de convolugao, 38
.- mudanga de escala de
tempo, 32 s o
- - maresolucio de equagdes di-

ferenciais lineares, _49-50
- - para solugao de equagoes de

- - - da integragao, 37

- - - do valor .

- - --final, 36

- - - - inicial, 37

- inversa(s) de Laplace

- - de uma matriz, 771

- - método da expansio em fra-
coes parciais, 42 .

- - - polos

- - - - complexos conjugados
45 .

i - - - distintos, 43

- - - - miltiplos, 47

- - para sistema de segunda-
ordem, 259

-z, 706,710

- - inversa, 716-719

- - - eXpansao

- - - - em fragbes parciais, 717

- - - - em uma série infinita d

poténcias, 716
- - - integral de inversdo, 718
- - propriedades da, 711, 717

Transmitancia, 133 .
Transposta

- conjugada, !

- da matriz, >° .

Valor do pico de ressonincy
b L 3

Valvulas atuantes pneumats
cas, 186 e e

- diagrama esquematico de,

Van der Pol, equagao de, 6.

Variavel(is)

- complexa, 20 .

- de estado, 750

- - nAc-unicidade do conjug
de, 755

Vazsonyi, diagrama de, 483

Vetor

- coluna, 58

- de estados, 751

- linha, 58 .

-n, 58 .

Volterra, equagoes de con
ticdo de, 12

Z .

Zero(s), 24 —— t.r'.‘-
- adigao de, na funcéo de
feréncia de ma]ha-ab‘.

545
Zona de sincronismo, 603.
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