DISPOSITIVOS
ELETRONICOS
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14.1 INTRODUCAO

Neste capitulo examinaremos a resposta dos elementos bdsicos, o resistor (R), ¢ indu-
-tor {L) e o capacitor {{), & aplicacdo de tensdes ¢ correnies senoidais, prestando espe-
cial atengfio ao efeito da fregiiéncia sobre as caracteristicas de “oposiciio” de cada ele-
mento, Ap6s isto introduziremnos a nogfo de fasor de modo aestabelecer um método de
“andlise que possibilite uma correspondéncia direta com varios dos métodos, teoremas e
.conceitos introduzidos nos capitzlos em que trabalhamos com comrentes continuas.

14.2 A DERIVADA

Para compreender a resposta dos elementos bésicos (R, L e €) a um sinal senoidal é
meito importante examinar o conceito de derivada com algum detalhe. Nio serd ne-
cessdrio que vocd desenvoliva grande habilidade na técnica matematica, mas apenas que
compreenda o sigaificado de uma relaglio definida por uma derivada,

Na Secfio 10.11, como o leitor deve se lembrar, definimos a derivada dx/dr como
sendo a taxa de variacio de x em relacio ao tempo. Se nfo houver variacio de x emum
instante particular, dy = @, e a derivada serd nula. No caso de uma forma de onda senoi-
dal, dx/dt serd zero somente nos madximos e minimos {af = /2 e or = In/2 na Fig.
14.1}, pois x nfio varia nesses instantes. O valor da derivada dy/df em um ponto € iguat
ao coeficiente auguiar da reta tangente ao grifico neste ponto,

Um exame cuidadoso da onda senoidal nos permite notar também que a variagio de x
¢ mixima para a¥ = {, me 2n. Logo a derivada € maxima ou minima nestes pontos, de-
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Fig. 14.1 Pontos onde a derivada de uma sendide assime seus valores mdximo e minime,
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Fig. 14.2 Grdfico da devivadu da fungdo senoidal da Fig. 14.1.

sempenho do sinal. Em 0 e 2% temos a maior taxa de crescimento
para x e o sinal da derivada é positivo. Em @ = %, x varia com a
mesma rapidez do que em 0 e 25t, mas o sinal da derivada é nega-
tivo, pois x estd decrescendo, Assim, a derivada € méximaem O ¢
27 e minima e % Para outyos valores de o, a derivada tem valo-
res compreendidos entre 0 mintimo e o méximo. O grafico da deri-
vada, que aparece na Fig. 14.2, ilustra um fato bem conhecido:

a derivada de uma sendide é uma co-sendide.

O valor de pico da co-sendide ¢ diretamente proporcional &
freqiiéncia da sendide original, Quanto maior a freqiiéncia, mai-
or a inclinagio no ponto em que a curva corta o eixo horizontal
e portante maior o valor de dx/df nesse ponto, como ilustra a Fig.
14.3 para duas freqiiéneias diferentes. :

Observe na Fig. 14.3 que, embora as duas fungdes tenham o
mesmo valor maxime (x, e x,), no caso da sendide de maior fre-
giidncia temos uma derivada de maior amplitude. Além disso,
BoOte que

a derivada de uma sendide tem o mesmo periodo e a mesma

RESPOSTA DOS ELEMENTOS BASICOS R, L E C A UMA TENSAC OU CORRENTE SENOIDAL 11 367

a derivada pode ser determinada diretamente por diferenciacio
{curso bidsico de cdleulo). O resultado € o seguinte:

(1.1}

O mecanismo do processo de diferenciagiic no serd discuti-
do ou investigado neste texto, nem serd necessdrio posteriormen-
te,-Observe, no entanto, gue o valor maximo da derivada, 2r/E,,,
depende da freqiiéncia e(?) e que a derivada de uma sendide ¢ uma
fungio co-sendide,

14.3 RESPOSTA DOS ELEMENTOS
BASICOS A, L E C A UMATENSAQ OU
CORRENTE SENOIDAL

Agora que estamos familiarizados com as caracteristicas da de-
rivada de uma funciio senoidal, podemos investigar a resposta dos
elementos basicos R, L, e C a uma tensdo ot corrente senoidal.

Resistor

No caso das fregiiéncias utilizadas em linhas de transmissio ¢
também para freqiiéncias até umas poucas centenas de quilohertz,
o efeito da freqiiéncia sobre o valor da resisténeia € praticamen-
te nulo. Nesta faixa de fregiiéncias, portanto, o resistor R da Fig.
14.4 pode ser considerado constante e a definigo de resisténcia
pode ser aplicada como s¢ segue. Para v =V, sen o,

N Vapsenat V), f = L sen wf
o e T S SRR G @
R R R e

freqiiéncia que a fungdo original. onde
No caso de ama tensio senoidal
(14.2)
e(y = E,, sen{wf x &)
H>h

Inclinagio maior

Pico positivo

Pico negativoe

mclinagho menor

Pico positivo menot

\Pim negativo
menod

Fig. 14.3 Efeito da fregiiéncia sobre o valor de pico da derivada.



368 1 OS ELEMENTOS BASICOS E OS FASORES

Fit. 14.4 Resposta de um elemento vesistivo a nma corrente senaidal.

além disso, para uma dada corrente f,
v o= iR = Al senwt)R = R senawt =V, senwt

onde

(14.3)

O grifico de v e i {Fig. 14.5) mostra que

no caso de um elenento puramente resistivo, g tensio entre
seus terminais e a corrente gue o afravessa estdo em fase e a
relacdio entre os valores de pico das duas grandezas é dada
pela Eq. (14.3),

Fig. 14.5 Em um elemento resistive a tensdo e o corrente estdo em fase.

indutor

Para a configuracio em série da Fig. 14.6, a tensfo v, do
elemento no interior da caixa se opde & da fonte, reduzindo as-
sim a corrente £, O valor da tensio entre os terminais deste ele-
mento € determinado por sua oposicio ac escoamento de carga,
ou seia, # corrente . No case de um elemento resistivo, observa-
mos que a oposicio se deve & resisténcia e que V.., € © estio
relacionados por Uy, = IR

Ne Cap, 12 mencionamos o fato de que a fensio entre os ter-
minais de um indutor ¢ diretamente proporcional 4 taxa de vari-
agio da corrente que o atravessa. Assim, quanto mais alta for a

Fig. 14.8 lhustrapio de como wn elenento se opée i passagem de cor-
rente.

Fig. 14.7 Hustragde dos pardmenros que determinant a aposicdo de wn
indutor i passagem de corvente.

freqiiéncia, maior serd a taxa de variacio da corrente que percorre
© wdutor e maior o vajor da tensiio induzida, Vimos também que
a indutancia afeta a taxa de variagfio do fluxo magnético no in-
dutor para uma dada variacio da corrente. Quanto maior a
induténcia, maior a taxa de variagdo do {luxo, e maior a tensfo
entre 08 terminais do induotor,

A tens@io no indator €, portanto, diretamente proporcional 4
fregtiéncia {ou, mais especificamente, a fregiiéncia angular da
corrente alternada sencidal que o atravessa) e & induténcia do
elemento. De acordo com ¢ gue foi dite acima, quando fe £ da
Fig. 14.7 aumentany, 2 tensfio v, também aumenta.

Comparando as Figs. 14.6 e 14.7, vemos que a valores maio-
res de ¥, correspondem maiores valores de oposicio na Fig. 14.6,
Como b, aumenta com @ (= 2% ¢ com L, a oposigdc de um
elemento indativo tem a forma definida na Fig, 14.7.

Vamos agora, utilizando uvma abordagem mais matemdtica,
confirmar algumas das conclusbes anteriores ¢ em seguida definir
certas grandezas importantes que serdo empregadas em segdes e
capitulos posteriores,

Aplicando os couceitos estudados no Cap. 12 ao indutor da
Fig. 14.8, temos:

Ly =

A derivada € dada por:

d _ 4 0=l 1

— = — ) = COS !

d{ df an SEN L) GMy,, COS 2
Logo,

1
by o= L E; w L, cos wf) = wlf, cos wf
ou
vy =V, senfwr -+ 90%)
onde
‘;ﬂT = wI‘IHI

—we iy = F, e 028
e

Fig. 14.8 Resposta de um elemento indutive a wma cerrente senoidal,
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o, adianeada de 907 em relagloa 4

Fig. 14.9 Para um indutor puro o tensdo estd adiantada de 90° em
relacdo @ corrente.

Observe que o valor de pico de v, € diretamente proporcional
a w{= 2nf) e a L, como previmos na discussdo anterior.
O grifico de v, e {, na Fig, 14.9 mostra que

para um indutor, v, estd adiantada de 90° em relagdo a i;.
Se incluirmos uma {ase inicial s expresso de 7, fazendo por
exemplo
iy, = I,sen{et * §)
entio
vy = whl,seniwt & 8 + 90%)

A oposigiio causada por um indutor em um circuito de cor-
rente alternada senoidai pode agora ser calculada a partir da Eq.
{4.1%

afitali]

Efeite = ———
oposiglo

que pode ser escrita na forma

- catisa
Oposicio = J’
efeito
Substituindo os valores, obtemos
. v ol
Oposicio = —2 =~ = yf
' I I,

em concordincia com a conclusdio qualitativa anterior,
A grandeza oL, denominada reatdncia indutiva, é simboliza-
da por X, ¢ medida em ohms: :

(14.4)

{ohms, {})

Em termos de tensfo e corrente, @ reaténcia indutiva € dada por
uma equagao andloga 4 definigfo de resisténcia:

{ohms, ) {14.5)

A reatfncia indutiva é uma oposigiio & corrente que resulta em
uma troca continua de energia entre a fonte e o campo magnéti-
co do indutor. Em outras palavras, a reaténcia indutiva, ao con-
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trdrio da resisténcia (que dissipa energia na forma de calor), ndo
dissipa energia (ignorando os efeitos da resisténcia parasita do
indutor).

Capaciior

Vamos retornar & configuragio em série da Fig. 14.6, usando agora
o capacitor como objeto de estudo, No caso do capacitor, no entan-
{0, determinarernos a corrente / para uma dada tensdo entre seus
terminais. Quando concluirmos a andlise, a relagio entre tensio ¢
corrente serd conhecida € a tensfio de 0posi¢o { Uy poderd ser
determinada para gualquer corrente senoidal £

Nossa investigagio do indutor mostrou que a tensfo induzida
em um indutor se opde A variagho instantinea da corrente no in-
dutor. No caso de circuitos capacitivos, a tensio entre 08 termi-
nais do capacitor ¢ Himitada pela taxa com que a carga € deposi-
tada nas, ou retirada das, placas do capacitor durante as fases de
carga e de descarga, respectivamente, Ein outras palavras, uma
variaco instantanea da tensdo entre os terminais de um capaci-
tor sofre uma oposi¢do devido ao fato de que ¢ necessirio um
tempo finito para alterar (depositar ou retirar) a carga em suas
placas e V = O/C,

Como a capacitincia é uma medida da rapidez com que um
capacitor armazesa carga em suas placas,

para uma dada variacdo da tensio entre os terminais de wmn
capacitor, quante maior o valor da capacitdncia, maior serd
a corrente capacitiva resultante.

Além disso, a equacfio fundamental que relaciona a tensdo
entre os terminais de um capacitor & corrente que atravessa [{ =
C{d /)] mostra que

para uma dada capaciténcia, quanto maior o taxa de
varigedo da tensdo entre os terminais de um capacitor, maior
a corrente capacitiva.

E claro que um aumento da fregiiéncia corresponde a usm au-
mento da taxa de variaciio da tensfo enire os terminais do capa-
citor e portanto a um aumento da corrente no capacitor,

Vemos assim que a corrente em um capacitor ¢ diretamente
proporcional i fregiidncia (ou, mais especificamente,  freqiién-
cia angular) e & capacitincia do elemento. A corrente no capaci-
tor aumentard se aumentarmos qualquer das duas grandezas. No
caso da configuracio basica da Fig. 14.10, no entanto, es{amos -
interessados em determinar uma expressio para a oposiglo exer-
cida por este elemento, andloga & resisténcia R de um resistor ¢
ao produto @l no caso de um indutor. Como wm aumento da
corrente implica uma menor oposi¢io e . € proporcional a @ e
C, a oposigdo exercida por um capacitor € inversamente propor-
cional a @ (= 2 e C. '

Vamos agora, como fizemos no caso do indutor, confirmar
algumas das conclusdes acima usande uma abordagem mate-
maética.

Fig. 14.10 Hustragdo dos pardmetros gue determinam a oposicdo de
um elemiento capacitive & passagem de corrente.
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Fig. 14.11 Resposta de wm elemento capacitive & uma correnie senot-
dal.

Aplicando os conceitos estudados no Cap. 10 ao capacitor da
Fig. 14.11, temos:

dv-
= C‘ N
‘e di
A derivada é dada por:
dv d
-2;C— = P {(V,, senwf) = wV,, cos wi
Logo,
dv :
i = O —d_:_ = ({wV,, cos wi} = @V, cos wf
o
ic = Lsen(wr + 90°)
onde

Iﬂi = wclxﬁi

Note gue o valor de pico de i é diretamente proporcional a @
(= 21t e €. como previmos na discussiio anterior,
O gréfico de v, e i, na Fig. 14.12 mostra que

para um capacitor, i estd adiantada de 96° emn relagdo ¢ v,
Se incluirmos uma fase inicial na expressio de v, fazendo
por exemplo

ve = Vysenfwt = §)

entdo

i adigntada de 90" emrelagioa o,

V

L

Fig. 14.12 A corrente em um elemerito puramente capocitive estd adi-
antada de 90° em relagdo 4 tensao.

e = wCV, senlwt £ § -+ 90%)
Aplicando agora

causa

Oposicio = -
posis efeito

e substituindo os valores, obtemos

O iclio = Vm - vm e 1
O = WV,

wC

em concordiincia com a conclusdo qualitativa anterior.
A grandeza 1/oC, denominada reardncia capacitiva, € sim-
bolizada por X,- e medida em ohms:

(chms, ) (14.6)

Fmtermos de tensdo ¢ corrente,  reatincia capacitiva € dada por
uma equacio andloga i definigio de resisténcia:

{chms, &) (147

A reaténcia capacitiva é uma oposigho & corrente que resalfa em
uma troca continua de energia entre a fonte e o campo elétrico
no capacitor. Do mesmo modo gque wn indetor, um capacitor ndo
dissipa energia (se ignorarmos os efeitos da resisténcia de fuga).

Nos circuitos gue consideramos até agora, foram dadas a cor-
rente no circuiio indutivo e a tensdo po circuito capacitivo. Agi-
mos assim para evitar ¢ uso de integragio no caleuio das gran-
dezas desconhecidas. No caso do circuito indutivo,

€ portanto

(14.8)

Para o circuito capacitive,

. .dUC
fe=C ot

¢ poriamto

{14.9)

Dagui a pouco vamos discutir um método de andlise de cir-
cuitos de corrente alternada que permite determinar o valor de
uma grandeza desconhecida sem necessidade de recorrer 4 inte-
gracio ou i diferenciagdo, contanto gue a forma de onda de en-
trada seja senoidal.



A

¥ possivel determinar se um circuito com um o mais elemen-
tos € capacitivo. indutivo ou resistivo observando a relagio de
fase entre 4 tensio e a corrente de entrada,

Se a corrente estd adiantada em relagdo & tensdo aplicada, o
circuito é capacitive; se a corrente estd atrasada em relagdo
{ tensdo, o circuite é indutive; se a corrente e a tensdo estio
em fase, o circuito é resistivo.

Como j4 sabemos como calcular as reatincias dos indutores e
capacitores, néo hd necessidade de usar derivaciio ou integragio
nos exemplos a seguir; basta utilizar uma relaciio andloga & defi-
nicio de corrente, I, = E,/X, ou I, = E /X, e levar em conta o
fato de que existe uma diferenga de fase entre 4 tensio e a cor-
rente nos circuitos indutivos e capacitivos.

EXEMPLO 14.1  Para as tensBes aplicadas a am resistor da-
das nos itens a e b a seguir, encontre as expressdes para a cotren-
te, sabendo que a resisténcia € 10 L. Esboce os graficos de ve /.
a. v = 100 sen 377¢

b. v = 25 sen (377 + 60°)

Solugdes:
a. DaEq (142 i, =
Como Ue iestio em fase, (emos:

i= 10sen 377t

As curvas de v e { aparecem na Fig, 14.13.

b. Da Eq. (14.2): 1, = -

Como v e { estio em fase, temos:
i =25 sen (377t + 66°}

As curvas de ve i aparecem na Fig. 14.14,

Fig. 14.14 Exemplo 14.1b},
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EXEMPLO 14.2 A corrente em um resistor de 5 €3 é dada por
{ = 40 sen (377 + 30°). Determine a tensiio entre os terminais
do resistor. '
Solucdo: Da Bq. (14.3):

V,=I.R=(40A)58) =200V

Como v e i estdo em fase, temos:

v = 200 sen(3T7t + 30°)

EXEMPLO 14.3 A corrente em um indutor de 0,1 H é dada
nos itens a e b a seguir. Encontre em cada caso a expressio para
a tensdo entre os terminais do indutor. Esboce as curvas de vel.
a. §= 10sen 377t

b, = 7 sen (377¢ — 707

Solucdes:
a, DaEq. (144)

X; = wl. = (377 radfs)(0,1 H) = 37,7 {}
Da Eq. (14.5)
vV, =LX = {0AY37TT Oy =317V

Sabemos gue no caso de um indutor v estd adiantada de 90 ermn
relagdo a §. Assim, '

v = 37T sen(377¢ + 90°)

As curvas de ve { aparecem na Fig, 14,15,

vy \\
v adiantada de 50" em
relacioai

Fig. 14.15 Exemplo 14.3{a).

b.. .O valor de X, amnda & 37,7 £); assim,
Ve = 1.X, = (TA3TT )= 2639V
&, como para um indutor U estd adiantada em relaglo a f de 90°,
o = 263 8sen(377t — 70° + 80%)
€ portanto
v = 2639sen(377f + 20°)

As curvas de ve i aparecem na Fig. 14.16
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V, = 2639V

L 4

\\* padiantada de 90° em relag@oa !

Fig. 14.16 Exemplo 14.3(b).

EXEMPLO 14.4 Damos a seguir a expressiio para a tensio
entre os terminais de vma bobina de 0,5 H. Qual € a expressiio
para a corrente na bobina?

v = 100 sen 20t
Solucdo:

XL = o, (2{} Iﬁd{S){O,S 1{) =108

V, FHUEAY
m = .f" =" = 10A
Xy

¢ 196

Como { estd atrasada de 90° em: relacio a v, temos:
¢

i = 10 sen{20¢ — 90°)

EXEMPLO 14.5 A expressio para a tenso entre os terminais
de um capacitor de | YuF ¢ fornecida a seguir. Qual € a express#o
para a corrente? Faga um eshoco das curvas de v e i

v = 30sen400¢

Solugdo:
Da Eq. (14.6):
Xp= L = 1 -0 s
7 wC  (400rad/s)! X 107°F) 400
Da Eqg. (14.7):
fo=m= 20V 001204 = 12mA
T Xe 25000 Taem

N\ v, =30V

P~ adiantada de 90° em
relacio a v

Fig. 1417 Exemplo 14.5.

i

Como nos capacitores  estd atrasada de 90° em relag8o a v, temos:
i = 12 % 107" sen (400¢ + 90°)

As curvas ve § aparecem na Fig, 14,17,

EXEMPLO 14.6 Damos a seguir a expressio para a corrente
em um capacitor de 100 u¥. Encontre a expressic para a tensio
entre 0s terminais do capacitor.

i = 40 5en{300¢ + 60°)

Sofugdo:

YL e 1 L 100 10°Q
T wC (500 radfs)100 X107 F § X 10 5

= 200

Vi = DX = (A0 AM206 (1) = 800V
Como nos capaciiores v esté atrasada de 90° em relagio a i, ternos

v = 800sen(300r + 60° — 607

v = 868 sen{800¢ — 367

EXEMPLO 14.7 Dados os pares de expressies para tenses
e correntes a seguiz, verifique se o elemento epvolvido € um ca-
pacitor, um indutor ou um resistor ¢ determine os valores de C,
L e R se houver dados suficientes para isso (Fig. 14.18);
a. 0= 100 sen {wr + 40%)

Po= 20 sen (ay + 409
b, U= 1.000 sen (377t + 1)

i = Ssen {377t — 807
c. u= 500 sen (1537¢ + 307

i = 1sen (157t + 1207
d. v = 50 cos {ex + 20°)

i = 3 sen (or + 1107

Solucbes:
a. Como v e { estio em fase, o elemento & um resistor e

'Vm IGOV
R oo o e S
1, 20A 34

b, Como v estd adiantada de 90° em relagdo a i, o elemento é
um indutor e

Ve 1000V
X, == - w200
ETog SA

Fig. 14.18 Exemplo 14.7.
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de modo que

¢ portanto

2000 - 200 £}
w 377 rad/s

¢. Como i estd adiantada de 90° em relagdo a v, 0 elemento €
am capaciior ¢

V, _ 500V

= T k= 5 R

Xe A A 00 £2

de modo que
Xp = = 500 0
ol

¢ portanio

t 1 -

C = 12,74 uF

TS00 4 (157 rad/sy(500 )

d. v o= 30 cos(ewr + 207 = SOsen (o + 20° 3 90°%)
50 sen(wt + 1107

i

Como v e § estdo em fase, o elemento € um resistore

v, S0V
Il =100

R =
L. SA

Comportamento de Indutores e
Capacitores em Regimes de Corrente
Continua, Alta Freqiiéncia e Baixa
Fregiiéncia

Nos circuitos de corrente coulinua, a fregiiéncia € nula ¢ a rea-
tincia de um indator € dada por

X, = 25fL = 2m(O)}. = 0 £

Justifica-se portanto a substituigiio de indulores por curto-circui-
t0s em circuitos de corrente continua (Cap. 12). Em altas freqiién-
cias, XLT @ Zﬁﬂ L tem um valor muilo elevado € em algamas
aplicactes préticas o indutor pode ser tratade como se fosse um
circnito aberto. Em forma de equacio,

{14.10)

de, fe= O Mz

£ fregiiéncias muito altas (14.11)
Nos circuilos de corrente continua, a reatdncia de um capaci-
tor € dada por

i 1

=T e -0

Xe
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Justifica-se portanto a substituigio de capacitores por curto-cir-
cuilos em circuitos de corrente continua. Fmn altas fregiiéacias,

¢ muilo pequena, ¢ em algumas aplicacdes priticas o capaci-
tor pode ser substituido por um curto-circuito, Em forma de
equacdo,

(14.12)

de fe O He

{14.13)

f= fregiidncias muaito alias

A Tabela 14.1 mostra as conclusSes desta seglio.

Tabela 14.1

Efeito de fregliéncias altas ¢ baixas sobre 0 comportamenio de
indutores e capacitores

Medidas do Angulo de Fase entre a
Tensao Aplicada e a Correnie Fornecida
por uma Fonte

Agora que estamos familiarizados com as relagdes de fase e en-
tendemos como os diferentes elementos afetam a relagfo de fase
entre tensdo e correnle, podemos discutir o uso de osciloscdpio
para medir diferengas de fase. Como j& vimos em discussdes
anteriores, o osciloscdpio mostra apenas a variagio de uma ten-
s&0 com o tempo. Agora, porém, gue sabemos que a tensdio entre
0% terminais de um resistor estd sempre em fase com a corrente
gue 0 alravessa, podemos considerar a fase da tensdo entre os
serminais de um resistor como sendo a fase da corrente. Supo-
nha, por exemplo, se deseje determinar a diferenca de fase cay-
sada pelo sistema desconhecido na Fig. 14.19(). NaFig. 14.19(b)
um: resistor foi ligado em série com um dos terminais do sistema
¢ 0% dois canais de um osciloscopio de trago duplo foram conec-
tados do modo visto na figura (quase todos os osciloscopios
modernos podem exibir as formas de onda de dois sinais ao
mesmo tempo). Um dos canais € usado para mostrar a tensdo de
enlrada b, € 0 outro para MoStrar by, como ihustra a Fig. 14.19(c).
Como jé observamos, U, e i, estio em fase ¢ portanto a diferen-
ca de fase mostrada na Fig. 14.19(c) ¢ também a diferenca de fase
entre v, e i,. Assim, introduzindo ne circuito vm resistor “de pro-
va” (um resistor de valor tal que nfo modifigue o comportamen-
to do sistema), é possivel determinar a diferenga de fase introdu-
zida pelo sistema ¢ o valor da corrente no circuito. Os detalhes
sobre as ligagdes que devem ser feitas e sobre a medigéo da dife-
renga de fase em um caso concrelo serdo deixados para experi-
éncias de laboratdrio,
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S

Canal v;

(a}

v, adiantada de § em relaglio a v, (i)}
{circuito mdutive}

€b) (e

Fig. 14.19 Uso de wn esciloscopio para determinar a diferenga de fase entre a tensio aplicada e a corrente da fonte.

14.4 RESPOSTAS DE FREQUENCIA
DOS ELEMENTOS BASICOS

A discussdo da Secio 14.3 foi limitada a uma dnica freqiiéneia.
Como varia com a fregiiéneia a oposigio exercida por um ele~
mento resistivo, indutivo ou capacitivo? Vimeos na dltima segio
que a reatdncia indutiva aumenta com a freqiiéncia, enquanto a
reatfincia capacitiva diminui, Qual €, no entanto, ¢ padrio para
este aumento ou diminuigio? Ele se estende indefinidamente?
Como a freqiiéncia dos sinais aplicados pode vaziar de uns pou-
cos hertz até megahertz, é desejdvel que estejamos a par dos efei-
tos da fregliéncia sobre as reacOes dos elementos do circuito,

R

Supusemnos até agora que a resisténcia de um resistor fosse inde~
pendente da freqiiéncia aplicada. No mundo real, no entanto, todo
resistor tend capacitincias parasitas e induténcias ¢associadas prin-
cipalments aos coniatos) que s8¢ sensiveis ao valor da fregiiéncia
aplicada. Os valores dessas capacitfincias ¢ indutincias sfo, porérm,
Eio pequenos que seus efeitos normalmente nfio sfo notados até
atingirmos a faixa dos megahertz. A Fig. 14.20 mostza as curvas
de resisténcia em funcio da fregiiéncia de alguns resistores de car-
bono, Observe que as resisténcias menores sio menos afetadas pelas
variacBes de freqgiiéneia. O resistor de 100 Q € praticamente estd-
velaté cerca de 300 MHz, enquanto a resisténcia do resistor de 100
k€2 diminui rapidamente para fregiiéncias maiores do que 15 MHz,

104}

&2
R
{5 do 70
valor &0
npimingl}
50

AY
b
S
]

40 Dbt
L\

z i

s |
20 ? ]

AN I BAT

1 MHz 100 MHz 1900 MHz

P
Séescala logarfitica)

Fig. 14.20 Curvas de variagdo de resisténcia com a fregliéneia para
resistores de carbono.

Assim, a freqliéncia pode alterar a resisténcia de um elemen-
to, mas, para a faixa de freqiiéncias em que estamos interessa-
dos, podemos supor wina variagdo como a ilustrada na Fig. 14.21
(idéntica 4 Fig. 14.20 até 15 MHz}, que equivale supor gue a
resisténcia € independente da fregiiéncia.

L

Para os indutores, a equagé‘zq
X, = wl = 2afL = 2xlf
tem: a forma da equagfio de uma refa,
y=mx-+h=2ul)f+0

cujo coeficients angular () é 2l e cuja ordenada na origem (b}
é zero. Deste modo, o grifico X, em funcfo de ftem o aspecto da
Fig, 14.22. '

Quanto maior a indutincia, maior a inclinagfio dareta {m = 2rL)
para a mesma freqiiéncia, como se pode ver na Fig. 14.22. A figura
tambény itustra o fato, i discutido anteriorments, de que um indu-
tor se comporta como tm curte-circuito e freqiiéncias muito bai-
xas e como vm circuito aberto em fregiiéncias muito altas.

No caso do capacitor, 4 expressfio para a reatincia

1
X_C 2wfC

pode ser escrita na forma
“ 0 2mC

' que corresponde & equacio de uma hipérbote

}.‘xzk

com v = X, x= fe aconstante k = 1/(2nC)

15 20

¢ 5 HE F

Fig. 14.21 R em fungdo de f para a faixa de freqiiéncias de interesse.
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3l L= 160mH /,ﬁ"
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L aumentando
| L= 20mH
|

0\5 1 15 W FHg

X, = 0flpara f = Oz

Fig. 14.22 Xy em funcdo da freqiiéncia.

Para f = O Hz, a reatdncia de um capacitor (Fig.14.23) é tio

. grande* gue ele se comporta como wm circuito aberto. A reatdn-

cia capacitiva varia inversamente com a freqiiéncia; para freqiién-

cias muito elevadas, ela é tho pequena gue o capacitor pode ser

substituido por um curto-circuito. A Fig. 14.23 ilustra também o

fato de gue, para a mesma freqiiéncia, quanto maior a capacitdn-
cia, menor serd a reatncia capacitiva.

Assim, em resumo, & medida que a fregiiéncia do sinal de
entrada aumenta, a resisténcia de um resistor permanece
constante, a reatincia de um indutor aumenta linearmente e
a reatincia de wm capacitor diminui de mode ndo-linear.

AXe (k€Y

¢ = 001 uF

¢ aumentando

C =003 uF

0 510 15 20 fxHn)

Fig. 14.23 X_ em fungdo da freqiiéncia.

EXEMPLO 14.8 Paraque valor de fregliéncia a reatincia de um
indutor de 200 mH ¢ igual & resisténcia de um resistor de 5 k£2?

Solugdo: Supondo que a resisténcia permanega constanie na
faixa de fregiiéncias de utilizagio do indutor, temes

R = 5000 Q = X, = 2afL = 2ulf
= 27(200 X 107 H)f = 1,257f

. 5000 Hz

= = 3,98
f="agy =398 kHz

*A rigor, infinita. (N, do 1.}

RESPOSTAS DE FHEQ{‘JENC%A DOS ELEMENTOS BASICOS il 375

EXEMPLO 14.9 Em que freqii@neia a reatiincia de um indu-
tor de 3 mH € igual 4 de um capacitor de 0.1 uF?

Bolugédo:
X, = Xc
2ufl = 3;;%"
i
Do B
! 47°LC
&
o i 1
2eVIC © 27VI(5 X 10T HX0,1 X 107°F)
[ N 1
T 2eVE X 1070 T (272,236 X 1077
10 Hz
1= s = 7,12 kHz

N#o devemos nos esguecer de que os indutores comerciais nio
30 elementos ideais. Em outras palavras, as caracteristicas de
um indutor dependerm de vérios fatores, como freqiiéncia, tem-
peratura e corrente. Um circuito que representa realisticamente
um indutor aparcce na Fig. 14.24,

A resisténcia em série R, representa as perdas no enrolamen-
to (devido & resisténcia das muitas espiras feitas de fio de cobre},
as perdas devido s correntes parasitas {que serfio discutidas no
Cap. 19: perdas devido ao aparecimento de pequenas correntes
circulares no niicleo do indutor guando este € submetido a uma
tensfo alternada) e as perdas por histerese (que também serfo
discutidas no Cap. 19; perdas que ocorrem no micleo devido as
variagbes do campo magnético). A capacitincia C, € a capaci-
tincia parasita que existe entre as espiras do indutor. Em geral,
guanto maior a indutincia, menor a freqiiéncia para a qual essas
capacitincias e resisténcias parasitas se tornam bunpottantes.
Assim, para indutores na faixa dos milihenties (que € tipica), as
caracteristicas comegam a ser afetadas quando a freqiiéncia se
aproxima de 100 kHz, No caso de indutores na faixa dos
microhenries, uma freqiiéncia de | MHz pode ocasionar efeitos
indesejdveis. Isto ndo significa que o indutor deixe de funcionar
nestas freqiiéncias, mas sim que eles ndo podem mais ser consi-
derados ideais (¢clementos puramente indutivos). A Fig. 14.25
mostra um grafico da impedéncia Z,; do circuito da Fig. 14.24 em
fangiio da freqiiéacia. Observe que até cerca de 2 MHz a impe-
déncia aumenta quase linearmente com a freqiiéncia; isso mos-

Fig. 14.24 Circuite equivalente de um indutor real,
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Z; (1

Devido a C,
E.1 l
10Mitz

Lyt

1MEz

Mz Fiescala

logaritmica)

e 7y 2 27fL,

Fig. 14.25 Z, em fungdo da freqiiéncia para o circuito equivalente da
Fig. 14.24.

tra que nesta faixa de freqiiéncias o indutor de 100 pH se com-
porta como um indutor ideal. Acima de 2 Mliz, no entanto, to-
dos os fatores que contribuern para R, comegam a aumentar € ao
mesmo tempo a reatancia devido ao elemento capacitivo €, tam-
bém se torna mais pronunciada, A gueda da reatfincia capacitiva
produz un curfo-circuito entre as espiras do indutor, o que re-
duz o efeito indutivo do compenente, Se a fregiiéacia continuz a
apmentar, os efeitos capacitivos podem se tornar maiores do que
os indutivos, caso em que 0 clemento comegard a se comportar
como um capacitor, Observe a semelhanga desta regido com as
curvas da Fig. 14.23, Note também que se diminsirmos a
induténcia (o gue pode ser feito usando menos espiras, o gue
também causa uma diminuigio de C,) estes efeitos indesejdvels
s6 aparecerfio em freqiiéncias mais altas, Em geral, portanto, é
importante conhecer a fregiiéncia de trabalho do circuito em que
serd usado um indutor, especialmente no caso dos circuitos de
alta fregiigncia. No caso de freqiiéncias extremamente elevadas,
os indutores podem perder totalmente suas caracleristicas ¢ pas-
sar a se comportar como clementos capacitivos.

Do mesmo modo gue o indutor, o capacitor deixa de se com-
portar como ideal na regifio de altas freqiiéncias. Podemos, de
fato, definir um ponto de transi¢do a partir do qual um capacitor
comegca a ter comportamento indutivo. A Fig. 14.26 mostra o
circuito equivalente de um capacitor real. A resisténcia R,, que
depende da resistividade do diclétrico (normalmente, da ordem
de 18" £2-m ou mais) e da resisténcia do invélucro, € que deter-
mina a intensidade da corrente de fuga durante o ciclo de des-
carga. Em outras palavras, umn capacitor pode se descarregar tanto
através do invélucro quanto através do dielétrico, a wma taxa que
depende da resisténcia de cada um destes caminhos, Dependen-

Fig. 14.28 Circuito equivalente de wm capacitor real.

£

do do capacitor, o tetmpo de descarga pode ir de uns poucos se-
gundos para alguns capacitores eletroliticos até varias horas (pa-
pel) ou até dias (poliestireno}, Isso significa, € claro, que o8 ele-
trélitos tém uma resistividade muito menor do que o papel e ©
poliestireno, o que leva a menores valores de R, A resisténcia R,
representa a dissipagiio de energia devido ao continuo reaiinha-
mento dos dtomos do dielétrico sob a influéncia da tensdo alter-
nada. Existe uma espécie de atrito molecular associado ao movi-
mento dos dtomos sob o efeito de um campo elétrico alternado.
A indutancia L, inclui os efeitos indutivos causados pelos termi-
nais e pelas placas do capacitor. E interessante saber que a
indutancia dos terminais € da ordem de 0,03 uH por centimetro
ou 0,2 ytH para um capacitor cujos terminais medem 2 cm— um
valor que pode ser importante em altas fregiiéncias. Do mesmo
modo que o indutor, o capacitor se comporta de modo guase ide-
al na regifo das fregiiéncias baixas e intermedidrias, como ve-
mos no grafico da Fig. 14.27 para um capacitor de filme metali-
zado de 0,01 yF e terminais de 2 cm de comprimento. Fin altas
freqliéncias, porém, a reaténcia indutiva X, se torna mais pro-
nunciada. Em freqiiéncias extremamente elevadas, os efeitos
indutivos podem se tornar maiores do gue 0s capacitivos, ¢aso
em que o elemento comegard a se comportar como um indutor.
Assim, ¢ importante saber a freqiiéncia em que desejamos utili-
zar um capacitor, porque a partir de um certo valor desta mesma
freqiiéncia ele comegara a ter um comportamento indutivo. B
também importante ter em mente que a faixa de freqiiéncias de
trabalho define o tipo de capacitor {ou indutor) gae deve ser uti-
lizado: os eletroliticos s6 devem ser utilizados até cerca de 10
kHz, enquanto os de cerdmica on mica podem ser utilizados em
fregiiéncias acima de 10 MHz.

A faixa de temperaturas a que 0 elemento pode ser submetido
¢ wm fator importante a ser levado em conta na escoiha de um
capacitor para uma dada aplica¢io. Os capacitores eletroliticos
de tantalo e alguns de cerimica de alto k s&o muito sensivels &
baixas temperaturas, Muitos capacitores eletroliticos, por exem-
pio, perdem 20% da capacitancia que possuem a temperalura
ambiente quando resfriados a 0° C. Em geral, as temperaturas altas
(até 100° C) parecem ter uma influéncia menor do gue as tempe-
raturas baixas, mas a capacitancia dos capacitores de cerdmica
de alto k& pode diminuir em até 30% do seu valor a temperatura
ambiente quando sfo expostos & temperatura de 100° C. A me-
dida que for adquirindo experiéncia, o leitor aprenderé a esco-
ther o capacitor mais apropriado para cada aplicagio e terd que

20

o Caracterfsticas indutivas
devidoa L,

Leoiodot | e
TEG IO 26

f{MHz-cscala
logaritinica)

[
4 56

Fig. 14.27 Variagdo da impedincia com a fregiiéncia pare um capa-
citor de filme metaltizado de 0,01 UF,



Fig. 14.28 Determinagiio da poténcia dissipada em um civcuito de
corrente alternada senoidal,

fazer uma andlise mats coidadosa somente em condicdes extre-
mas, como freqii@ncias muito altas, temperaturas muito elevadas
ou muito baixas ¢ valores muito grandes de tensfio e corrente.

14.5 POTENCIA MEDIA E FATOR DE
POTENCIA

Para qualquer carga em v circuito de corrente alternada senoi-
dal, a tensfio entre os ferminais da carga e a corrente gue 4 atra-
vessa também vartam seneidaimente com o tempo. Surge entfio
a pergunta: como varia com o tempe a poténcia fornecida a car-
ga, dada pelo produte v, 4, e qual o valor médio dessa poténcia?

Se tomarmos o caso geral ilustrado na Fig. 14.28 e usarinos
para © e { as expressdes a seguir:

Vsen(wf + 6,)
P=1 senfwf + &)

n=

a poténcia serd dada por

p = vi= V, sen{wr + 8.3 sen(wr + §)
== V[ sen{wf + 8, )sealewr + 0,)

UWiilizando a identidade trigonométrica

costA — B) — cos(A + B
2

a funcgiio sen {(ax + 8)) sen (@t + @), torna-se

sen Asen B o=

senf(wt + 8,)sexfwt + 8))
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_ cosf(et + 8,) — fwr + 63} — cos[fwt + 8,) + {w + &)}
2z
_costf, — ;) — cos(r + 0, + 0,
2
e assim
Walor fixo Variando o tempe {fungio de 1)

Vm "m
— G

os(f, — 9,.-)] - [—%ﬁ& cos(Zer + 0, + 8;)]

-

A Fig. 14.29 mostra os gréficos de v, f e p em fungao do

tempo.

Observe que o segunde termo na equagio acima representa
uma co-sendide de amplitude V1,72 e fregiiéncia duas vezes
maior que a da tensdo e corrente. O valor médio deste termo €
zero e portanto ele rio tem nenhuma influéneia no proeesso de
dissipaciio de energia.

O primeiro termo da equagio, porém, € constante € portanto
representa tma transferéncia Hquida de energia. Este termo €
chamade de poténcia média e seu valor estd indicado pela regiiio
sombreada na Fig. 14.29. A poténcia média, ou poténcia reql,
como as vezes & chamada, é a potéacia fornecida a carga e dissi-
pada por esta; ela corresponde a poténcia total dos circuitos de
corrente continua, O angulo (9, — 6,) € o Angulo de fase entre v
e {. Como ¢os (—a)= ¢os &,

¢ valor da poténcia média é o mesmo, quer a tensdo esteja
atrasada ou adiantada em relacdo a corrente,

Chamando de 8 o médulo do dngulo de fase entre vel, [ g,
8, f, para indicar gue apenas o valor absolute € importante € o
sinal & rrelevante, temos;

{watts, W) (14.14)

onde P ¢ a poténcia média em watts. Esta equacio também pode
ser escrita na forma

N

av

‘%’ cos(@, ~ &3

——

a

Fig. 14.29 Determinacdo da poténcia média de wm circuite de corrente alternada senoidal.
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ol Como

1

v i "
L & -t

a Bqg. 14,14 fica

(14.15)

Vamos agora aplicar as Egs. (14.14) e (14.13) aos elementos
hisicos B, Le C.

Resistor

Em um circuito puramente resistivo, como ve i/ estio em fase,

|9U— 8,-| = @ = 0 e¢cos 8= I, de modo que
(W3 (14.16)
Ou, como
Vi
by = _R_*
termnos
(W) (1437
Indutor

Em um circaito puramente indutivo, come v estd adiantada em
relacko a7, |0, - 8,1 =90%¢ portanto

Yl Vin o
P xw-;;“r:osQOD x““z*{“((}) = 0 W

s

A poténcia média dissipada por um indutor ideal & zero.

Capacitor

Em um circoile puramente capacitivo, | estd adiantada de 90° em
refacio a v, logo | 8,— 6.1 = 90° Assim,

V-H "nl Vﬂ ‘,m E
P = ,}; cos(90°) = ,?;(0) =W

e e

A poténcia média dissipada por um capacitor ideal é zero.

EXEMPLO 14,10  Calcule a poténcia média dissipada em um
eirenito no qual a corrente ¢ a tensfio de entrada sfio dadas por

i = 5gen(wi + 40%)
v = 18sen{ewt + 40%)

A4

Solugdo: Como ve i estdo em fase, o circuito é puramente
resisfivo. Assim,

_ Vedw _ (1ON)BA)

F 5 > AW
il
R Yo JOV o
I, 5A
c
2 - 74
po Vi _1OI0DA0VE o
R : 2
QU

P =I%R = [(0,70TH5 A () = 28 W

No exemple a seguir, os circuitos consistem em combinagdes
de resisténcias e reatincias gue produzem diferencas de fase entre
a tensio e a corrende de entrada diferentes de 0° ¢ 90°,

EXEMPLO 1441  Determine a poténeia média fornecida a cir-
cuitos nos guais a cotrente e a tepséo de entrada obedecem s
seguintes expressoes:
a. v = 100sen{wr + 40°%)

i = 20 senfwr -+ 70°)
b, v = 150 sen{wr — 7%

i = 3 sea{wt ~ 50%)

Solugdes:
a V, = 100, 0, = 40°
"m = 20), 95 = 70°
f = 16, ~ 81 = [40° — 70° = |-30°% = 30°
=
o ._Y_f_’l{’_’i. cos 8 = ,(}_Og_\f%@&[él CGS(300}3 (1000 W)(0,866)

= 866 W

b. V, = 150V, 6, = —70°
Lo =3 A, 0= ~50°
§ =10, — 0f = |—70° — (—30°)
= =70 + 509 = =207 = 20°

ft

!

P Vm A 8
= 5 COs

= %ﬁ cos(20°) = (225 WH0,9397)

= 211,43 W

Fator de Poténcia

Na expressio P = (V,1,/2) cos 8, o fator mais importante € cos
8. Independentemente dos valores da tenslo e da corrente, se cos



Fig. 14.30 Carga puramente resistiva com F = 1.

8 = 0, a poténeia seré nula; se cos 8 = 1, a poténcia serd maxi-
ma. Por causa da importincia deste fator, ele é denominado fi-
tor de poréncia, ou sein:

{14.18)

Para uma carga puramente resistiva como z ilustrada na Fig,
14.30, a diferenca de fase entre ve ié 0° ¢ F, = cos & = cos (°
= 1. A poténcia fornecida € dada por (V[ /2} cos § =
HI0OVIBAYZ(1)= 250 W,

No caso de uma carga puramente reativa {indutiva ou capaci-
tiva), como a da Fig. 14.31, a diferenga de fase entre ve i € 90°
e F, = cos 90° = 0. Neste caso a poténcia entregue a carga € nula,
embora a corrente tenha e mesme valor de pico que no cir-
cuite da Fig, 14,36,

Nas situagfies em que a carga € uma combinagio de elemen-
108 resistivos ¢ reativos, o fator de poténcia tem am valor entre 6
e 1. Quanto mais resistiva é a impedéncia total, mais préximo da
unidade estd o fator de poténeia; quanto mais reativa € a impe-
dancia, mais o fator de poténcia se aproxima de zero.

Em termos da poténcia média e da tensio € corrente no cir-
cuito, temos:

14.19)

B comaum o use dos termos adiantado € atrasado em relagio
ao fator de poténcia. A escolha de um ou outro depende da cor-
rente na carga. Quando a corrente estd adiantada em relagdo 2
tensic aplicada, dizemos que a carga tem um fator de poténcia
adiantado. Quando a corrente estd atrasada, dizemos que a carga
tem um fator de poténcia atrasado. Em outras palavras,

os circuitos capacitives tém wm fator de poténcia adiantado,
enquanto circuitos indutives tém um fator de poténcia
atrasado.

Fig. 14.31 Carga puramente indutiva com F, = 0.
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A importéncia do fator de poténcia para os sistemas de distri-
bui¢ao de energia € discutida no Cap. 19, no qual uma se¢io in-
teira € dedicada ao estudo da correcio do fator de poténcia,

EXEMPLO 14,12 Determine os fatores de poténcia das car-

gas nas figuras mencionadas a seguir e verifigue sc eles sZo atra-
sados ou adiantados:

a. Fig. 1432

b. Fig. 14.33

c. Fig. 1434

Solucdes:

F,=cosf = cos{40° — (=20} = cos 60° = 0,5 adiantado
F,=cos #1807 — 30° = cos 50°= 6,6428 airasado

P 100W - 100W
Vile  (OVYXSA)  100W

¢c. F,=cosf=

A carga é resistiva ¢ portanto F, nfio € atrasado nem adiantado.

e 132 Tzenfwt + 40°)

e

w Ssenfuwt ~ 20%)

v
i

P20 sen {wr + BO°)
5 sen (e + 307)

Fig. 14.33 Exemplo 14.12(b).

Fe= SA

JE———

c= 20V

__H..:_I \Mpzm(}w

Fig. 14.34 Exemplo 14.12{c).

14.6 NUMEROS COMPLEXOS

Quando analisamos os circuitos de corrente coutinua, QvVemes
necessidade de calcuiar somas algébricas de tensdes e de corren-
tes. Como serd necessdrio efesiar as mesmas operag0es para cir-
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4 Eixo imagindrio (/) textos sobre circuitos elétricos costuma-se ufilizar j para evitar
* confusdo com o simbolo de corrente elétrica).
- +
Eivo real > EXEMPLO 14.13  Represente os seguintes atmeros no piano
complexo:
- a C=3+j4
b C=0—/6

Fig. 14.35 Fixes real e imagindrio do plano complexo.

c. C=~10-j20

. . Solucdes:
cuitos de corrente alternada, € natural perguntarmos: como se a. Veja a Fig. 14.37.

calcula a soma algébrica de duas ou mais tensdes (ou.correntes) ¢ v cja a Fig. 14.38.
senoidais? Uma possivel solugdo seria calcular esta soma algé- .y eja a Fi g‘ 14.30,
brica somando os valores das fungBes ponto a ponto {um proces- T

$0 que serd visto na Seclo 14.12). Entretanto, este processo é 4
longo e tedioso, e a precisdic depende da escala escolhida.
Neste capftulo desejamos intreduzir uma tcnica que nfiliza . C=34j4
niimeros complexos ¢ que, quando aplicada a tensfes e correntes 4
senoidais, permite calcular somas algébricas de forma ripida, 3

T
oo

direta e precisa. Nos capftulos a seguir, esta técnica serd usada : 14

para analisar circuitos afternados senoidais usando os métodos ¢

teoremas jd desenvolvidos para circuitos de corrente continua,
Um nitrmere complexo pode ser representado por um ponto em

um plano, referido a um sistema de eixos cartesianos, Este ponto

também determina v rajo vetor a partir da origem. O eixo ho-

rizontal é chamado eixe real, enquanto o vertical € denominado

etxo imagindrio (Fig. 14.35). . . Fig. 14.37 Exemplo 14.13(a)
Por motivos que ficarfo claros mais tarde, o eixo real é algu- :

mas vezes denoiminado eixo das resisténcias, e 0 eixo imaging- '

tio, eixo das reatdncios. Qualquer ndmero real de zero a -+ = pode

ser representado por um pontoe sobre o eixo real. Antes da intro-

ducio dos nimeros complexos, acreditava-se que 0s nimeros que

estiio fora do eixo real ndo existissem. E por isso gue o eixo ver- o

tical foi chamado de eixo imagindric.

-J

4.

Existerm duas representacdes usuais para um némero comple- —H
x0: a refangular e a polar. Cada uma delas pode representar um -2
ponrto ne plano ou m raio vetor da origem até este ponto. “z I C=0-j6
. _ *5
14.7 FORMA RETANGULAR s
' —J
A representagio retanguiar de um ndimero complexo C é
Fig. 14.38 Exemplo 14.13(b},
{14.20)
8
como ilustra a Fig, 14.36. O simbolo j € usado para indicar a
componente imaginaria {também se usa o simbolo i, mas nos
47 =10 o .
C=A4+jB - i +
i
§ ;
it i
1 i
i i
H i
| P i
o |
A—— -j 20
C=~10~ 0 L
i
=i

Fig. 14,39 Lxemplo 14.13(c).

i 14,38 Forma retangular de wm mimero complexo.




Py

Fig. 14.40 Forma polar de um nidmero complexo.

-}

Fig. 14.41 Efeiro de wm sinal negativo sobre a forma polar.

14.8 FORMA POLAR

Lma representacdo possivel da forma polar é

(14.21)

onde C indica o médulo e 9 € sempre medido no sentido anti-
hordrio a partir do eixo real positivo, como ilastra a Fig. 14.40.
Se um gngulo for medido a partir do eixo real positive no senti-
do hordrio, devers ser considerado negativo.

A Fig. 14.41 ilustra a representacio do negativo de um nd-
mere compiexo em forma polar. Observe que o resultado € um
némero complexo diametralmente oposto ao nitmero complexo
corn sinal positivo,

(14.22)

EXEMPLO 14.14

no plano complexo:

Represente os ntimeros complexos a seguir

a. € =530
b, C= 7 —-120°
c. C= —42 £6(°

Solugbes:

a. VejaaFig. 14.42,
b. Veia a Fig. 14.43,
¢. Vejaa Fig. 14,44,

CONVERSAQ ENTRE AS DUAS FORMAS 11l 381

N =L
]
o0
+ ¥
- +

=i

 Fig. 14.42 Exemplo 14.14(a).

i
A -
- / /e e
/7 8= 0]
€ =70-100 17

Fig. 14.43 Exemplo 14.14(b):

Com o~ 427 60°= 424 67 + 180°
= 4,2 4 + 2407
i

TN

e
C = 42 L240° [

4,2

Fig. 14.44 Exemplo 14.14{c).

14.9 CONVERSAO ENTRE AS DUA
FORMAS -

Para passar de vina forma a outra, utilizamos as seguintes equa~
coes:

Retanguiar para Polar

{14.23)
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C=CLO=4+ B - :
' EXEMPLO 14.16  Converta o mimero complexo seguinte pata

a forma retangular

C 0= 10.245° (Fig. 1447)

Solugdo:
- b/
C=16.L45
Fig. 14.45 Relagdo entre as duas formas. o / :
/ \45"
#1 1§ :
(14.24) - +
Observe a Fig. 14.45.
: - J
Polar para Fieianguiar . Fig. 14.47 Exemplo 14.]6.
{14.28)
A = 10 cos 45° = (10%0,707) = 7.07
(14.26) B = 10 sen 45° = (100(0,707) = 707

e C =707 + 7707

EXEMPLO 1415 Converta o ndmero complexo a seguir para
a forma polar;

C=3-4i4 Fi Se o nimere complexo for associade a um dngulo no segun-
=34 (Fig. 14.46) do, terceiro ou quarto guadrante, devemos tomar ceidado na de-
terminacioe do dngunle associado ao vetor,

Bolugdo:
C=V(3Ey " @r=Vv25=35 ‘ EXEMPLO 14,17 Escreva o nimero complexo a seguir em
4 forma polar:
g = zg“(—) = 53,13°

3 : C=-6+j3 (Fig 14.48)

e C = 525313 |
i
C=3+7 C=—6+j3

31 / 5
i
1; | A

" 6 :\-

—J ~f

Fig. 14.46 Exemplo 14.15. ' Fig. 14.48 Exemplo 14.17.
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Solugio:
C=VEF+ 3P =V45 =671
8= tg‘i(é) = 26.87°
6
§= 180 — 26,57° = 153,43°
e

C = 6,71 £153,43°

EXEMPLO 14.18 Coaverta o seguinte nimero complexo para
a forma retangular

C = 10 2230° (Tig. 14.49)

B
| J\/ ?
C = 10.2230°

Fig. 14.49 Exemplo 14.18.

Solucéo:

A= Ccos 8 = 10 cos{230% — 180°) = 10 ¢os 50°
= (10K0,6428) = 6,428

B =(Csenf = 10sen50° = (10K0,7660) = 7,660

C = —6428 — j7,660

14.10 OPERACOES MATEMATICAS
COM NUMEROS COMPLEXOS

Podemos aprender com facilidade a realizar com os nimeros
complexos as operagdes bdsicas de adigfo, subfracio, multi-
plicagéio e divisdo. Antes de considerarmos estas operagbes,
devem ser bem compreendidas algumas definigdes e regras fun-
damentais.

Examinemos primeiro o simbolo j associado aos ntmeros
imagindrios. Por definiciio,

(14.27)
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&} L =2+
>3
AN

i .

f +
F-3

f

|

—j Complexo conjugada de €

Coa2—f3

Fig. 14.50 Complexo conjugado de wm nidmero complexe na forma
refanguiar.

Assim,
(14.28)
e
% S PR s
P A A T
logo,
ANV CIVERS!
;=g
e assim por diante. Além disso,
3 ; i n 1 n .
J Y JNED -1
© (14.29)

Complexo Conjugado

O conjugado ou complexo conjugade de um nimero complexo
¢ obtido simplesmente trocando-se o sinal da parte imagindria
(na forma retangular) ou o sinal do dngulo (na forma polar). Por
exemplo: o conjugado de

C=2+;3

2 -3
como vemos na Fig. 14.530. O conjugado de

C=2230°

2 L300

como ilusira a Fig. 14.51.
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3

Complexo conjligado de C

-J

Fig. 14.51 Complexo conjugade de um niimero complexo na forma
polar.

Inverso ou Reciproco

O inverso ou reciproco de um nfimero complexo € € 1 dividido
pelo ntmero compiexo. Por exemplo: o inverso de '

C=A+jB
é
1
A+ B
eode CLB46
_ 1
Cof

Estamos agora preparados para definir as operacdes de adi-
¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisde de nimeros complexos,

Adigao

Para adicionar dois cu mais ndmeros complexos basta adicionar
em separado as partes reais e imagindrias. Por exemplo, se

Clmi}liijﬁl = CQ“_* iAzi]Bz

entio

(14.30)

Nzo é necessério, na realidade, memorizar esta equagdo. Sim-

plesmente cologue um nidmero sobre o outro e considers separada-
mente as paries redis e imagindrias, como ilustra o Exempilo 14. 19,

EXEMPLO 14.19
a. Adicione €, =2+ jdeC,=3 + JL.
b, Adictone C, =3 +j6eC,= ~ 6+ 3.

Solugdes:
a. Usando a Eq. (14.30),

C,+C=Q+H+jd+1D=5+j5

e
Fig. 14.52 Exemplo 14.19{a).

Observe a Fig, 14.52. Um método alternativo €
2+ j4
3+t

oo
5+ j5

b. Usando a Eq. {14.30}
Ci+Cp=3~-8)+j6+3=-3+j9
Observe a Flg, 14.53, Utilizando o método alternativo,

3+ )6
6ri3
1l
~3 + j9

Subtracao

Conisideramos, na subtrag@o, novamente em separado as partes
reais e imagindrias. Por exemplo, se

C,=*+A £ iB e Cy= TA, T B,

Fig. 14.53 Exemplp 14.19(b).
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Novamente nfio & necessdrio memorizar a expressiio se uth-
zarmos o métedo alternativo, itustrado no Exemplo 14.26.

EXEMPLO 1420
a. Sebtraia C,= 1 +jddeC, =4 +j6.
b. SubtraiaC, = - 2+ j5de C, = 3 + /3.

Fig. 14.55 Exempio 14.20(b}.

Solugcbes:
a. De acordo com a Eq. (14.31),

-G d -6~ 4y =3+ 42
Note a Fig. 14.54. Lisario o método alternativo,

4 +j6
{1 + f4)
I
3+
k. Novamente utilizando a Eq. (14.31),

C,-C=B3-(-D+jB3~3)=3—j2

OPERAGOES MATEMATICAS COM NUMEROS COMPLEXOS W 385

* Note a Fig. 14.55. Usando 0 método alternativo,

343
—{—=2 4+ 5}

Vo

§-j2

A forma polar nido ¢ conveniente para efetuar adicdes e subfracoes
de niimeros complexos, a menos que as fuses (dngulo 6} sejam
idénticas ou que sua diferenga seja um miiltiplo de 180",

EXEMPLO 14.21

a 2 L45° + 3 £45° = § £45°
Ohserve a Fig. 14.56.

b 2 £0° — 4 L180° = 6 LO°
Observe a Fig. 14.57.

A
. dg
1 5 l
- X7 n
~J

Fig. 14.56 Exemplo 14.21(a}.

S 4/ 180°

—i

Fig. 14.57 Exemplo 14.21(b).

Multiplicacéo

Para multiplicar dois nimeros complexos na forma retangular,
muitiplique termo a termo os dois mimeros. Por exemplo, se

C;xAl*f“jBl e CZ:AQ'”{-‘_;BQ



386 1l OS ELEMENTOS BASICOS E 08 FASORES

entio
C; " Cg: Ai “'I"JBI
Az + By
AjA, + jB A,
+ jABy + j7B B,
AAz + [(Bidy + AyBy) + BiBy(~1)
logo

(14.32)

No Exemplo 14.22(b), obtemos o resuitado sem utilizar a ¥q.
{14.32}. Simplesmente efetzamos a multiplicagio tomande o
devido cuidado com o fator f.

EXEMPLO 14.22
a. Calcule C,-C, se

b, Calcule T (), se
Cy=-2-j3 e Cy=+4-j6

Solugdes:
a. Utilizando a Eq. (14.32), temos

C - Co= [(2X5) — B)IOT + FIB3)E) + 2)(10)]
= —20 + /35

b. Efetuando diretamente a multiplicagéo, obtemos

—-2-j3
4 6
-8 - /12

+ 712+ j118

—8 4+ j(—12+12) — 18
C,* Cy = ~26 = 26 L180°

logo
Cy-Cy=~26 =26 L18¢°

Quando os dois nitmeros estio na forma polar, multiplicames os
mdédulos e somamaos algebricamente os dngulos. Por exemplo: se

C; :C1 48] <

Cg - Cg /_92

CECYeVEeImnos

(14,33)

EXEMPLO 14.23
a. Caleule C,-C,, para

C,=35.20° e C=10430°
b. Caleute C,-C, para
C,=2/~40° ¢ Co=7L+120°

Solugdes:

a. Cp+ Cy = (5 £20°(10 £30°) = (5){10) [20° + 30° =

= 50 L5¢°
b, C, " Cy= (2 £—40°T £+ 1207 = (D7) [ 40" +120°
= 14 £ +86°

 Quando muitiplicamos um néimero complexo na forma retan-
gular por um nimero real, tanto a parte real quanto a parte ima-
gindria sfo multiplicadas por este nimero. Por exempio:

(LOY2 + j3) = 20 + j30

Divisao

Para dividir dois nimeros complexos na forma refangular, mol-
tipligue o numerador e o derominador pelo complexo conjuga-
do do denominador, grupando depois as partes real ¢ imagindria
do resultado. Assim, se

Cy=A,+jB e Cy=A+ B

entdo
C; LAI ‘|"ng £ CQEAZ _E'I].B;J
€y _ (A, +B)A; — jB)
Cy  (Ay+ jBaA; — jB))
_ {Ady + BBy} + [(AB, — ABy)
A4 B2

e portanto

{14.34)

Ndo ¢ necessdrio memorizar a Eq. {14.34) se wtilizarmos a
seqgiiéncia acima. Multiplique o nurerador pelo complexo conju-
gado do denominador, separe as partes real e imagindria do re-
sultado e divida cada yuma destas partes pela soma dos quadra-
dos das partes real e imagindria do denominador.

EXEMPLO 14.24
a, Caleule C/C, para €)= 1 + jde €, = 4 + j5
b, Caleule C/Copara €)= ~ 4 jBe C, = 6 ~ jl.

Solugdes
a. Utilizando a Eq. (14.34),



@@~ ()
4%+ 5

C W) + @) |
C, PR
24 jl1

e e S 32 4 § 8,26
L =085 40268

b. Usando um método aliernativo, obtemos
—4 - j8
6+ 1
24 - ;48

24~ j52 + 8=

46~ j1
+6 471

36+ j6 .
_ il

36+ 0+ 1=137

~16 — j52

logo

C,  -—16 j52
o L2543 77,40
C, 37 37 0,432 =/1403

Cuando dividimos ure nimero complexo por s ndmero real,
tanto a parte real guanto a parte imagindria ficam divididas por
este pdimero. Por exemplo:

—Eiiv’—~ — 445

68 — j0

5 = 3.4 ~j =34 L0°

No caso de complexos na forma polar, dividimos o médulo
do pumerador pelo médulo do denominador e subtraimos as res-
pectivas fases (Angulos}. Assim, para

Ci = Ci zf..@; e C2 = C?, Lg‘z

SECIeVemaes

{14.35)

EXEMPLO 14.26
a. Caleule C,/C,para C; = 15 £10°e C,= 2 47"
b, Calcule C/C, para C,= 8 Z1200 e €)= 16 £—5G"

Solucbes:

a. Cixw_. 2 ...... /10"-—?°—75x3°

G I I B

p Co_ 821200 8
¢, LS00

T¢ [120° — (=50% = 8,5 £170°

OPERACGOES COM NUMEROS COMPLEXOS UTILIZANDO CALCULADORAS £ COMPUTADORES It 387

Caleutarnos o inverso ou reciproco de um ntimero complexo
na forma retangular multiplicando o numerador € ¢ denomina-
dor pelo complexo conjugado do denominador:

L[ 1 \A—jB\_
A+jB \A+jBMNA—jB

A-jB
A? + B

loge

{14.36)

Na forma polar, o reciproco € obtido da seguinte forma:

(14.37)

Vamos agora apresentar, para conciuir esta segio, um exem-
ple envolvende as quatro operagdes que acabamos de estudar.

EXEMPLO 14.26 Exccute as operaghes a seguir, deixando a
resposta em forma polar ou retangular:

a Q+i}N+E+6) 2+ 4+ 3 +6)
N33 -+
_ {6t 94— ji0)
4+ JIM(E4 — F10)

. O+ AN+ IS — (6X(1D)]

424107
= M‘i = 0,983 ~ j6,207
116
p, (50£309(5+)5) _ (S0£309)(7.07£45°) _ 353.5275°
‘ 10 £~ 20° 10 £ ~20° 16 £ —20°
== 35,35 /75° — (—20°) = 35,35 L 95°
. @ £20°(3+j4) _ (24.20°02 £.20°%5 £.53,13°)
8§ —j6 10 /£ —36.87°
_ (4£40°)(5£53,13%) _ 20£93.13°
102 —36,87° 10 L—36,87°

= 2 /03 13% — (~36,87%) = 2,0 L 136°

d 324270 =62 —40° = (2,673 + j1,362) — (4,596 — j3,857)
= (2,673 — 4,596) + /{1,362 + 3,857)
= —1,923 + j5,219

14.11 OPERACOES COM NUMEROS
COMPLEXOS UTHIZANDO
CALCULADORAS E COMPUTADORES

Os processos de convers@o da forma retangular para a polar (e
vice-versa), bem come cdlenlos eavolvendo operagles exten-
sas com ndmeros complexos, podem consumir um tempo con-
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Fig. 14.58 Calculadora ccemzﬁm Ti-85. {Corresm da Texas
Tnstruments, Ine. )

siderdvel e tanibém dar origem, ado raro, a sentimento de frus-
tragiio no caso de um erro envolvendo troca de sinais ou colo-
caglio equivocada da virgula. Felizmente dispomos hoje de
métodos que uvtilizam calenladoras ou computadores, tornando
o processo mais facil e aumentando a confiabilidade e a preci-
sfo dos resultados.

Calculadoras

A calouladora TI-85 ilusirada na Fig, 14.58 ¢ somente uma den-
{re os numerosos modelos de caleuladoras gue convertem as dnas
formas de mimeros complexos entre si e realizam operagdes ex-
tensas envolvendo estes ndmeros, de modo rdpido e precise.® Nio
incluiremos agui todos os detalhes de operagiio para uma calcu-
ladora especifica, porque cada modelo tem seu modo de opera-
¢iio. Incluiremos neste texto, no entanto, as operagbes basicas com
a TI-8S, principalmente para demonstrar a facilidade com que sdo
efetuadas as conversdes entre as duas formas dos complexos e
também para ilustrar o procedimento no caso de operagdes mais
complicadas.

No caso da calculadora T1-§5, devemos primeiro chamar a
segunda funcdo CPLX utilizando o teclado, o que faz aparecer
na parte inferior da tela nm menu inclnindo as opgdes conj, real,
imag, abs e angle. Se apertarmos a tecla MORE, aparecerdo as
opgbes Rec e Pol (para o processo de conversfio). Para conver-
ter de nina forma para outra é suficiente entrar com a forma ini-
cial esire parénteses, com uma virgnla entre as componentes
para a forma retangular ou urn simbolo de dngulo para a forma

#0 altnos, ¢ mesmo os profissionals, nio devem, no eatanto, se tornar “depen-
denles de calculadoras™. Todas as téonicas aprendidas na secfo anterior punca
devem ser ssquecidas, e sempre gue 0s calcutos forem simples, devem ser utili-
zadas, inclusive para fazer estimativas répidas, que sio muito dleis no dig-a-dia
do profissional. Eslas estimativas também nos permiterm, is vezes, verificar se
um resuitado oblido com nma catouladora o wm computador € razodvel. Hstes
resultados tambem estio sujeitos a erros, muifas vezes por causa da entrada in-
copreta de dados. {N. do T.}

£

polar. Em seguida, indigue a operagao a ser efetuada ¢ aperte 2
tecla ENTER — o tesuitado aparecerd na tela, pa forma solici-
tada,

EXEMPLO 14.27

Este € um exemplo puramente demonstrativo, Nio esperamos gue

todos os leitores tenham uma calculadora T1-85. 56 desejamos com

este exemplo ijustrar as possibilidades das caleuladoras atuais,
Usilizando a calculadora TT-85, efetue as seguintes conversbes:

a. 3 — j4 para a forma polar.

b. 0,006 £20,6° para a forma retangular.

. Bolugdes:

a. A tela da T1-85 no item (a) fica asssim:

CALC. 141

b. Atela da TI-85 no item {b) fica assim:

CALC. 14.2

EXEMPLO 14.28 Usando a calculadora T1-85, efetue as ope-
ragtes pedidas no item (¢} do Exemplo 14.26e compare a% s0- .
lugdes.

Solugoes:

Devemos agora tomar cuidado com a herarquia das operacBes.
Fm outras palavras: em que segii€acia a calculadora executa as
operagdes? Em muitos casos esta ordem € a mesma dos cilculos
feitos a mio; no entanto, & sempre mais seguro utilizar parénte-
ses para assegurar que as operacdes serfio executadas na ordem
correta. No caso deste exemplo, a tela da T1-85 fica

CALC. 143
o que concorda perfeitamente com a solugfo anterior.

Métodos Computacionais

() aplicativo MathCad nfo tem sua aplicagiio limitada & andlise
de circuitos de correnie continua, considerada nos capitulos ini-
ciais, podendo perfeitamente ser utilizado em problemas gue
envolvem corrente aiternada, # que é capaz de efetuar todas as
operagGes com niimeros complexos. O formato € um pouco di-
ferente, pois o MathCad wtiliza a letra i para representar a unida-
de imagindria, colocando-a apds o nimero real. No eatanto, po-
demos utilizar j, bastando usar <<FEsc», entrar com FORMAT e
responder i instrucio que aparece na tela em seguida,



Alemio-Arpericans
{Breslau, Alemanha;
Yonkers ¢
Schenectady, EUA}
{1865-1923;
Matematicn,
Cientista,
Engenheiro, Inventor,
Professor de
Engenharia

Elétrica e Eletrofisica
{Inion College.

Chefe de
Departaments,;
General Eletric Co.

Cortesia da Hall of History
Foundation, Schenectady,
Nova York

Esmbora tenha sido detentor de cerca de 200 pa-
wentes ¢ mundialmente conhecido pelas suas con-

- tribuigdes para 0 estudo das perdas por hisleress o

dos transientes elétrcos, Charles Proteus Siemimetz
& mais conhecido por suas contribuicles para o ey-
Lado de circuitos de comrente alternada. Sen “Méto-
do Simbdlico para Cilculos Envolvendo Caosrente
Alernada” formeceu uma abordagem i andlise de
CHOLHOS ac que eliminou boa parte da confasfio €
da frastracio que alingia os engenheiros daquela
época quando passavam do esindo dos circuitos de
para os de ac. Seu método {no qual se baseia a no-
tacdo de fasores wilizads neste texto) permitiu uma
andlise direta de circuitos ac utilizando grande par-
t& dos métodos e feoremas desenvolvidos para cir-
cuitos de corrente continta. Em 1897 publicon o
tivro Theory and Cealculation af Alternating Crers
rent Phenomena, que se oo & “biblia” dos en-
genhelros amantes neste campo. O Dr. Steinmetz,
era carinhosamente conliecido como "0 Doutor™ na
General Electric Company, onde trabathon por cer-
ca g 30 anos em vérias divisdes®. A sua fama de
“wério polivalente™ ¢ reforgada pelo fato de ter sido
amigo de individuos como Albert Einstein, Gugli-
elmo Marconi & Thomas A Edison, para citar ape-
mas alguas. Foi presidente do American Tnstitute of
Electrica Engineers (ATER) e da National Association
of Corporation Schools, tendo ainda participade ati-
vamente da comunidade onde esidia (Schenectady)
como presidente do consetho de educagio e da comis-

s&o de planejamento e pargues da cidade.
CHARLES PROTEUS STEINMETZ

EXEMPLO 14.28  Ultilize 0 MathCad para efetuar as opera-
¢bes do itern (a) do Exemplo 14.26.

Solucdo:
O formato da solugiio na tela parece na figura a seguir.

‘MATHCAD 14.1

14.12 FASORES

A adigiio de tensdes e correntes senoidais €, como jd dissemos
anteriormente neste capitulo, necessdria com fregii@ncia quando
analisamos circuitos ac. Um método vilido, porém longo e tedi-
050, é tragar as duas fungdes senoidais no mesme gréfico e so-
‘mar algebricamente as ordenadas em cada ponto, COmo vemos
na Fig. 14.59 para ¢ = a + b. Além dos aspectos negativos cita-
dos anteriormente, devemos ressaltar que a precisio deste méto-

do ndo € muito boa. Um método mais répido é o que utiliza o

vetor girante que apareceu pela primeira vez na Fig. 13.16. Este
raio vetor, de médulo (comprimento} constanie € COmM W ponto
fixo na origem, é denominado fasor quanto utilizado na andlise
de circuitos elétricos. O fasor estard, no instante 7 = 0, nas posi-

i inglés, come também aconece em portuguls, & COMUM BRsOCial o wBImo doufor 2 wn
bacharel em medicina, Como Steinmetz era sempre chamado quando havia am problemma goe
orteas pessoas e conseguiwm resoiver, na Geaeral Electric, o apelide citado scima tem a
conotaglo de “pessoa que curava a doenga”, ou seja, que resolvia o problerma. (N. do T
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coes vistas na Fig. 14.60(a), para cada uma das formas de onda
na Fig. 14.60¢(b),

Observe, na Fig. 14.60(b), que v, corta o ¢ixo horizontal em
t = §, tornando necessario gue o raio vetor na Fig. 14.60(a} co-
incida com o eixo horizontal neste instante para assegurar uma
projecdo vertical nula, O comprimento deste rato vetor na Fig,
14.60¢z) € igual & amplitude da sendide, como no caso da Fig.
13.16. A cutra sendide € gerada por um fasor queem ¢ = 0 34
descreveu um Anguio de 90° em relagdo ao eixo horizontal e as-
sim tem, neste instante, 2 sua projecio vertical mdxima {verda-
deira grandeza), como vemos na Fig, 14.60(a).

O valor do pico da sendide gerada pelo fasor € dado por esta
projeciio vertical em ¢ = 0, como ilustra a Fig. 14.60(b). Note
também que em 7 = ( temos U, = v, pois .= 0 V neste instante.
Utilizando dlgebra vetorial {Sec¢do 14.10), podemos mostrar [veja
a Fig. 14.60(a})] que :

TV LT 4+ 2V 280° = 2236V £63.43°

Em outras palavras, se convertermos v, e v, para a forma de
fasores utilizando

v=V, sen{wt £H >V, LL¢

e efetuarmos a adigdo com o auxilio da dlgebra dos niimeros
complexos, poderemos obter vy, também em forma de fasor, com
hastante facilidade. Podemos entio converter Uy para o dominio
do tempo e piotd-la no mesmo grdfico, como na Fig. 14.60(b). A
Fig. 14.60(a), que mostra os mddulos ¢ posigbes relativas dos
fasores envolvidos, & denominada diagrama de fasores. Elaéna
realidade um “instantaneo” dos vetores girantes em £ = 0.

Assim, dagui por diante, se desejarmos adicionar duas fun-
coes senoidais, devemnos primeire converté-las para a forma
fasorial e calcular a soma usando a dlgebra dos complexos. O
resuitado pode ser entdo transformado para obtermos uma fan-
¢fio do fempo.

NaFig, 14.61 ilustramos o caso de duas fungdes senoidais cuja
diferenca de fase € distinta de (° e 90°. Novamente observe que
as ordenadas das fungdes na Fig. 14.61{b) ¢ = 0 50 associadas
as posicdes angulares dos fasores na Fig. 14.61{a).

Como utilizamos quase que exclusivamente os valores efica-
zes, e ndo os valores de pico, na andlise de circuitos ac, vamos

UT=U}\+U2

Fig. 14.59 Adicdo grdfica de duas formas de onda senoidais,



















































































































































































































































































































































